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In  der  vorhergehenden  Abhandlung  habe  ich  gezeigt ,  wie  ich  die 
Mondstörungen,  die  den  Abtheilungen  1,2,  ii,  15  angehören,  berech- 
net habe,  hier  werde  ich  die  Berechnung  der  übrigen  von  der  Sonne 
herrührenden  Störungen  darlegen,  und  die  genaue  Berechnung  der  von 
der  Abplattung  der  Erde  entstehenden  zeigen ,  die  in  der  vorhergehen- 
den Abhandlung  nur  vorläufig  ausgeführt  wurde.  Endlich  zeige  ich 
auch  die  Berechnung  der  in  den  Mondtafeln  aufgenommenen  Säcular- 
anderungen  des  Mondes. 

Das  Verfahren,  welches  ich  hier  anwende,  ist  mit  einer  Ausnahme 
wieder  das  der  successiven  Substitutionen,  mit  der  Abänderung  jedoch, 
dass  ich  es  nicht  auf  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  selbst, 
sondern  auf  die  in  Bezug  auf  die  Störungen  entwickelte  Variation  der- 
selben anwende.  Die  Berechnung  der  Störungen  wird  dadurch  ein- 
facher, indem  man  einen  grossen  Theil  der  Glieder,  aus  welchen  die 
Störungscoefficienlen  bestehen,  direel,  mit  anderen  Worten  ohne  snc- 
cessive  Naberungen  erhält.  Die  Ausnahme,  deren  ich  erwähnte,  betrifft 
die  von  der  Abplattung  der  Erde  bewirkten  Störungen,  die  ich  nicht 
durch  successive  Naberungen,  sondern  durch  die  Verbindung  der  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefficienten  mit  der  Variation  der  Differential- 
gleichungen berechne.  Dass  ich  einen  Theil  der  Mondstörungen  durch 
dieses  Verfahren  berechnet  habe,  habe  ich  schon  im  Jahre  1847  im 
XXV.  Bande  von  Schum.  Astr.  Nachr.  angezeigt.  Auf  diese  Weise  habe 
ich  unter  andern  auch  die  in  den  Mondtafeln  aufgenommenen  Sacular- 
änderungen  berechnet,  hier  wende  ich  jedoch  für  diese  die  Methode 
der  successiven  Substitutionen  an ,  und  zwar  aus  dem  Grunde ,  um  zu 
zeigen ,  wie  nahe  die  durch  beide  sehr  verschiedene  Verfahrungsarten 
erhaltenen  Resultate  mit  einander  übereinstimmen.  Man  weiss  ausser- 
dem ,  dass  ich  bei  der  Berechnung  der  Säculai  «nderungen  von  der  An- 
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nähme  ausgegangen  bin,  dass  das  Element  5  dazu  nichts  beitragen 
könne,  und  schon  aus  dem  Grunde,  dass  die  gegenwärtige  Abhandlung 
nicht  minder  wie  die  vorhergehende  zum  Zweck  haben  zu  zeigen,  wie 
ich  die  Slörungscocfficienten  der  Mondtafeln  erhalten  habe,  musste  ich 
die  Annahme  .2=0  in  dieser  Berechnung  beibehalten,  und  eine  etwaige 
weitere  Untersuchung  darüber  einer  besonderen  Abhandlung  vorbehal- 
ten. Für  die  Beibehaltung  dieses  Princips  sprechen  Überdies  mehrere 
Gründe,  von  welchen  ich  hier  den  hervorhebe,  dass  die  dadurch  er- 
haltenen SlicularUnderungen  sowohl  die  Finsternisse  des  Mittelalters 
wie  die  des  Alterthums  auf  sehr  befriedigende  Weise  darstellen,  wel- 
ches im  Gegenlheil  die  von  Adams  und  Deiaunay  erhaltene  Sacu- 
laränderung  der  mittleren  Länge  nicht  vermag. 

Wie  die  Säcularänderungen  der  Mondtafeln  die  chronologischen 
Finsternisse  darstellen .  ist  schon  von  Air y  im  XXVI.  Bande  der  Me- 
moire of  the  Royal  Antronomical  Society  dargelegt  worden ,  und  ich  habe 
an  dieser  Arbeit  in  so  weit  Thcil,  dass  ich  die  darin  vorkommenden, 
auf  meine  Mond-  und  Sonnentafeln  gegründeten  Rechnungen  selbst  aus- 
geführt habe,  wie  in  der  Abhandlung  auch  angeführt  wird.  Da  ich  in 
der  neuen ,  total  von  der  alten  verschiedenen ,  Rechnung  kleine  Unter- 
schiede im  Resultat  gefunden  habe,  wie  sich  in  einer  so  complicirlen 
Rechnung  nicht  anders  erwarten  liess ,  so  schien  es  mir  von  Interesse 
zu  erfahren,  wie  die  chronologischen  Sonnenfinsternisse  sich  nach  der 
Anbringung  dieser  kleinen  Unterschiede  gestalten  würden,  und  ich  habe 
daher  in  einem  Zusätze  diese  Vergleichung  ausgeführt.  Es  zeigt  sich, 
dass  die  Darstellung  derselben  noch  ein  wenig  besser  ausfällt,  wie  ohne 
diese  Aendcrungcn.  Da  es  ferner  erlaubt  ist ,  die  Knolenbewegung  ein 
wenig  zu  ändern,  wenn  diese  Aenderung  nur  nicht  so  gross  angenom- 
men wird,  dass  sie  die  Darstellung  der  neueren  Beobachtungen  beein- 
trächtigt ,  so  habe  ich  in  einem  zweiten  Zusätze  die  Wirkung  einer  sol- 
chen Aenderung  untersucht.  Ich  habe  in  der  hundertjährigen  Knoten- 
bewegung eine  Aenderung  von  12"  angenommen,  wodurch,  wenn  man 
die  Knotenlange  der  Gegenwart  fest  hält,  die  Mondbreiten  für  B rad- 
le y's  Zeil  sich  höchstens  um  Eine  Secunde  ändern,  und  hiedurch  eine 
noch  bessere  Darstellung  der  chronologischen  Finsternisse  erhalten. 
Endlich  da  Deiaunay  sich  noch  der  Hoffnung  hinzugeben  scheint,4) 
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dass  mit  seiner  Sacularänderung  der  initiieren  Lange  sich  die  chrono- 
logischen Sonnenfinsternisse  auch  darstellen  lassen  wurden,  so  habe 
ich  in  einem  dritten  Zusätze  die  Vergleichung  dieser  Sacularänderung 
mit  denselben  Finsternissen  möglichst  scharf  durchgerührt,  aber  eine 
gänzliche  Nichtubereinstimmung  zum  Resultat  erhalten.  Die  Sonnen- 
finsterniss  von  Larissa  wird  dort  höchstens  7 — 8  Zolle,  und  trifft  bei 
Sonnenuntergang  ein,  so  dass  von  derselben  uur  ein  kleiner  Theil  dort 
sichtbar  bleibt,  und  in  noch  grösserem  Maasse  findet  dasselbe  für  die 
SonnenGnslerniss  des  Thaies  statt.  Die  Sonnenönsterniss  des  Aga- 
thokles  geht  so  weil  nach  Norden,  dass  ihre  Wirkung  auf  dem  Punkte, 
wo  Aga tbo kies  sich  wahrend  derselben  befunden  haben  muss, 
gleichfalls  unbedeutend  ist.  Die  Sonnenßnsterniss  des  Ennius  wird 
in  Rom  gänzlich  unsichtbar,  indem  filr  die  geographische  Lage  Roms 
die  erste  äussere  Ränderberührung  eine  halbe  Stunde  nach  Sonnenunter- 
gang statt  findet.  Die  Sonnenfinsterniss  von  Stiklaslad  entfernt  sich 
sehr  betrachtlich  von  der  Gegend  des  Schlachtfeldes.  Mit  dieser  Säcu- 
laranderung  kann  man  die  chronologischen  Sonnenfinsternisse  also  nicht 
darstellen,  und  eben  so  wenig  lässt  sich  dieses  durch  Hinzuftlgung  von 
Aenderungen  in  der  mi liieren  Bewegung  der  Lange  oder  des  Perigäums 
oder  der  Knoten  bewirken  ,  da  die  Aenderungen  zu  diesem  Zweck  viel 
grösser  ausfallen  würden,  wie  die  neueren  Beobachtungen  es  gestatten. 
Nimmt  man  aber  zugleich  mit  dieser  Sacularänderung  an,  dass  die  Um- 
drehung der  Erde  um  ihre  Achse  eine  alhnählige  Verzögerung  derge- 
stalt erleidet,  dass  jeder  Tag  um  den  ölbillionslen  Theil  seiner  Dauer 
langer  ist  wie  der  nachsl  vorhergehende ,  dann  kann  man  mit  der  in 
Rede  stehenden  Sacularänderung  die  chronologischen  Sonnenfinsternisse 
darstellen,  wie  ich  kurzlich  in  einem,  den  Berichten  dieser  Gesellschaft 
einverleibten ,  Aufsatze  gezeigt  habe. 

In  Bezug  auf  den  eben  angezogenen  Aufsatz  von  Del  au  na  y  sehe 
ich  mich  auch  genölhigt ,  noch  ein  Mal  auf  die  Darstellung  der  Mond- 
störungen durch  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  des  Verhältnisses  der 
mittleren  Bewegung  der  Sonne  zu  der  des  Mondes  fortschreiten,  zurück 
zu  kommen ,  da  ich  immer  noch  die  von  mir  darüber  ausgesprochenen 
Sätze  aufrecht  erhalten  kann.  Diese  sind : 

1)  Es  ist  bis  jetzt  noch  nicht  bewiesen,  dass  diese  Reihen  conver- 

giren. 

2)  Es  ist  bis  jetzt  noch  kein  Yersuch  zur  Restbestimmung  derselben 
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gemacht  worden,  welche  erforderlich  ist,  um  über  die  numeri- 
sche Genauigkeit  der  Summe  der  entwickelten  Glieder  sich  eine 
Vorstellung  machen  zu  können. 
3;  Wenigstens  eine  Anzahl  dieser  Reihen  sind  divergirende  Reiben. 
Diese  Sülze  muss  ich  deshalb  noch  aufrecht  erhallen,  weil  sie  weder  in 
dem  oben  ungezogenen  Aufsatz  von  Delaunay,  noch  in  irgend  einer 
anderen  mir  zu  Gesicht  gekommenen  Schrift  widerlegt  worden  sind.  In 
Bezug  auf  Ii)  habe  ich  schon  in  der  Einleitung  zu  meiner  vorhergehen- 
den Abhandlung  (S.  95  die  Anmerkung  einige  der  Glieder  genannt, 
deren  Coefficienten  bei  den  genannten  Reihenentwickelungen  divergi- 
rende Reihen  bilden.  Hier  will  ich  naher  auf  diesen  Umstand  eingehen. 
In  den  Coefficienten  der  Argumente 

ig  -f-  w  —  w' ;  ig  -t-  i  (w  —  w') ;  etc. 
wo  i  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  kommt  von  der  Function  oi— «' 
der  Coefficient  des  mit  der  Zeit  inulliplicirten  Theils  derselben ,  nebst 
den  Potenzen  davon  in  den  Nennern  vor.  Dieser  Coefficient  wird  bei 
dem  in  Rede  stehenden  Verfahren  gleichwie  alle  übrigen  Coefficienten 
durch  eine  nach  den  Polenzen  des  eben  genannten  Verhältnisses,  wel- 
ches gewöhnlich  mit  m  bezeichnet  worden  ist.  fortschreitende  Reihe 
dargestellt.  Allenthalben  ,  wo  derselbe  in  einem  Nenner  vorkommt, 
werden  die  negativen  Potenzen  davon  durch  den  binomischen  Salz  in 
Reihen  aufgelöst,  mit  welchen  der  betreffende  Zahler  multiplicirt  wird. 
Die  Reihe  des  binomischen  Satzes  convergirl  aber  nur,  wenn  das  zweite 
Glied  des  Binoms  kleiner  ist  wie  das  erste,  und  wenn  das  Gegentheil 
davon  statt  findet,  so  divergirt  sie.  Nun  ist  aber  in  dem  genannten  Co- 
efficienten des  Ausdrucks  von  tu— 10  die  Summe  der  Glieder  vom  zwei- 
ten Gliede  an  gerechnet,  die  das  zweite  Glied  des  Binoms  bildet,  grösser 
wie  das  erste  Glied,  folglich  divergirt  die  daraus  hervorgehende 
Reihe,  und  folglich  divergiren  auch  die  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Ausdrucke  der  Coefficienten  der  oben  angeführten  Argumente. 

Wenn  man  im  Folgenden  unter  «>  —  «  blos  den  Coefficienten  der 
Zeit  im  vollständigen  Ausdruck  dieser  Function  versteht,  so  ist 

(0  —  to'=n  j i- tri1  +^»»3-|- etc. J 

wenn  n  die  mittlere  Bewegung  der  Mondlänge  bezeichnet.  Es  ist ,  mit 
Worten  ausgedruckt,  dieser  Coefficient  der  Ausdruck  der  Bewegung  des 
Mondperigäums ,  da  bei  dieser  Entwicklung  die  Bewegung  des  Son- 
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nenperig&ums,  die  strenge  genommen  davon  abgezogen  w  erden  mtissle, 
für  Null  gerechnet  wird.  Um  diesen  Coeflicienten  Air  die  Reihenenl- 
wickelung  vorzubereiten ,  wird  er  wie  folgt  gestellt, 

w  —  «'s  ~  nmJ  j  1  +  ~  m  -h  elc.  j 

und  hieraus  folgt 

l  I       ( .      M5  ) 

{>n    tu1'      ftnm   (        4i  ) 

u.  s.  w.  Die  numerischen  Werthe  dieser  Glieder  sind, 

»=  17325593" 
w— w'=s    I  46435/6 
tn  =  0.07480133 

und  hierait  wird 

|  ««»«72705/6 
^ro  +  otc.=  1,0141 

also 

=  -^iJ,-l,0Hl+l.0284+elc.} 

— '   ,=  ;  V  !  I  -  *.« ■+■  3.0852  +  elc. j 
u.s.  w.,  welches  offenbar  divcrgirende  Reihen  sind. 

Hiebei  ist  stillschweigend  angenontmen  worden,  dass  die  Reihe 
für  io — w'  convergire ,  welches  aber  noch  von  Niemand  bewiesen  wor- 
den ist,  sollte  sie  auch  divergiren,  so  werden  die  Reihen  für  («— w')-\ 
(ai— w')-1,  u.s.w.,  wenn  die  algebraischen  Ausdrucke  der  Coefficienten 
in  dieselben  substituirt  werden,  um  so  mehr  divergiren. 

Es  sind  nun  nicht  blos  die  Coeflicienten  der  oben  angerührten  Co- 
efficienten, welche  divergirendc  Reihen  bilden,  sondern  dieses  ist  auch 
der  Kall  bei  allen  andern  Störungscoeflicienten ,  zu  deren  Entwicklung 
die  Coeflicienten  der  oben  angeführten  Argumente  hinzugezogen  wer- 
den müssen.  Man  kann  nemlich  keinen  Coeflicienten  der  Mondstörun- 
gen einzeln  für  sich  entwickeln ,  sondern  muss  für  die  Entwickelung 
eines  jeden  derselben  die  übrigen  mit  anwenden.  Strenge  genommen 
hangt  jeder  einzelne  Coefficient  von  allen  übrigen  ab,  und  hieraus 
folgt  der  Satz ,  dass  wenn  unter  den  nach  den  Potenzen  von  m  entwik- 
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kellen  Ausdrucken  der  Mondstörungen  auch  nur  Einer  erweislich  di- 
vergirt,  alle  anderen  auch  divergiren  müssen. 

Dieser  Satz  isl  strenge  richtig,  und  da  oben  die  Divergenz  von 
einigen  Reihen  nachgewiesen  ist,  so  müssen  die  Reihen  für  alle  Coefß- 
eienten,  wenn  man  die  Entwicklungen  bis  zu  hinreichend  hohen  Poten- 
zen von  m  fortsetzt,  divergiren.  Es  tritt  nun  freilich  im  Mondproblem 
dadurch  eine  Modification  ein,  dass  auf  jeden  Coefficienten  nicht  alle 
Übrigen  merkliche  Wirkung  äussern,  wenn  man  sie  nach  ihren  wah- 
ren ,  auf  andere  Weise  zu  ermittelnden,  Wei  then  betrachtet.  Die  Folge 
davon  ist,  dass  die  durch  Reihen  nach  den  Potenzen  von  m  ausgedrück- 
ten Slörungscoeflicienten  eine  Art  von  halbeonvergirendeu  Reihen  bil- 
den, nemlich  Reihen ,  deren  Summen ,  wenn  man  nur  eine  gewisse  An- 
zahl der  ersten  Glieder  derselben  betrachtet,  bestimmte  endliche  Werlhe 
zu  haben  scheinen ,  in  der  Thal  aber  unendlich  gross  werden ,  wenn 
man  ihre  Entwicklung  unbeschrankt  fortsetzt,  also  Reihen,  durch 
welche  nur  ein  beschränkter  Grad  von  Genauigkeit  in  den  numerischen 
Werthen  derselben  erlangt  werden  kann  Diese  beschränkte  Genauig- 
keit isl  gewiss  für  jeden  Coefficienten  verschieden,  die  Ermittelung 
derselben  aber  eine  sehr  schwer  zu  lösende  Aufgabe ,  die  vielleicht  a 
priori  gar  nicht  durchgeführt  werden  kann.  Es  wird  wohl  um  die  Ge- 
nauigkeit, die  diese  Reihen  geben,  kennen  zu  lernen,  gar  kein  anderes 
Mittel  übrig  bleiben,  wie  die  Vcrgleichung  der  numerischen  Resultate 
derselben  mit  den  Resultaten  irgend  einer  anderen  Methode,  durch 
welche  jede  beliebige  Genauigkeit  erhallen  werden  kann.  Aus  diesen 
Gritnden  befindet  sich  aber  das  Verfahren ,  welches  die  Coefficienten 
der  Mondstörungen  durch  Reihen ,  die  nach  den  Potenzen  von  m  fort- 
schreiten ,  ausdrückt ,  gegen  jedes  andere ,  welches  die  Auflösung 
der  Nenner  in  unendliche  Reihen  nicht  verlangt,  in  bedeutendem 
Nachlheil. 

Ehe  ich  diese  Einleitung  schliesse,  habe  ich  noch  eine  Bemerkung 
zu  machen.  Erst  uachdem  die  vorhergehende  Abhandlung  schon  ge- 
druckt war,  bekam  ich  genaue  Kenntniss  von  der  unendlich  grossen 
Mühe,  die  sich  die  Herren  Lüh  bock  und  Pontecoulant  in  der  neue- 
ren Zeit  mit  meinen  den  Mond  betreffenden  Arbeilen  gegeben  haben. 
Als  Gegenleistung  dafür  könnte  man  wohl  eine  besondere  Abhandlung 
erwarten ,  zumal  mir  Stoff  genug  dazu  golieferl  worden  ist.  Allein  ich 
halte  dieses  für  zu  viel  und  ersuche  statt  dessen  die  genannten  Herren, 
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den  Inhalt  der  vorhergehenden  Abhandlung  .sowohl  wie  den  der  gegen- 
wärtigen als  Gegenleistung  für  ihre  Bemühungen  betrachten  zu  wollen. 


Die  Eintheilung  dieser  Abhandlung,  in  welcher  ich  unmittelbar  an 
die  vorhergehende  anknüpfe,  igt  die  folgende: 

§  15.  Kniwickelung  eines  besonderen  Princips,  welches  auf  alle 
noch  zu  berechnenden  Uliedcr  der  Mondslörungcu  angewandt 
werden  kann. 

Variation  der  Pill'eicnlialgleichnngen  der  Aufgabe.  Art.  ISI 

—  193. 

$  H».  Berechnung  der  numerischen  Wcrthe  der  im  vor.  §  abgeleite- 
ten Variationsr-oemVieiitfin.   Art.  19i — 2  Iii. 

§17.  Allgemeine  Methode  zur  Berechnung  der  in  der  Mondbewe- 
gung  vorhandenen  Störungen  sehr  langer  Periode. 

Vrrhindnng  der  Methode  der  unbestimmten  Coeflicicnten 
mit  der  Variation  der  Differentialgleichungen.  Art.  SM  7 — 228. 

§  18.  Berechnung  der  Mondstörungen,  die  den  Abtheilungen  3,  4, 
12,  13,  16,  17  angehören.  Art.  229  —  243. 

§  19.  Berechnung  der  Mondslürungen,  die  den  Abteilungen  0,  7, 
14  angehören.  Art.  244—258. 

$  20.  Berechnung  der  Mondstörungen,  die  den  Ahlheilungen  8,  9, 
10  angehören. 

Berechnung  der  Erdmasse  und  der  Sonnenparallaxe,  die  aus 
der  Vergleichung  der  Mondstörungen  mit  den  Beobachtungen 
folgt.  Art.  259  —  270. 

($21.  Berechnung  der  von  der  Figur  der  Erde  abhängigen  Mond- 
Störungen.  Art.  271  —  297. 

§  22.   Berechnung  der  Sttculai anderungen  des  Mondes.    Art.  298 

—  318. 

Zusatz  1.  Entwiekelung  der  Wirkung,  die  die  im  vor.  $  erhaltenen 
Unterschiede  der  Saculuranderungcn  auf  die  Darstellung  der 
chronologischen  Finsternisse  äussern.   Art.  319. 

Zusatz  IL  Ermittelung  des  Einflusses  von  12"  Veränderung  der 
hundertjährigen  Knotenbewegung  auf  dieselben  Finsternisse- 
Art.  320. 
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Zusatz  III.  Vergleichung  der  Säcularäuderuug  der  mittleren  Mond- 
lange von  Adams  und  De  lau  na  y  mit  denselben  Finsternis- 
sen. Art.  321. 


§  15.   Entwicklung  eines  besonderen  Princips,  welches  auf  alle 
noch  zu  berechnenden  Glieder  der  Mondstörungen  angewandt 

werden  kanu. 

Variation  der  Differentialgleichungen  der  Aufgabe. 

iSi. 

Für  alle  noch  zu  berechnenden  Störungsglieder  des  Mondes  werde 
ich  ein  anderes  charakteristisches  Zeichen  einfuhren,  und  zwar  .  /  statt 
des  bisher  angewandten  ().  Lagst  man  daher  die  Bezeichnung  der  im 
Vorhergehenden  berechneten  Störungen  unverändert,  so  sind  die  Aus- 
drücke der  vollständigen  Störungen 

und  behandelt  man  die  veränderlichen  Theile  von  y,  «,  tj  eben  60,  so 
werden 

y  +  Jy\  a  +  Ju  ,  »i  +  Jq 

die  Ausdrucke  der  vollständigen  Werthe  dieser  Functionen.  Die  voll- 
standigen  Störungen  der  Sonnenbewegung  werden  nach  diesem  Prin- 
cip  mit 

n'.  /z  ;  Jv  \   /p  ;  Jq 

zu  bezeichnen  sein.  Alle  Slörungsglieder,  deren  Inbegriff  hier  unter 
dem  Zeichen  J  zu  verstehen  sind,  sind  nicht  grösser,  als  dass  man  mit 
der  Berücksichtigung  der  ersten  Potenz  derselben  ausreicht,  wogegen 
aber  ihre  Producle  mit  denen,  die  unter  dem  Zeichen  d  verstanden  wer- 
den, nicht  Ubergangen  werdeu  dürfen.  Hieraus  folgt,  dass  man  jene 
als  einen  Zuwachs  dieser  betrachten  kann,  wovon  die  Berücksichtigung 
der  ersten  Potenz  ausreicht.  Man  erhalt  daher  die  Ausdrücke  für  ihre 
Differentiale,  wenn  man  die  Variation  der  bisher  angewandten  Differen- 
tialgleichungen in  Bezug  auf  die  Störungen  sucht,  diese  entwickelt  und 
integrirt,  womit  man  uberdiess,  wenn  man  es  für  dienlich  halt,  die 


Digitized  by  Google 


11]         BEREGIINl  NG  HER  IN  DEN  MONDTAPELN  ANGEW  ANUTEN  STÖRUNGEN.  11 


Methode  der  unbestimmten  Cocflicienten  verbinden  kann,  die  hier  uuf 
laulcr  linearische  Bedingungsgleichungen  führt.*) 

182. 

Es  sollen  jetzt  alle  im  Vorhergehenden  zur  Berechnung  der  Stö- 
rungen angewandten  Gleichungen  diesem  Princip  gemäss  entwickelt, 
und  mit  der  Function  T  angefangen  werden.   Da  T  Function  von 

hz,  v,  h,  P,  Q,  K,  n'z,  v 

ist,  so  bekommen  wir 

indem  hier  auch  die  Relation  1K— — F./P  statt  findet,  die  im  Art.  36 
eingeführt  und  erklart  wurde.  Das  in  dieser  Gleichung  fT  benannte 
Glied  bezeichnet  den  Zuwachs,  oder  den  Theil  «les  vollständigen  Wer- 
thes  von  T,  aus  welchem  Uberhaupt  die  unter  dem  Zeichen  .  /  enthal- 
tenen Störungsglieder  hei  vorgehen.  Für  die  Ent Wickelung  der  im  vor- 
stehenden Ausdruck  enthaltenen  partiellen  Differentialqiiolienten  ist  die 
Form  zu  betrachten,  unter  welche  T  im  Vorhergehenden  gebracht,  und 
die  im  Art.  43  erklärt  worden  ist.  Da  hier  nur  T:i'>  in  Betracht  kommt, 
so  ist  der  erste  der  beiden  Ausdrücke  (17)  vorzunehmen. 

183. 

Der  anzuwendende  Ausdruck  ist  also  der  folgende,  in  welchem 
der  Index  I  weggelassen  werden  kann,  ohne  Unbestimmtheit  zu  er- 
zeugen, 

T  =  f +  Gr  +  V  j  ( I  +  * }*  £  -  I  j  +  ^ ' .;  2  r  -I-  v>) 

und  hieraus  ergeben  sich  sogleich  die  folgenden  Ausdrücke  der  erfor- 
derlichen Diflerentialquotienlcn, 

(£H£)+(S)'+Q|c+')'o-'l+(Ä(»'+',J  -  ^ 


•)  In  Scham.  Astr.  Nachr.  B.  XXV.  p.  3i7.  3i8  habe  ich  schon  diese»  Princip 
angedeutet. 
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io  welchem  die  Entwicklung  der  Differentiale  der  Functionen  f,  G,  Ü, 
J^nacb  nz  wieder  durch  den  Ausdruck  (20)  gegeben  ist,  in  welchem 
bez. 

(d^\ 

statt  T0  zu  subslituiren  ist.  Es  wird  also 

und  eben  so  für  die  übrigen  Functionen.  Gleichwie  im  Vorhergehenden 
braucht  man  durch  den  Ausdruck  (20)  nur  drei  der  vorbenannten  vier 
Functionen  zu  entwickeln,  da  leicht  zu  finden  ist,  dass  die  Bedingungs- 
gleichung 

statt  findet.  Der  vorstehende  Ausdruck  von  T  giebt  ferner 
oder 

<6')  (s)-D-l>ih 

wenn  man 

(62)  =2f—  G  —  Gp 

setzt.  Dieser  Ausdruck  ist  zur  Berechnung  geeigneter  wie  der  vorher- 
gehende, da  die  Function  D  durch  blose  Additionen  aus  den  im  Vorher- 
gehenden schon  entwickelten  und  berechneten  Functionen  erhullen 

wird,  und  also  die  Berechnung  von         nur  die  Berechnung  Eines 

Products  erfordert.  Ferner  erhalt  man 

oder 

(«»)  (£)=E+< 

wo 

ist,  und  daher  auch  die  Berechnung  nur  Eines  Products  erforderlich  ist. 
Ferner  wird 
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®-'(S)-|(S)-'(g)!i-l(*)-F(S)}' 

+KS)-"(S)iif+^y-'j 


{®-'(£)l<*+*  ' 


(65) 


wo  die  Uberstrichenen  Functionen  wieder  durch  den  Ausdruck  (20)  zu 
berechnen  sind .  nachdem  darin  bez. 

V<«»y      V«/'  \*q)  '  v*o/'  wcv'  V*o/* 

statt  T0  gesetzt  worden  ist.  Da  hiebei  die  Glieder  höchster  Ordnung, 
die  in  dem  Ausdruck  (20)  angesetzt  worden  sind,  übergangen  werden 
dürfen ,  so  reducirt  sich  die  Berechnung  der  Uberstrichenen  Functionen 

der  Gleichungen  (65)  auf  eine  sehr  geringe  Arbeil.   Setzen  wir  (~Jf) 

—  F  (^?)  und  bez.  (^)  statt  T0  in  (20),  so  bekommen  wir 

(S)  -  '(S) = I  ffl  -'(§)! + kss)  -  *•(£)  I  »* 

+jj(S')-»(*S)+',(S':)}+-l«p 

+ii(a)-FQ)K  - 1*" 

Vergleicht  man  diese  Ausdrucke  mit  (20),  so  zeigt  sich,  dass 

ist,  wenn  hier  unter  //,  L,  N,  M,  O  die  zu  T  selbst  gehörigen  Functio- 
nen verstanden  werden,  deren  Zahlen werlhe  im  §  5  schon  gegeben 
sind;  ganz  ahnliche  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  analogen  Functio- 
nen von  G,  U,  X.  Ferner  erhall  man 
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<«•>  (ähä)+(ä) - c;-)!' * •*(£)- 1 1 +(.*) <*«■> 

wo  wieder  der  Ausdruck  (20)  anzuwenden  ist ,  welcher  hier 

(£)=(2WSK-^ 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  die  übrigen  Functionen  giebt.  Endlich  wird 

(5)— * 

womit  die  Entwicklung  aller  im  Ausdruck  von  JT  vorkommenden 
Difterentialquotienten  gegeben  ist.  Die  Form  des  Gliedes  JT  ist  je 
nach  dem  in  Betracht  zu  ziehenden  Theil  der  Störungsfunction  verschie- 
den. Für  die  aus  den  Abtheilungen  3  und  4  des  Ausdrucks  von  T  des 
§  4  entspringenden  Störungsglieder  hat  JT  denselben  Ausdruck  wie 
T'>  in  der  ersten  Gleichung  (17),  nur  müssen  in  der  rechten  Seile  die- 
ser Gleichung  die  Glieder  von  T0:')  subsliluirt  werden,  die  den  Abthei- 
lungen 3  und  4  angehören.  Für  die  Abtheilungen  6,  7,  etc.  hat  JT 
den  nemlichen  Ausdruck  wie  TW  in  der  zweiten  Gleichung  (17),  und 
es  sind  von  T0<"  die  Glieder  zu  subsliliiiren,  die  den  Abtheilungen  G,  7, 
etc.  angehören.  Für  die  übrigen  störenden  Kräfte  nimmt  JT  andere 
Formen  an,  die  weiter  unten  am  passenden  Orte  erklart  werden  sollen. 

184. 

Gehen  wir  zu  d\V9  Uber,  und  wenden  davon  die  Form  an ,  die  im 
§  6  entwickelt  wurde,  nemlich 

#-»,+»|*'!-e«»-[r+r^£]f«^l 

wo  zur  Abkürzung  p  und  y  statt  (>0  und  y0  geschrieben  worden  ist.  Die 
Variation  hievon  ist 

*Z'  =  \        eoSV-  [ /r-  CU\  A\ 1  «-f  | 

+  ,/;,  j  V  i  cos  v  -  [  r  +  -      1]  £  sin  v  J 
und  es  sind  daher  zunächst  die  Variationen  JT  und  J*P  zu  entwickeln. 

185. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  zuerst  die  Gleichungen  (5),  (6),  (8i  vor. 
aus  welchen 
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folgt.  Wenn  wir  ferner  in  der  Gleichung  (25)  von  W0  zu  W  übergehen, 
so  ergiebt  sich 

W=        T{±  cos      1 c)  +       sin  / 
und  ausserdem  wurde  im  Art.  88  gefunden, 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 

««^cos/";  /9=  {  sinf 

'_  da   sin  7    .  g       dß       cos  /"+  e 

so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 

und  da  o'/»=  y^l  — «•  ist.  so  bekommt  man  hieraus  durch  die 
Elimination 

7T^  (*  ^  -  Ö  «  -  vT-T.  Ö  "  »  CT   +  '> - 

186. 

Nimmt  man  von  den  eben  erhaltenen  Ausdrücken  die  Variationen, 
so  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Reductionen ,  und  wenn  man  die 
folgenden  Abkürzungen  einführt, 


**=  —  ■  ff—  dy 


h  ,  +  >•  A. 

dv  iye 


«        y  4  _  o* 


uigiiize 
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<''*'-- i^b*«' 
(JV)'=  1-  « 

v  '     ( i  —  ««j  f  ' 

/  r = d)  n/z  +  dl)  j»+  in./h;  +  iv:dnZ  +  :r/y 
/</'=  (lynjz  +  [irfjp  +  (Iii).  /*;  -+-  (/r/^  +  T'./y 

Diese  Hülfsgrössen  sind  aus  den  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Ent- 
wickelangen leicht  zu  berechnen.  Substiliiirt  man  nun  alle  entwickel- 
ten Grössen  in  den  Ausdruck  für  dJW0,  so  bekommt  man 

*d£-(\)nJz+{*)Jp  +  (3)  J±  +  4  dJ;  +  (5)  Jy 
+  (6)./P+(7)./0 
(67)  ....  -h{&)n'Jz'  +  {Q)Jv'+JT 

wo  die  Coefficienten  durch  die  folgenden  Ausdrücke  gegeben  sind. 

(*>-(£)•-»  m  t  sin    w  i cos  ^ 

(4}=-y(/V)|sinv  +  y(/F/|cosy 

(5)  =-  j  T+y  (V)  +  ^L.  »  |  i  Sm  9  +  |    +  y  { V)' }  f  cos p 

p)-(S) 
w-(ä) 
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(9)=—  37 

deren  Verwandlung  in  Zahlen  keine  Schwierigkeit  hat. 

187. 

Nachdem  man  den  Ausdruck  des  vor.  Art.  auf  eine  Reihe  von  Sto- 
rungsgliedern  irgend  einer  Klasse  angewandt  hat ,  giebl  die  Integration 
,/W0,  und  diese  Function  muss  mit  angewandt  werden,  um  n.Jz  und 
Jv  zu  erhallen.  HiefUr  dieneu  die  folgenden,  im  Vorhergehenden  mehr- 
mals, unter  andern  im  Art.         enthaltenen  Gleichungen, 

<u  —  ""t"^  +  r/  a  yTZTT*** 

ndt  —«da       y  ^.fl-nd,     ^  w) 

Nehmen  wir  hievon  die  Variation,  so  ergiebt  sich  zuerst 

Y  <_  ,«  ä*nds n         y  TZT*  o1 


und  aus  den  Gleichungen 

£  =  «*  + !  (  V')  W  *  (^)  ~ 

bekommt  man 

jW={J^  +(^)»fc  +  i(?p)(rf.;»  +  elc 

Es  ergiebt  sich  daher  schliesslich 

Akfc..dl  4.  K.  8.  CMdhefc.  d.  XI.  4 
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(68)  .  .        =  (JW0)  +  (Vg)  ndz  + 1  (^)  («fe/  +  elc. 
+  { 1 4)       +  (15)  h  +  (16) . 7y 


wo 


^     '       Mix  ^„«»«'»(fc 


WO 


Ich  bemerke  hiezu,  dass  man  durch  die  Gleichung  1 +  *  =  <*> 

v  5     ,  .   49    ,       «5    .  , 

—  =  „  -  -      +  T     -  -  W>  +    .  . 

bekommt. 

188. 

Es  ist  jetzt  die  Variation  von  ^  zu  entwickeln ,  die  man  auf  zwei 

verschiedene  Arten  ausdrücken  kann,  neralich  einesteils  durch  die  stö- 
renden Kräfte  und  anderntheils  durch  die  Variationen  der  Störungen 
der  Lange  und  des  Radius  Vectors.  Letztere  wird  in  dem  Folgenden, 
gleichwie  es  im  Vorhergehenden  der  Fall  war,  zur  Prüfung  der  Berech- 
nung der  Störungen  dienen.  Die  Gleichung  (1 8)  giebt 

indem  hier  nur  £W  in  Betracht  kommt.  Hieraus  bekommt  man  sogleich 
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~-(Sl)nJi+{\8)J»+{J9}jP+^^  (70) 
wo 

(«>—(£)-(£)(«'+•'> 

(18;=— 2V'(H-») 
(22)  =  3  v 

ist.  Diese  Functionen  sind  mit  Ausnahme  des  Products,  welches  im 
Coefficienten  (18)  vorkommt,  schon  im  Art.  183  für  JT  angewandt 
worden.  In  Betreff  des  Gliedes  J'Z  finden  dieselben  Bemerkungen 
statt,  die  oben  in  Bezug  auf  J'T  gemacht  wurden. 

Um  den  anderen  Ausdruck  der  Variation  von  y  zu  erhalten,  wen- 
den wir  uns  zur  Gleichung  (6) ,  nachdem  sie  wie  folgt  gestellt  worden 
ist, 

Hieraus  folgt 

J±=p3)n./z  +  (ii /£-t-:25)  Jr  +  iWj  Jy    .  .  .  (71) 
wo  die  Coefficienten  folgende  Ausdrücke  haben, 

(24):-(1  +  v)>=:1-«-(2*  +  ><») 
189. 

Die  Gleichung,  welche  im  §  7  zur  Prüfung  der  Berechnung  der 
Glieder  der  Lttngeustörungen  angewandt  wurde,  die  das  Quadrat  eines 
kleinen  Divisors  bekommen,  kann  auch  hier  angewandt  werden,  wenn 
man  die  Variation  davon  entwickelt.    Statt  der  a.  a.  0.  angewandten 

2* 
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Endgleichung  ziehe  ich  indess  vor,  hier  die  folgende  des  Art.  412  zu 
benutzen,  deren  Variation  etwas  einfacher  wird,  wie  die  jener. 

(72)  JT={;,)£-.j|  d±+i{i  —  *)\T*  +  1f"\—SaJl  +  uX 
wo 

dX  /dan\  di'  fdall\  dr 

ndl—6     rf?  7  ndt~*~     \~dV)  ndt 

und  wieder  u  =  ~  ist.  Es  wird  hier  zuerst 

-+•  |  (1  —  e»;  VJV—  SJaJi  +  uJX 
Die  Gleichung 

giebt  aber 

eliminirt  man  hiemit  JS  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Glei- 
chung ,  so  bekommt  man 

(73)  * +  ^+{f(l-*)  r+ie^J  JT 
-h  |  (1  —  erj  VJW—  SJaJl  •+■  uJX 

1 90. 

Vollständig  betrachtet  ist  Jl  Function  der  Veränderlichen  nzt  v%  P, 
Q,  K,  riz,  v\  da  wir  aber  hier  die  Variation  der  beiden  letztgenannten 
Functionen  nicht  brauchen  werden,  so  wird 

•**-(3)-^  +  (3V 

+  l(")-^k'+(")-«+-/*fl 

und  durch  dieselben  Betrachtungen  wie  oben  ergiebt  sich 

(ä?)=Q«-M' 

(Ä-'("H(v)-'(£)l 

Cf)=(f)c-M' 

wo  wieder  die  Functionen  von  J2  nach  dem  Ausdruck  (20)  zu  berech- 
nen sind ,  und  zwar 
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(=K^)+(^f) 

/i(^)-n^)i„,,, 

Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  in  Folge  der  Gleichungen  des 
Art.  90 

jf  r  =  ///_,  -h  ///,)  cos -i-  ö) 

. /f       u///_,  —  ///, i  sin  (n^/  -|-  0) 

wird,  wenn  abgesehen  von  den  Gliedern,  die  kein  y  enthalten, 

JW0  = ,///_,  cos  {—  y  -+-      -+-  B) 
-I-.///,  cos  (    y  +  tt^  +  d) 

gesetzt  wird,  und  daher  bei  den  Anwendungen  die  Divisionen  mit  f  und 
f  erspart  werden ,  wenn  man  in  die  obige  Gleichung  JfT  und  Jf  V 
statt  IT  und  JV  einführt.  Setzt  man  nun  zur  leichleren  Uebersicht 

AT=«  /A'h-  27)  28  jffr-h  (29). /pF  .  .  .  (74) 

-+-  30  n  h  -+■  ( 3 1 )     4-  (32) .7/»+  (33} ^ 
—  3.-AU2 
so  geben  die  vorstehenden  Ausdrücke 

_^H-i(A^-7(^)a±... 

(30)  =-3(^)-_3(f|)^  +  ^) 

(31)  =— 6aJ2  — 6aJ2f 

(3^)=-3|C#)-FC#)j 

(33)  3(^)-3(^)(2,  +  ^) 
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Einige  dieser  Coefficienten  können  unmittelbar  oder  fast  unmittelbar 
aus  dem  §  7  entnommen  werden. 

191. 

Um  die  Variation  der  Gleichung 

dX       q  SdaSl\  dv       n  (dail\  dr 
ÜU=  6\dV)*dt+'i\'drr)-ndt 

abzuleiten,  bemerke  ich  zuerst,  dass  hier  wo  die  Variationen  von  »V 
und  p  unberücksichtigt  gelassen ,  und  demzufolge  von  v  und  r  nur  die 
elliptischen  Werthe  substiluirt  werden, 

wird.  Nimmt  man  hievon  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  die  Variation 
und  setzt 

^>  =  (34)  n.fz     (35)  Jy  +  (36)  JP  -+■  (37)  JQ 
(75)   .  .  .  +*/(^) 
so  bekommt  man 

(»*)-*  (SS) 

<3»,_.(^.) +  .(**), 

w-»KS*)-«-)i 

(«)-»(^)  +  »(^)(«M.^ 
und  zufolge  des  Ausdrucks  (20)  wird  hier 

etc.  etc. 
192. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  Variationen  der  Differentialgleichungen, 
von  welchen  die  Breitenstörungen  abhängen.  Diese  Gleichungen  sind, 
in  so  weil  sie  hier  gebraucht  werden ,  zufolge  der  Arlt.  36  und  44 
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J£=     «P+C-hC  |(1  +  r)»£-*| 

wo  wieder  blos  ß<*>  und  CO  anzuwenden  sind.  Auf  dieselbe  Art  wie 
vorher  bekommt  man 

^={38>,/z-l-(39; ,  /r  +  (40}./£  +  (41).</«  (76) 

+  (42)  /PH-  43) . /(?  -i-  (44) n  ./z-h  (45)  h+.fB 

^  =  ■  46  ».  h  -h  >7  ■ .  /*  +  48; l\  + < 49)  /«  (77) 

+  (50)  ,/P  H-  (5 1  j  -  70  H-  (5«)  riJz+  (53)  Jv'+J'C 
und  man  findet  leicht  die  Ausdrücke  dieser  Coefficienten  wie  folgt, 

w-(SW2)|(*+^-M 

(39)  =  2ß-2fir;v 

(40)  =-Ä-ß(>£ 

(41)  =-2sm*/0*-<W 

(45)  =-3ß 

(47)  -«C-«C^- 

(48)  =-C-Cd£ 
(49 1  =  *P 

(53)=— 3C 

Für  die  Berechnung  der  hier  erforderlichen  üifferenlialquolienten  von 
Ä  und  C  gelten  wieder  die  Erklärungen  des  Art.  i  82  für  die  Differen- 
tialquotienten von  T. 
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193. 

Der  Vollständigkeil  wegen  muss  auch  noch  die  Variation  der  Fun- 
ction entwickelt  werden,  die  im  Art.  51  mit  ddK  bezeichnet  wurde.  Die 
Variation  der  Gleichung 

dK=—FdP  +  SSK 
des  angezogenen  Art.,  wo  wieder  ^  =  2-~i^#  »st,  wird 

JK=-FJP  +  JM 

wenn  man  die  Variation  von  ddK  mit  .  /dK  bezeichnet.  Um  letztere  zu 
erhallen,  dienen  die  Gleichungen  (22)  und  (23),  woraus  mit  Weglassung 
der  Glieder  dritter  Ordnung,  die  sich  als  unmerklich  erwiesen  haben, 

ergiebt.  Die  Variation  hievon  ist 

wo  der  Kürze  wegen  /  statt  J0  geschrieben  worden  ist.  Aber  aus  dem 
Vorhergehenden  folgt 

wovon  die  Variationen 

JB  =      H-  aJQ  +  (2  sin \J  -+■  t)Q)  Ja 

JC  =  ±£  +  a./P  +  dP/a 

aus  welchen,  wenn  es  nöthig  wäre,  dJP  und  d.iQ  durch  die  Gleichun- 
gen (76)  und  (77)  eliminirt  werden  könnten ;  sie  geben  aber  nur  sehr 
kleine,  zu  Übergehende  Glieder.  Substituirt  man  nun ,  lasst  die  kleinen 
Glieder  weg,  die  nichts  Merkliches  geben  können,  und  setzt 

(54)  — Ig  V0- WO 

(">-  £f£ 
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so  wird  mit  hinreichender  Genauigkeit 

d^=^  +  (54),/«  +  (55).yP+(56),/0  ....  (78) 
womit  alle  Variationsgleichungen  abgeleitet  sind. 


§  16.    Berechnung  der  numerischen  Werthe  der  im  vor.  § 
ahgeleiteten  Variationscoeflicienten. 

194. 

Nehmen  wir  zuerst  die  Coefficienten  von  JT  vor.  Hiebei  dürfen 
wir  aas  die  folgende  Abkürzung  des  Ausdrucks  (20)  erlauben, 

+  JW+TOQ 

wo 

MS)-'(3) 

y_/*Ü.\ 

gesetzt  werden  darf.  Dieselben  Abkürzungen  sind  auch  bei  der  Berech- 
nung von        .         zulassig.  Ks  ergab  sich  nun 


r.  9. 9 

(3) 

OO* 

•  cos 

CO» 

CO« 

RdP 

CO* 

YdQ 

COS 

t. 

0,0,0 
-1,1,0 

0 

+1158?410 

— 104T869 
+  96,468 

— 0?045 
-0,123 

+0-065 
—  0,107 

+0','I76 
+  0,191 

+  0^178 
+  0,137 

0,1,0 
-1,2,0 

-95,50i 
+63,550 
0 

—  247,733 
+  185,281 
+57,391 
-42,566 
+33,609 
+8,229 

-0,057 
—0,040 
-0,042 

+0,120 
—0,171 
-0,047 

-07077 
+  0,040 
+  0,034 

-0,070 
+0,035 
+0.025 

0,2,0 

-5,240 
+3,924 
0 

-0,025 
+0,011 
+0,005 

+0.064 
-0,097 
—  0,006 

+  0,040 
—0,018 
—  0,022 

+0,040 
—0,019 
—0,020 

0,3,0 

■ 

—0,324 
+0,256 
+0,008 

—  5,266 
+  4,291 
+0,836 

—0,002 
+0,001 
+0,01 

+0,019 
—0,025 
-0,002 

0,-3,-1 

-0,0t 
0,00 
0,00 

-0,24 
+0,04 
+0,20 

+Ö,~06_ ' 

-0,01 

—0,06 

— 0,13 

+o,to 

-1,57 
+0,31 
+  1,22 

+0,31 
—0,04 
-0,32 
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4. 

Ali 

— 2 ,'  4 1 
0 

+  1,60 

—9"  29 
+2,32 
+6,69 

+0J84 
—0,08 
—0,98 

+0,04 
+0,38 
-0,45 

+0*01 
0,00 
-0,02 

0,0,-1 

0 

+29,4  8 
1  +29,18 

—  11,83 
+6,87 
+  4,20 

+0,01 
-0,01 
-0,01 

+0?02 
+0,04 
0,00 

+oros 

0,00 
0,00 

0,1,-1 

-2,44 
+  1,60 
0 

—13,43 
+  10,19 
+2,67 

—0,84 
+0,98 
+0,06 

+0,04 
—0,02 
0,00 

0,2, -4 

—0,13 
+0,<0 
0 

—2,45 
+  1,94 
+0,47 

—0,37 
+  0,38 
+0,05 

+0,04 
-0,04 
0,00 

0,3,-1 

A  AI 

— 0,04 
0,00 

0,00 

—0,29 
+0,24 
+0,04 

—0,07 
+0,07 
+0,01 



a       a  a 

0,-2,-2 

—0.04 
+0,01 
+0,03 

+0,02 

0,00 
-0,02 

i 

■» 

a        i  a 

0,-1,-2 

—0,06 
0 

+0,04 

—0,33 
+0,08 
+0,23 

+0,04 
0,00 
—0,05 

Art  a 

0,0,-2 

0 

+0,74 
+0,74 

—0,51 
+0,27 
+0,21 
—0,38 
+0,30 
+0,07 

+0,01 
+0,02 
—0,03 

 1 

0,1,-2 

—0,06 
+0,04 
0 

—  0,05 
+0.06 
0,00 

□ 

Ad  a 

0,2,-2 

—0,07 
+0,05 
+0,01 

—0,02 
+0,03 
0,00 



1 

0,-1,-3 

—0,01 
0,00 
+0,01 

• 

1 

0,0,-3 

0 

+0,02 

»    A  AQ 

+0,02 

-0,02 
+0,01 
+0,01 

0,1,-3 

-0,01 
0,00 
+0,01 

1 

o,i,o 

—0,06 
+0,04 
+0,02 

+0,01 
—0,01 

0,00 

* 

* 

i 

m  Im 

0,2,0 

—0,10 
+0,08 
+0,02 

+0,06 

—0,06  [ 
—0,01 

♦        n"  i'j 

0,3,0 

—0,03 
+0,02 
+0,0.1  | 

+0,02 
—0,03 
0,00  | 

■4- 

 1 
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2. 

0,-1,-1 

-o';o2 

0,00 
+0,01 

+o;o4 

—0,01 
—0,04 

+o;oi 

—  0,01 
0,00 

0,0  — 1 

0 

+o;i2 

—0,04 

-0,01 
-0,21 
+0,05 

+0,15 
-0,02 
—0,16 

+0,01 
—0,01 
-0,02 

0,1,-1 

-1-3,63 
-4,83 
0 

—5,05 
4-9,64 
+  1,23 

-0,04 
+0,12 
-0,41 

+0,02 
—0.02 
—0,02 

0,2,-1 

—87,68 
+43,41 
+  44,06 

—34,31 
+  25,48 
+8,49 

-0,22 
+o,2:, 

0,00 

+0,03 
-0,04 
—0,01 

-0710 
+0,05 
+0,06 

+o;oi 

0,00 
0.00 

0,3,-1 

—  10,84 
+6,39 
+3.22 

—  10,02 
+7,72 
+2,18 

—0,11 
+  0,12 
+0,01 

+0,02 
—0,03 
0,00 

0,4,-1 

—4,06 
+0,68 
+6 

—1,56 
+  1,24 
+0,M 

—0,03 
+  0,03 
0,00 

+0,01 
—0,01 
0,00 

0,-1,-2 

—0,13 
0 

+0,44 

—0,26 
+  0,08 

+0,4« 

+0,75 
—0,10 
—0,78 

0,0,-2 

0 

-14,52 
+4,63 

-0,56 
+0,45 
+0,03 

+3,10 
-0,48 
—3,43 

0,1,-2 

-432,21 
+  574,80 
0 

—  1,65 
+  13,  Iii 
—  14,79 

+0,20 
+  2,01 
—2,39 

-0,07 
+0,07 
+0,01 

-0,05 
+0,06 
0,00 

0,2,-2 
0,3,-2 

+  10435,46 
-5170,46 
—5244,08 

-3,82 
+9,24 
-5,17 

—6,18 
+  7,36 
+0,27 

+  1,10 
-0,55 
-0,55 

+1,02 
—0,49 
-0,44 

+  1289,55 
—759,85 
—383,61 

—  1,32 
+  1,48 
-0,02 

—4,18 
+  4,55 
+0,54 

+0,15 
—0,09 
-0,09 

+0,14 
— 0,08 
—0,04 

0,4,-2 

+  125,82 
—81,55 
—27,62 

-0,40 
+0,34 
+0,07 

—1,02 
+  1,06 
+0,43 

0,5,-2 

+  11,24 
-7,73 
—2,01 

—0,06 
+0,05 
+0,01 

—0,47 
+0,17 
+0,02 

>,-1,-3 

—0,01 
0 

+0,01 

—0,03 
+0,01 
+0,02 

+0,07 
—0,01 
-0,07 

0,0,-3 

0 

-0,85 
+0,27 

—0,09 
+0,16 
+0,01 

+0,27 
—0,04 
—0,30 

—0,01 
+0,01 
+0,01 

0,1,-3 

—25,41 
+§8,74] 
0 

+2,86 
—0,01 
-1,72 

+0,07 
+0,19 

-0,25 

—0,03 
+0,02 
+  0,01 

uiginzea  oy 
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2. 

0,2,-3 

+613?37 
-303,91 
—308,24 

+33?62 
-24,19 
-9,02 

-0?59 
+  0,75 
+0,01 

— 0?03 
+0,04 
+0,01 

+o;i8 

-0,08 
-0,09 

+o;'07 

—0,03 
-0,03 

0,3,-3 

-•-75,80 
—44,66 
—22,55 

+  11,82 
—9,01 
-2,67 

—0,48 
+0,53 
+0,06 

—0,02 
+0,03 
0,00 

• 

0,4,-3 

+7,40 
-4.79 
-4,62 

+1,90 
-1,51 

—0,35 

-0,12 
+0,13 
+0,02 

—0,01 
+0,01 

0,00 

0,5,-3 

+0,66 
—0,46 
-0,12 

+0,23 
—0,19 
—0,04 

-0,02 
+0,02 
0,00 

0,0,-4 

0 

—0,04 
+0,01 

—  1,04 
+  «,38 
0 

-0,01 
+0,01 

0,00 

+0,02 
0,00 
-0,02 

~<U,  — 4 

+0,20 
-0,02 
-0,10 

+0,02 
0,00 
—0,02 

0,2,-4 

+25,01 
—  12,40 
-12,57 

+2,35 
—  1,70 
-0,62 

+0,03 
-0,02 
-0,01 

0,3,-4 

+3,09 
-1,83 
-0,92 

+0,87 
-0,67 
-0,20 

* 

0,4,-4 

+0,30 
—0,19 
—0,07 

+0,14 
-0,11 

—0,03 

0,1,-5 

""— O.ÖT" 
+0,05 
0 

+0,02 
-0,01 
0,00 
+0,11 
—0,08 
—0,03 

0,2,-5 

+0,87 
-0,44 
-0,44 

0,3,-5 

+0,11" 

—0,06 

-0,03 

+0,04 
-0,04 
-0,01 

11. 

0,3,-2 

-0,12 
+  0,08 
+0,03 

•  ,-T  —          „   — 

0,2,-3 

+0,27 
-0,33 
—0,05 

—0,11 
+0,09 
+0,01 

0,3,-3 

-3,22 
+2,31 
+0,82 

-0,81 
+0,88 
+0,10 

0,4,-3 

—2,68 
+2,02 
+0,64 

-0,65 
+0,71 
+0,08 
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II. 

AI*  O 

0,!), — 3 

A4*'  1 

 (),.>! 

-»-0,40 
-»-0,11 

—  0,2 1 
+0,22 
+0,03 

0,«,  —  4 

A 

—  0,06 
—0,20 
—0,03 

.    A  Alt 

+0,0:> 
—  0,01 
-0,04 

A"  All 

—  0,03 
0,00 
+0,05 

na  t 
0,«,  — 4 

— n.sz 
+44,03 
+0,43 

*    A  AO 

+  0,0.1 
+0,08 
+0,01 

r  i  Iii' 

—  0,06 
+  0,04 
+0,05 

A   1  I 

0,3,-4 

+  223, 17 
—  161,45 
-56,76 

— 0,13 
+  0,24 
+0,06 

a  Ja 

— 0,40 
+0,45 
+0,03 

+0,03 
—0,02 
—  0,02 

— o;o3 

+  0,02 
+  0,02 

+0,09 
-0,05 
-0,05 

AI  1 

0,4,-4 

+  1  •><>,  13 
—  143,19 

—35,56 

—  0,15 
+0,19 
+0,04 

i i  .... 

— 0,09 
+0,45 
+0,04 

A  All 

— 0,09 
+0,05 
+0,05 

AK  1 

0,5,-4 

+  28,56 
—22,43 
—5,64 

A    A  49 

— 0,06 
+0,07 
+0,01 

A  AK 

— 0,05 
+0,07 
0,00 

0,6,-4 

+3,851 
-3,14 
—0,66 

—  0,01 
+  0,02 
0,00 

A  Q  K 

0,?,  — 5 

—  0,72 
+  1,29 
—0,01 

•    A  A4* 

+0,0b 
-0,03 

0,00 

0,3,-5 

+22,96 
—  16,49 

-5,85 

* 

+0,76 
-0,82 
-0.09 

ii  .ii 
— 0,01 

+0,02 

0,00 

0,4,-5 

+ 1 8,53 
—  13,93 
—4,43 

+0,66 
—0,72 
—0,08 

— 0,0z 
+0,02 
0,00 

AM  K 

0,o,—  0 

+3,64 
-2,85 
—0,73 

■    A  AO 

+0,23 
—0,25 
—0,03 

—  0,01 
+0,01 
0,00 

AI  £ 

0,3,— 6 

+  1 ,46 
—  1,04 
—0,37 

■    ti  litt 

+0,09 
—0,40 
-0,01 

0,4,-6 

+  1,39 
—  1,05 

A    0 1 

— 0,33 

+0,09 
—0,10 
— 0,04 

0,5,-6 

+0,27 
—0,21 
-0,05 

+0,03 
—0,03 
0,00 



15. 

0,4,-6 

+  1,49 
-1,04 
—0,38 

+2,38 
—2,56 
—0,30 

0,5,-6 

+2,07 
—  1,53 
-0,51 

+3,00 
—3,28 
—0,38 
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15. 

0,6,-6 

+0?91 

-0,69 
—0,21 

+4?40 
—  4,50 
—0,48 

y.  9>  9 

(f) 

cot 

cos 

HSP 

CO* 

YdQ 

CO! 

0,0,0 
-1,4,0 

0 

+  1158744 

— 3?30 
+  48,34 

0700 

—0,18 

Ö';00 
+0,30 

0^00 
+0,25 

0,1,0 
-4,2,0 
1,0,0 

—95,50 
+63,55 
0 

—1,85 
+0,53 
+39,90 

+0,02 
-0,09 
—0,06 

0,00 
0,00 
+0,02 

0,00 
0,00 
+0,02 

0,2,0 

-5,24 
+3,92 
0 

-0,05 
+0,04 
+  4,02 

+0,04 
—  0,03 
+  0,01 

0,00 

0,00 

-0,02 

0,00 
0,00 
-0,02 

0,3,0 

-0,32 
+0,26 
+0,01 

—  0,04 
0,00 
+  0,36 

—  —   

0,-3,-4 

-0,01 
0,00 
0,00 

0,00 
+0,02 
0,00 

0,-2,-1 

—0,43 
0 

+0,10 

+0,02 
+0,16 
-0,03 

+0,01 

-0,03 
0,00 



0,-4,-1 

-2,44 

0 

+4,60 

+0,07 
+  4,73 
-0,44 

+0,01 
—0,08 
-0,02 

0,0,-1 

0 

+29,48 
+29,48 

-0,26 
+3,05 
-1,00 

+0,02 
—0,05 
+0,03 

o^o^r 

+0,04 
+0,01 

0,00 
+0,04 
+0,04 

0,1,-1 

-2,41 
+1,60 
0 

-0,27 
+0,56 
+1,70 

—0,01 
-0,04 
+0,07 

0,2,-4 

—0,13 
+0,10 
0 

—0,05 
+0,06 
+0,25 

-0,04 
0,00 
+0,04 

0,3,-4 

—0,04 
0,00 
0,00 

0,00 
0,00 
+0,01 

0,-2,-2 

+0,01 
0,00 
—0,02 

0,-4,-2 

-o;ö6" 

0 

+0,04 

+0,02 
+0,05 
-0,02 
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4. 

0,0,-« 

0 

-•-0-7* 
-1-0,74 

o;oo 

+0,43 
—0,02 

0,4,-8 

-0,06 
+0,04 
0 

0,00 
+0,08 
+0,05 

0,0,-3 

0 

+0,02 
-»-0,08 

8. 

0,0,-4 

0 

+0,04 
-0,04 

—0,06 
+0,02 
—0,05 

+0?04 
0,00 
—0,04 

0,4,-4 

—2,43 
0 
0 

—0,46 
+0,25 
+0,70 

0,00 
-0,02 
-0,02 

0,8,-4 

—0,43 
0 

+89,40 

—  0,4  5 
+0,42 
+5,60 

+0,02 
—0,02 
0,00 

0*00 
0,00 
+0,05 

0^00 
0,00 
+0,01 

0,3,-4 

0,00 
0 

+  1,61 

— 0,03 
+0,02 
+4,25 

+0,03 
—0,03 
+0,04 

0,4,-4 

0 
0 

+0,40 

—0,04 
0,00 
+0,4  4 

+0,40 
+0,05 
—0,44 

0,-4,— 8 

—0,4  4 
0 

+0,05 

+0,02 
—0,05 
—0,01 

0,0,-8 

0 

-4,32 
+4,32 

_ -+4,06 
+0,48 
—4,36 

—0,01 
—0,26 
—0,01 

0,4,-8 

+288,63 
-0,07 
0 

— +0,46 
+  42,86 
-43,47 

0,00 
-0,21 
_  +0,20 

0,00 
0,00 
+0,01 

0,00 
0,00 
—0,01 

0,8,-8 

+45,83 
0,00 
—3499,57 

—  4,03 
+7,50 
-5,67 

0,00 
-0,05 
+0,56 

0,00 
+0,01 
-0,36 

0,00 
+0,04 
-0,28 

0,3,-8 

+0,98 
0 

-494,98 

—  0,61 
+0,97 
-0,08 

0,00 
—0,01 
+0,32 

0,00 
0,00 
-0,01 

0  4  —8 

V,*,  * 

+0  0G 

0 

—  44,85 

—0  06 
+0,09 
+0,05 

0,00 
0,00 
+0,07 

0,5,-8 

+0,04 
0 

-0,77 

0,0,-3 

0 

-0,08 
+0,08 

+0,13 
+0,02 
-0,09 

-0,01 
-0,01 

0,00 
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2. 

AI  O 

0,1,-3 

+ i 6,97 

0,00 

o 

+0"52 
-1-0,89 
-1,56 

A«AA 
0,00 

-0,02 
+0,05 

0,2,-3 

■  a  nO 

•4-0,93 
0 

-205,70 

■    A    A  A 

-4-0,09 
-1-0,71 

-6,23 

A  A  A 

+0,01 
+0,06 

u,uu 
0,00 
-0,05 

0,00 
-0,01 

A    O  «1 

0,3, — 3 

a     A  Aß 

-1-0,06 

0 

-11,28 

A  AK 
 0,05 

-1-0,08 
-1,58 

+0,01 
—0,01 
+0,04 

0,4,-3 

0,00 
0,00 
-0,70 

0,00 
-»-0,01 
-0,16 

A  AQ 

+0,01 
+0,02 

A   R  1 

0,5,-3 

A  AA 
0,00 

0,00 

—0,04 

0,1,-4 

.  A  c  n 

•4-0,69 
0 
0 

•    A  AI 

•4-0,03 
-1-0,04 
—0,09 

• 

0,2,-4 

_«  A  A  i 

+  Ö,U4 

0 

—8,39 

A  n  1 
—  0,01 

+0,03 
—0,43 

A    O  1 

0,3,-4 

ü 

0 

-0,46 

A  A  A 

0,00 
-0,01 
-0,12 

A    i  1 

0,4,-4 

0 
0 

-0,03 

A    A  A 

0,00 
+0,01 
-0,02 

0,1,-5 

.    a  AQ 

+0,02 
0 
0 

0,2,-5 

0 

o 

n  an 
—  0,z9 

+0,01 

0,00 

A 

— 0,0z 

0,3,-5 

0 
0 

—0,0z 

11. 

0,2,-3 

-0,05 
0,00 
-0,03 

0  3   3 

—0  05 
+0^02 
+0,54 

+0  01 

0,00 
+0,07 

0,4,-3 

0,00 
0,00 
+0,41 

+0,01 
0,00 
+0,06 

0,00 
0,00 
+0,05 

0,5,-3 
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It. 

0,«,— 4 

—  O',03 
-0,04 
—0,01 

0^00 
—0,04 
+  0,02 

0,2,-4 

-4-3,42 
+0,09 
-1-0,25 

—0,04 
+  0,05 
+0,08 

A    *%  1 

0,3,-4 

+4,82 
+0,40 
-37,94 

—0,02 
+0,08 
+0,09 

0"00 
0,00 

—0,04 
0,00 
0,00 

+  0,03 

11.OO 
0,00 
+  0,04 
0,00 

0,00 

—  0,03 

A    f  1 

0,4,-4 

+0,20 
+  0,04 
—22,36 

0,00 
+  0,03 
+  0,04 

AM  • 

0,5,-4 

0,00 
+  0,02 
—8,89 

—0,04 
+0,02 
+0,04 

A   42  A 

0,6,-4 

—  0,04 

0,00 

—  0,29 

0,2,-5 

+  0,33 
-0,47 
—0,03 

+0,01 
+0,01 

0,00 

0,3,-5 

+0,23 
+  0,04 
—  3,90 

—  0,04 
0,00 
—0,06 

AI  K 

0,4,-5 

+0,03 
+  0,02 
—2,84 

A    A  A 

0,00 
+0,02 
—0,05 

^4 

0,5, — 5 

+0,04 
0,00 
—0,39 

—0,04 
0,00 
-0,02 

0,3,—  G 

+  0,01 
0,00 
—  0,23 

0,4,-6 

+  0,04 
+  0,01 
—  0,21 

 , — .  - 

0,5,-6 

+  0,04 
0,00 
—  0,03 

" — ■  m 

45. 

0.4,-6 

+0,02 

0,00 
-0,25 

+0,01 

0,00 
-0,20 

0,5,-6 

0,00 
0,00 
—0,33 

0,00 
+0,02 
-0,24 

0,6,-6 

0,00 
0,00 
-0,14 

0,00 
0,00 
-0,10 
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0.  9 

(5) 

cos 

cos 

—  33:37 

—  79,68 
-9,07 
-0,82 

CO* 

KdP 

cos 

YdQ 

COS 

4. 

0,0 
1,0 

2,0 

3,0 

 :  

— oro2 

-0,03 
-0.08 

+0?06 
,  —0,02 
+  0,02 

+oro6 

—  0,02 
+0,02 

3:3 

0,-1 
3,-1 

-0,04 
-0,33 
-2,98 
—  3,83 
-4.17 
-0,54 
—0,04 

+  0,01 
+  0,07 
+  0,26 
+-0.01 
-0,27 
-0,09 
-0,02 

—  2  —2 
-I.-2 
0,-2 

2,-2 

—0  01 
-0,H 
-0,18 

—  0,12 

—  0,01 

+0,01 
-0,02 

2. 

4,0 
2,0 
3,0 

-t;  -■»-  :  r 

—0,02 
—0,03 
—0,01 

+0,02 

-1,-1 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -l 

o;oo 

0 

+2,43 
-29,27 
-8,44 
-0,48 

0,00 
+0,04 
-1,46 
—  11,30 

-2,63 
-0,30 

+  0,01 
+0,05 

—  0,01 

—  0,08 
-0,04 



-0,04 

• 

-1,-2 
0,-2 

2,  -2 

3,  -2 

5,-2 

+0,09 
0 

-288,59 
+3483,74 
+287,00 
+21,00 
+  1,50 

—  0,08 
—0,50 

—  0,69 
—0,91 

—  0,18 

* 

-0,10 
-0,01 

+  0,15 
+  0,97 
+0,06 
-2,00 
-1,18 

* 

-0.22 
—0,02 

—  0,03 
+0,36 
+  0,03 

—0,03 
+0,34 
+0,03 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

-1-0,01 
0 

-16,46 
+204,77 
+  16,87 
+  1,24 
+0.09 

—  0,01 

—  0,09 
+0,71 

+  11,11 
+3,27 
+0,38 
+0,03 

+0,01 
+0,08 
+0,01 
—  0,19 
-0,14 
-4,02 

+0,05 

+0,01 

4,  — 4J  —0,69 
— 4  +8,35 

3,  _4  +0,69 

4,  -4  +0,05 

~  +  0,Ö5~ 
+  0,78 
+•,25 
+0.02 

~+0,01~ 
+0,01 

1,  _5  -0,02 

2,  -5  +0,29 

3,  -5  +0,02 

+0,04 
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44. 

3,  -8 

4,  -8 

-0:04 
-0,04 

2  —3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+  0.48 
-M5 

—  0,83 
—0,43 

-0,27 

—  0,49 

—  0,05 

1  —4 

8,-4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 
5,-4 

0,00 
—  3^84 
+73,84 
+  45.46 
+6,39 
+0.68 

+Ö  04 
f  +0,04 
-0,04 
-0,05 
-0,01 

-0:03 

* 

+070  3 

8,-5 

irJ 

5,-6 

—0,40 
+  7,57 
+5.71 
+0,82 

+0,04 
+0,25 
+0,20 
+0,06 

3,  -6 

4,  -6 
3,-6 

+0,49 
+0,43 
+  0.05 

+0,02 
+  0,0i 

45. 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

7,  -6 

-0,0« 
+0,49 
+  0,66 
+0,26 
+  0,04 

—0,04 
+0,79 
+0,93 
+0,38 
+  0,07 

195. 

Die  folgende  Tafel  giebt  die  Summe  der  Glieder  der  Tafeln  des 
vor.  An.,  und  den  daraus  folgenden  Ausdruck  von  (^). 


r,  9, 9 

(I) 

\nds/ 
cos 

(**) 
\na3  J 

CO» 

_ 

(-) 

cos 

4. 

0,0,0 
-4,1,0 

—  4041495 
+  4254,976 

-3J30 
+1177,12 

-33727 

-67193 
+77,86 

0,4,0 

irH,8,0 
4,0,0 

—343,321 
+248.695 
+  57,364 

-97,33 
+63,99 
+39,88 

-79,75 

—  466,24 
+  484,70 
+  47,48 

0,8,0 

-47,687 
+37,440 
+8,486 

-5,28 
+3,90 
+3,99 

-9,05 

-33,36 
+33,54 
+4,20 

0,3,0 

-5,573 
+4,523 
+0,843 

-0,33 
+0,26 
+0,37 

—0,82 

k 

 — 

—  4,48 
+4,86 
+0,47 

3' 
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1. 

0,-3,-4 

-0^19 
4-0,03 
•+-0,14 

— 0?04 
+0,02 

0,00 

-o;o3 

— 0?45 
+0,04 
+0,44 

0,-2,-1 

—  1,39 
-1-0,27 
+  1,00 

—0,40 
+0,43 
+0,07 

-0,26 

—  4,03 
+C.4  4 
+0,97 

o,-<,-< 

—  10,85 
+2,24 
+7,29 

—2,33 
+  4,65 
+  1,47 

-2,72 

—5,80 
+  0,59 
+6,42 

0,0,-1 

—11,74 
+36,43 
+32,92 

-0,24 
+32,20 
+28,23 

-3,82 

—7,68 
+4,23 
+4,69 

0,1,-1 

-16,37 
+  12,75 
+2,73 

-2,69 
+2,15 
+  1,86 

-4,44 

—9,24 
+  10,60 
+0,87 

0,2,-1 

—2,94 
+2,41 

+0,52 

—0,19 
+0,46 
+0,29 

—0,63 

-2,12 
+2,25 
+0,23 

0,3,-1 

Ö^-2~-2 

—0,37 
+0,31 
+0,05 

—0,04 
0,00 
+  0,01 

—0,06 

—0,30 

+o,:n 

+0,04 

—0,02* 

+0,01 

+0,01 

+0,01 

0,00 
—0,02 

~^-ö,oT 

-0,10 

—  0,02 
+0,01 
+0,03 

0,-1,-2 

—0,35 
+0,08 
+  0,22 

—0,04 
+0,05 
+0,02 

—0,21 
+  0.03 
+0,20 

0,0,-2 

—  0,50 
+  1,03 
+0,92 

0,00 
+0,87 
+0,72 

-0,18 

-0,32 
+  0,16 
+0,20 

0,1,-2 

—0,49 
+0,40 
+0,07 

— 0,00  " 

+0,06 

+0,05 

-0,14 

—0,29 
+0,34 
+0,02 

0,2,-2 

—0,09 
+0,08 
+0,01 
—0,01 
0,00 
+0,01 

,  ii' 

~-ö70T 

—0,08 
+0,08 
+0,01 

0,-1,-3 

—  0,04  " 

0,00 
+0,04 

0,0,-3 

—0,02 
+0,03 
+0,03 

0,00 
+0,02 
+0,02 

fC  L  M  + 

—0,02 
+0,04 
+0,04 

0.1,-3 

—0,01 
0,00 
+0,04 

MM'i:+  i 

Ii    1 1  ■+■ 

t*.T<  - 



—0,01 
0,00 
+0,01  _ 

2. 

0,4,0 

—0,05 
+0,03 
+0,02 

Nt.f.+  v 

II,*-  K 

NM+  r. 

'¥ttQ-r  C 

T.TTT-,-   ' 

:KÄ+  ' 

—0,02  1    -0,03  i 
+0,03 
1    +0,02  ' 

d  by  Google 
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8. 

0,2,0 

-o;oi 

+0,02 
+0,01 

-o;oi 

— o;o3 

+0,08 
+0,01 

0,3,0 

-0,01 
-0,01 
+0,01 

—0,01 

0,00 
—0,01 

+  0.(11 

0,-1,-1 

+0,03 
-0,02 
—0,03 

+0,01 

+0.02 
—0,02 
—0,03 

0,0,-1 

+0,15 
-0,12 
-0,17 

— 0?05 
+0,03 
—0,07 

+0,09 

+0,11 
—0,15 
—0,10 

o,l,-! 

-1,44 
—  2,07 
+  1,10 

—8,89 
+0,23 
+0,68 

+0,96 

+0,49 
-2,32 
+0,42 

».*,-! 

-122,27 
+69,18 
+58,60 

—0,26 
+0,10 
+:r>.  ot; 

—  40,69 

—81,32 
+  69,08 
+  17,54 

0,3,-1 

—20,95 
+  14,20 
+5,41 

0,00 
-0,04 
+8,87 

-5,08 

—  15,87 
+  14,21 
+2,54 

0,4,-1 

-2,f>4 
+  1,94 
+0,52 

+0,04 

0,00 
+0,24 

-0,48 

-2,15 
+  1,94 

+  0.-JN 

0  -1,-2 

+0,36 
-0,02 
—0,46 

+0,04 
0.00 
-0,07 

+0,16 

+0,19 
—0,02 
—  0,39 

~Ö70,-2 

+^.".i 
—  14,85 
+  1,23 

+  1,05 
-1,40 
—0,05 

+0,47 

+  1,02 
—  13,45 
+  1,28 

0,1,-2 

—  433,81 
+590,07 
—  14,17 

+289,09 
+  12,58 
—42,97 

—889,28 

-433,62 
+  577.19 
—  1 

0,2,-2 

+40427,58 
—5454,90 
—5249,97 

+  1  i.NO 

+7,47 
—3505,32 

+3481,53 

+6934,25 
-5162,37 
-1744,65 

0,3,-2 

+  1284,34 

—753,99 
—383,22 

+0,37 
+0,96 
—491,75 

'+185,70 

+  <|0K,:!7 
-754,95 
-191,47 

0,4,-2 

+  184,40 
—80,15 
—87,48 

0,00 
+0,09 
-44,73 

+80,68 

+103,72 
—80,24 
—  15,69 

0,5,-8 

+  11,01 
—7,51 
—4,98 

+0,01 
0,00 
-0,77 

+  1,47 

+9,53 
-7,51 
-1,21 

«».-1,-3 

+0,03 
0,00 
—«,04 

+0,01 

+0,08 
0,00 
-0,04 
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2. 

0,0,-3 

+o;i7 

—0,72 
-0,01 

+0?12 
—0,07 
-0,01 

-o;oi 

1 

+0?06 
-0,65  1 
0,00  1 

0,1,-3 

)  1 

-22,51 
+33,98 
—  1,96 

+17,49 
+0,87 
-1,51 

-16,24 

1 

-23,76  1 
+33,11  1 
-0,45  1 

0,2,-3 

*  * 

"+646,62 
—  327,42 
—317,36 

+  1,02 
+0,72 
-211,93 

+  215,75 

+  429,85 
—328,14  1 
—  105,43  1 

+87,12 
-53,11 
-25,16 

+Ö7Ö2" 
+0,07 
—  12,82 

+20^00~~ 

+67,10  I 
—53,18 
—  12,34 

0,4,-3 

-1-9,17 

—  6,16 

—  1,95 

—0,02 
+0,02 
—0,84 

~+T,60~ 

+7,59  1 
-6,18  1 
-1,11 

0,5,-3 

+0,87 

-0,63 
-0,16 

0,00 
0,00 
—0,04 

+0,12 

1  H 

+0,76  1 
—0,63  1 
-0,42  | 

0,0,-4 

+0,01 

-0,03 
-0,01 

1  -t 

+0,01 
—0,03  I 
-0,01 

0,1,-4 

—0,82 
+  1,36 
-0,12 

+0,72 
+0,04 
—0,09 

-0,63 

—0,91  1 
+1,32 
—0,03  1 

0,2,-4 

+27,39 

—  14,12 

—  13,20 

+0,03 
+0,03 
—8,82 

+9,14 

+18,22  1 
-14,15  1 
—4,38  [ 

0,3,-4 

+3,96 
—2,50 
-1,12 

0,00 

r  —o,oi 

—0,58 

+0,94 

+3,02  1 
—2,49  1 
-0,54 

0,4,-4 

s 

+0,44 

—0,30 
-0,10 

0,00 
+0,01 
—0,05 

~+0,07 

■<  • 

+0,37  1 
-0,31  1 
—0,05  1 

0,1,-8 

-0,02 
+0,04 
0,00 

»  +0,98 
—0,52 
—0,47 

+0,02 
0,00 
0,00 

-0,02 
+0,33 

—0,02  1 
+0,04  1 
0,00  1 

0,2,-! 

+0,01 
0,00 
-0,31 

+0,64 

—0,52 
—0,46 

0,3,-i 

41,*)*- 
Üü  JF  1 1- 

i  +0,15 
-0,10 
1  -0.04 

0,00 
0,00 

+0,02 

(l-l  .OH— 
_   

+0,13 
—0,40 
—0,02 

44. 
0,3»-i 

i  -0,12 
+0,08 
+0,03 

—0,04 

—0,08 
+0,08 
+0,03 

0  9 

»  +0,46 
-0,24 
-0,04 

—0,05 
0,00 
-0,03 

^+M9 

■  l 

+0,42 
 0  24 

 t0»0*  ■ 
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II. 
0,3,-3 

—  4^03 
+3,19 
+  0,92 

-0?04 
+  0,02 
+0,64 

-r;32 

-8f67 
+3,47 
+  0.31 

~Ö~4,-3 

-3,33 
+  2,73 
+0,72 

0,00 
0,00 
+0,46 

—4,08 

-2.31 
+  2,73 
+  0,20 

0,5,-3 

-0,72 
+•,64 
+0.14 

+0,01 
0,00 
+0,00 

—  0,18 

—0,55 
+  0,61 
+0,08 

0,1,-4 

—0,04 

—  0,21 

—  0,02 

-0,03 
—  0,02 
+0,01 

+0,01 

—0,02 
— 0,19 
—0,01 

0,<,-4 

-O.H.-i 
+  14,1.". 
+0,49 

+3,14 
+  0,14 
+0,33 

-3,83 

-0,43 
+  14,01 
+0,16 

0,3,-4 

+222,94 
—  101.06 
—56,67 

+4,80 
+  0,IS 
-37,88 

+73,77 

+  147,37 
-161,24 
—  18,85 

0,4,-4 

+  149,89 
-||2,8."> 

—35,51 

+  0,20 
+0,07 
—22,32 

+  45,41 

+  101,28 
—112,92 
—43,19 

«»■i  — » 

+28,45 

-22,29 
—5,63 

—0,01  +6,38 

+0,04 

—2,88 

+22,08 
-22.33 
—8,75 

0,0,-4 

+3,88 
-3,12 
—0,66 

^0,01 
0,00 
—0,29 

+0,68 

+3,21 
-3,12 

— o,  s; 

0,2,-5 

—0,66 
+  1,26 
—0,01 

+0,34 
—0.16 
-0.03 

-0,30 

—  0,01 
+  1,48 
+0,08 

0,3,-:» 

+23,74 
—17,29 
—5,94 

+0,22 
+  0.01 
—3,96 

+7,82 

+  1.1.07 
-17.30 
-1,98 

0,4,-5 

+  19,17 
—  14,03 
-4,51  1 

+0,03 
+0,01 
—8,89 

+  3.9 1 

,+43,83 

:  —14,07 
—4,68 

0,5,-5 

+3,86  l 

—3,09 

-0,76 

0,00 
0,00 
-0,41 

+0,88 

+2,98 
—3,09 
-0,35 

0,3,-6 

+  1,55 
-1,14  • 

A  Ott 

—  0,38 

+0,01 
0,00 
-0,23 

+0,51 

+  4,03 
-1,14 
—0,45 

0,4,-6 

+  4,48 
—  1,45 
—0,34 

+0,01 
+0.01 
-0,24 

+0,45 

+4,02 
-II'. 
—0,43 

0,5,-6 

+0,30 
-0,24 
—0,05 

+0,04 
0,00 
— 0,03 

+0,05 

+0,84 
—0,84 
—0,02 

"  I  ► 
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15. 
0,4,-6 

■  i> 

-•-3:87 

—3,60 
-0,68 

+o;o3 

0,00 
-0,47 

+4728 

+8T56 
—3,60 
—0,21 

0,5,-6 

i- :  + 

+5,07 
—4,81 
-0,89 

0,00 
+0,02 
-0,57 

+1,59 

■ 

+3,48 

—  4,83 
—0,32 

0,6,-6 

i  ..••+■ 

Sit  t-t 

+8,31 
—2,19 
-0,39 

0,00 
0,00 
-0,24 

+0,64 

-> 

i  - 

+1,67 
-2,19 
-0,15 

Es  ergaben  sich  hierauf  die  drei  Producte 

(3).=(i) 

der  Gleichung  (60)  des  Art.  48.1,  und  hierauf        wie  folgt. 


■  ' 

y.  9>  9 

m 

cos 

:«). 

COS 

(2), 
cos 

(3;. 

cos 

m 

CO» 

i. 

0,0.0 

-Mio 

0,1,0 
-1,2,0 
1,0,0 

-104/495 
+  1254,976 

-79,031 
+77,506 

-irölfi 

+5,323 

-22:297 

-207^339 
+  1337,80  i 

—343,321 
+  248,695 
+57,361 

—  68.883 
+53,366 
+  13,010 

—0,566 
+0,157 
+  18.327 

—  34,938 

-147,708 
+302,518 
+88,698 

0,2,0 

—  47,687 
+  37,410 
+8,186 

-8,341 
+  6,426 
+  1,163 

—  0,044 
+0,035 
+  1,451» 

"— o,oöi 

+  0,004 
+0,098 

-3,775 

-59,847 
+  43,871 
+  11,108 

-6,751" 
+5,19» 
+  1,062 

0,3,0 

-5,573 
+  4,523 
+0,813 

—  0,859 
+  0,672 
+0,121 

-0,315 

0,-3,-1 

-0,19 
+0,03 
+0,14 

-0,0t 
+0,01 
+0,03 

-0,02 

-0,25 
+0,04 
+0,17 

0,-2,-1 

—  1,39 
+0,27 
+  1,00 

-0,29 
+  0,04 
+  0,22 

—  0,01 
+0,05 
+0,04 

-0,13 

-1,82 
+0,36 
+  1,23 

0,-1,-1 

-10,85 
+2,24 
+7,29 

—2,22 
+  0,39 
+  1,65 

—0,05 
+0,72 
+  0,14 

-14,26 

+3,35 
+9,08 

0,0,-1 

-11,74 
+36,43 
+32,92 

—  8,63 
+  4,27 
+  4,22 

—  0,13 
+  0,66 
+0,50 

-2,52 

—23,02 
+  41,36 
+37,64 
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4. 

0.1,-1 

-16T37 
+«,75 
+2,73 

-3?74 
+  3,06 
+0,61 

—0^06 
-0,11 
+0,84 

-1;92 

—22709 
+  15,70 
+  4,18 

•,*j-1 

—2,94 
+  2,41 
+0,52 

—0,43 
+0,35 
+0,07 

+0,01 
—0,01 
+0,07 

—0,20  I 

—3,56 
+2,57 
+0,66 

0,3,-1 

—0,37 
+0,31 
+0,05 

-0,04 
+0,03 
0,00 

0,00 
0,00 
+0,01 

—0,02 

—0,43 
+  0,34 
+0,06 

0,-2,-2 

—0,02 
+0,01 
+0,01 

—0,01 
0,00 
+0,01 

—0,03 
+0,01 
+0,02 

0.-1,-2 

—0,35 
+  0,08 
+0,22 

—0,07 
+0,01 
+0,05 

+0,02 
+0,01 

—0,04 

-0.46  , 

+0.11 

+0,28 

0,0,-2 

—0,50 
+  1,03 
+0 

—0,36 
+0.18 
+0,18 

+0,03 
+0,02 

-0,41 

—0.97 
+  1,24 

■H,« 

-0,49 
+  0,5(1 
+0,07 

—0,10" 
+  0,1)'» 
+0,01 

—0,01 
+0,02 

-0,08 

—0,67 
+0,48 
+0,10 

0,2,-2 

—0,09 
+  0,08 
+0,01 

—0,01 
+  0.01 

0,00 

-0,01 

—0,11 
+  0,09 
+0,01 

0,-1,-3 

—0,01 
0,00 
+0,01 

—0,01 

0,00 
+0,01 

0,0-,— 3 

—0,02 
+0,03 
+0,03 

—0,01 

-0,03 
+0,03 
+0,03 

0,1,-3 

—0,01 

0,00 
+  0.01 

—0,01 
0,00 
+0,01 

i. 

0,1,0 

-0,05 
+0,03 
+0,02 

—  0.01 
+  0.01 
—0,01 

+0.01 

-0,01 

-0,07 
+0,01 
+0,02 

0,2,0 

—0,04 
+0,02 
+0,01 

+  O.MI 

—0,01 
0,00  |  —0,01 

—0,03 

+0,01 

0,00 

0,3,0 

-0,01 
-0,01 
+0,01 

—0,01 
—0,01 

+0,01 

0,-1,-1 

+0,03 
—0,02 
—0,03 

+0,01 
—0,01 
—  0,01 

+0,01 

+0,05 
—0,03 
—0,04 

0,0,-1 

• 

+0,15 
-0,12 
-0.17 

+  0,13 
—0,13 
—  0,08 

-0,03 
-0,01 

+0,09 

+  0,34 
—0,26 
-0,85 
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—2,09 

+i,io 

-122,27 
-1-69,18 

+52,60 

— r,'6< 

+1,37 
+0,30 

+0*04 
-0,10 
+0,32 

—0:90 

f  j 

—0,82 
+  1,72 

U,X, —  1 

-4-1  03 

-0,71 
—0,32 

+0,04 
—0,06 
—0,48 

+0.83 

.  ».  + 

—  480,37 
+68,41 
+51,80 
—  18.69 
+43,061 
+4,70 

-20,95 
+  14.20 
+5,41 

+1,51 
-1,14 

-0,37 

+0,01 
—  0,34 

+0,74 

•  -i 

0  i   1 

—2.64 
+  1.94 

+0.52 

+0.36 
-0.02 
-0.46 

-14.85 
+  1,23 

+  0,24 

—  0,18 

—  0,05 

-0,03 

+0,08 

—2,32 
+  1,76 
+0,44 

n~— T~^2 

+  0,24 
—  0^03 
—0,25 

+1733 
+0J3 
-1,74 

+0,04 
-0,08 
-0,03 

+0,40 

+0,74 

-0,07 
-0,74 

0,0.-2 

+0.55 
-0,25 
—0,53 

+0,74 

+5,46 
-14,97 
-1,04 

'  0.1,—  2 

—  433  81 

+590,07 
-14,17 

-4-7  95 
—  4,96 
-3,73 

— 4,50 
—6,00 
—6,70 

+5,95 
—  44,47 ~ 

—  421,41 

+579,11 
-24,60 

u,  x,  —  z 
u,  \, — x 

•4-10427  58 

—  5154,90 

—  5249.97 

—22,61 
+  47^81 
+  1,83 

-4-0.47 
-4,64 
+  18,40 

+  10360  97 
-5141,70 
-5226,74 
+  1286,49 
—757,43 
—383,96 

-1-1284  34 

-753.99 
—383,22 

+3, 5t 
-S',99 
-0,92 

+  0,38 
-0,45 
+0,4  8 

—  4.74 

-4-4  21  40 

-80,45 
-27,42 

-4-1  07 

—0,88 
—  0,21 

-4-0  04 

—0,04 
—0,04 

+0  02 

+1 25  li3 
-81,07 
-27,67 

U,«7t  — X 

-4-4  4  Ol 

-7,54 
-1,98 

+0,16 
—  0J3 
-0,03 

-0,04 

+0.01 

+11.48 

-7,64 
-2,02 

-i-O  03 
0.00 
-0,04 

+0  01 

|      Vj  V  1 

0,00 
-0,02 

+0.04 

0,00 
—0,06 

0  o   3 

(            i  * 

+0.17 
.  -0,72 
-0,01 

+0,6(5 
+  0,08 
—  0,14 

+0,07 
-0,02 
-0,05 

+0,02 

<i  i 

+0,32 
—0,66 
—0,20 

—22,51 
+33^98 
-4,96 

+  4,84 
—  1,21 
-0,66 

—0,06 
-0^42 
—0,77 

+0,99 

.  '  ■ 

—49,74 
+  32,35 
—3,39 
+644,44 

—  327,77 

—  316,68 

"ö;27-3 

+646,62 
—327,42 
—317,36 

-0,02 
+0,10 
—0,07 

-0,45 
+0,75 

-2,40 

~^o;93~ 

0,3,-3 

+87,12 
-53,41 
-25,46 

-1,12 
+0,78 
+0,31 

+0,03 
—0,04 
-4-0,43 

+86,10 

[  ttv 
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0,4,-3 

+9?  17 

—  G.I6 

—  1.95 

—0?16 
+0. 1  0 
+0,04 
—0,02 
+0,01 

+0:03 

— o;o9 

+8','92 

—  6,06 

—  4,88 

0,5,-3 

+0,87 
—0,63 
-0,46 

—0,04 

+0,84 
—  0,62 
-0,16 

0.0,-4 

+0,01 

—0,03 
—0,01 

+  0,01 

+0,01 
-0,02 
—0,01 

0,1,-1 

—  O.Hi 

+1.3U 
—0,12 

+0,4  4 
—0,08 
—0,04 

-0,02 
—0,05 

+0,06 

—0,65 
+  1,26 
-0,21 

0,2,-4 

+27,39 
-14,12 
-13,20 

+  0.06 
—0,04 
—0,02 

—  0,03 
+0,04 

—0,07 

+  27.38 
-11,19 
-13,21 

0.3.-1 

+3,90 
-2.50 
—  4,42 

—0,09 
+0,07 
+0,02 

+0,03 

—0,07 

+3,80 
-2,43 
—  4,07 

0,4,-4 

+0,44 

—0,30 
-0,10 

-0,01 
+  n. nl 
+  0.01 

—0,04 

+0,42 
—0,29 
—0,09 

•,4,-5 

—0.02 
+0,04 
0,00 

+0.01 

—0,01 
+0,04 
0,00 

0,2,-5 

+0.98 
—0,52 

—  V  |  •  I 

+0,01 

+0,99 
-0,52 

—  U .  »  / 

0.3,-5 

+0,15 
—0,10 

—  0,U  V 

—0,01 
+0,01 

+0,44 

—  0,09 
— u,u* 

4«. 

0,3,-2 

—  0,12 
+  0.08 
+  o.o:i 

+0,04 

—0,03 
—0,01 

—0,01 

+0,02 

—0,06 

+o,o:i 

+0,01 

0,2,-3 

+o,i«i 

-0,24 
—0,04 

—0,05 
+  0,09 
—0,01 

+0,02 
—  0,01 

—0,02 

+0,11 
—  0,15 
—0,06 

».3,-3 

—  4,03 
+3.19 
+0,92 

+1,06 
—0,81 
-0,27 

+0,03 
—0,30 

+0,63 

-2,31 
+  i,38 
+0,35 

0,4,-3 

—  .1,33 
+  2.7:1 
+0,72 

+  2,08 
-1,68 
-0,47 

-0,29 

+0,66 

—0,59 
+  1,05 
—0,04 

0,5,-3 

—0,72 
+  0,61 
+0,14 

+0,45 
— 0,:»N 
-0,08  | 

-0,04 

+0,10 

-0,17 
+0,21 
+0,02 

0,1,-4 

—0,04 
-0,21 
—0,02 

-0,13 
+0,27 

-0.01 

-0,04 
+  0,01 
+0,01 

+0,06 

-0,45 
+  0,07 
—0,02 
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0,2,-4 

—6',*  85 
+  14.15 
+0,49 

+s;  16 

-5,90 
-0.38 

-i:47 

-0,10 
+0,46 

+2?10 

-1?06 
+8,15 
+0,57 

0,3,-4 

+222,94 
—164 ,06 

-56,67 

-53,87 
+37,31 
+  14,81 

-1,15 
-0,13 
+  17,85 

-33,62 

+134,30 
—  123,88 
-24,04 

0,4,-4 

+  149.89 
—  112,85 
-35.51 

-90.30 
+67.31 
+22.25 

—0,11 

-0.05 
+  13.92 

-28,65 

+30,83 
—  45,59 
+0,66 

0,5,-4 

+28.45 
-22,29 
-5.63 

—  16.13 
+  12,16 
+3,27 

-0.01 
—  0,01 
+  1.36 

—3,50 

+8,84 
—  10,14 
—1,00 

0,6.-4 

+3.88" 
-3,12 
—0.66 

—  1.97 
+1.51 
+0.33 

+0,11 

+  1,60 
—  1,61 
-0,22 

0,2,-5 

-0.66 
+  1,26 
—0,01 

+0.49 
-0.59 
—0,03 

—0,15 
-0,01 
+0,05 

+0,21 

—0,11 
+0,66 
+0,01 

0,3-  6 

+23,71 
-17,29 
—  5.94 

-5,:i0 
+3.60 
+  1.48 

—  0,15 
—0.02 
+  1.84 

—3,46 

+14.80 
-13,71 
—2,62 

0,4,-5 

+  19,17 
-14.63 
—  1,51 

—11,59 
+8,76 
+  2,83 

-0,02 
-0.01 
+  1,81 

—3,75 

+3,81 
-5,88 
+0,13 

0,5.-5 

+3,86 
—  3,09 
-0,76 

—2,19 
+  1,69 
+  0,43 

+0,18 

-0,49 

+  1,18 
—  1,40 
—0,45 

0,3,-6 

+  1.55 
-1,14 

—  0,38 

-0.32 
+0,21 
+0.09 

-0,01 
+0,11 

-0,21 

+  1,04 

—0,93 
—0,18 

0,4.-6 
0.5,-6 

J5._ 
0,*,-6 

+  1,48 
-1,15 
—  0,31 

—0,89" 
+  0,68 
+  0,22 

,  —0,29 

+  0,14 

+0,30 
—0,47 
+0,02 

_+0,30 
-0,24 
-0.05 

-0,17 
+  0,14 
+  0,03 

+0,01 

—  0,04 

+0,09 
-0,10 
-0,01 

+3,87 
—3,60 
—0,68 

-1,46 
+  1,39 
+0.24 

-0,03 
+0,29 

-0,82 

+  1,56 
-2,21 
-0,15 

0,5,-6 

+5,07 
—  4,81 
—0,89 

-3,13 
+3,25 
+0,46 

-0,01 
+0,41 

-1,19 

+0,74 
-1,56 
-0,02 

0,6,-^6 

~~+2,~3T 

-2,19 
-0,39 

-1,40 
+  1,52 
+  0,16 

+0,16 

-0,49  :  +0,42 
-0,67 
-0,07 
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Das  Resultat  der  Berechnung  der  Ausdrücke  (Gl;,  (62),  (63),  64 
ist  in  der  folgenden  Tafel  enthalten,  und  so  einfach,  dass  keine  Bemer- 
kungen dazu  nolhig  sind. 
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D 

sin 

sia 

(S) 

sin 

E 

\  sin 

sin 

(?) 

.sin 

-1,1,0 

+  1143^213 

+2n 

+  1 163,'282 

]  — 21;358 

—0,171 

— 21J529 

0,1,0 
-1,2,0 
1,0.0 

—448,075 
+  187.89« 
+232,301 

+  55.3  29    -392,7  4«  +230.782 
-19.179   +168,717ij—  156.15« 
—36,093|  +(96,208|]  —80,818 

-1,317 
+  0,449 
+0,866 

+  235,43  5 
—  155,707 
—79,952 

0,2.0 

—37,544 
+  20,555 
+7,557 

+5,792 
-2,443 
-«,347 

—31,752 
+  |S  I  1 1 
+5,210 

1  +26,400 
-19.2.10 
—  4,882 

-1.842  +2  4.55* 
+0,898!  —18,352 
+0,91 9|  —3,963 

0,3,0 

—3,170 

+  1.957 

+0,517 

+0,  170 
—0,230 
-0.133 

—2,700 
+  1.727 
+0,384 

+  2,506 
—  4,891 

—0,374 

—0,176 
+  0,099 
+  0,0. >0 

+  2.330 

—  1,795 

—  0.32  4 

0,-3,-1 

0.-2.-1 

+0,11 
—0,02 
—0,07 

-0,01 

+0,10 

—0,02 
—0,07 

—0,10 
+  0.02 
+0,07 

-O.lo 
+  0.02 
+0,07 

+  1,12 
—0,26 
—0,56 

-0,20 
+  0.U9 
+0,10 

+  0.92 
—0.17 
—0,46 

-0,82 
+  0,17 
+  0.51 

+0,04 
—0,03 
—0,03 

-0,78 
+  0,1  4 
+0,51 

0,-1,-1 

+  14,08 
—6.87 
—5,60 

— 1,86 
+  1,l.i 
+0,70 

+48,22 
—5,72  , 
-  1,90 

-7.9« 
+  2.84 
+5,04 

+0,11 
-0,07 
-0,07 

—7,85 
+  2.77 
+  4,94 

0,0,-1 

+  1.08 
+  29,8  4 
-27,67 

—0,24 

+  0,98 
-O.i.  1 

+  i.n 

+30,82 

—  28.  .11 

—4,21 
-0,75 
+  1,94 

—0,04 
+  0.02 
+0,04 

-1,25 
-0.73 
+  1,90 

0,1,-1 

-22,30 
+  10,03 
+  10,39 

+3,15 
—  0,94 
-2,13 

—414,20 
+  9.09 

+8,26 ; 

+  13,28 
—  8.97 

-4,48 

—0,08 
+  0.03 
+  0,0« 

+  13,20 
-8,94 
-4,42 

0,2,-1 

—2,34 
+  1,35 
+0,46 

+0,31 
— 0,1« 
—0,10 

-2.03 
+  1,19 
+0,36 

+  1,68 
-1.30 
—0,28 

—0,12 
+  0,0.") 
+0,06 

+  4,80 
- 1 . 23 
—0,82 

0,3,-1 

—0,22 
+0,14 
+0,03 

+0,03 

—  0,01 

—  0.01 

—0,19  ; 
+0,13 
+  0.02 

+0,16 
-0,14 
—0,03 

—  0,01 
+0,01 

+0,15 
—0,13 
—0,03 

0,-8,-2 

+0,02 
0,00 
—0,01 

+  0.02 

0,00  ! 

-U.Ol 

—0,02 
0,00 
+0,01 

—0,02 
0,00 
+0,01 

0,-4,-2 

+0,43 
—0,21 
-0,16 

—0,07 
+0,05 
+0,02 

+0,36 
—0,16 
-0,14 

—0,26 
+  0.09 
+0,16 

+0,02 
-0,01 
—0,01 

-0,24 
+0,08 
•4-0,15 
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0.0,-2 

i  • 

"  o7T7-2 

+0:13 

+  0,73 
-0,72 

—  0,<i9~ 
+  0,32 
+0.31 

-o;o3 

+  0,05 
0,00 

+0.Ü 

—  0.0  i 

—  0.07 

+o;  io  j 

+  0,78  ! 

-0,72 ; 

—  0'.09 
-0,02 
+0,11 

—  0*09 
—0,02 
+0,11 

-0,58  j 
+  0.28 
+0,2i 

+  0,42 
—0.29 
-0,14 

+0','01 
+  0,01 

+0,42 
—0,28 
—0,13 

0,2,-2 

1 

—0,0« 
+0,01 
+0.01 

\ 

—  0,08 
+  0,0i 
+  0,01 

+0,05 
—0,04 
-0.01 

»» 

+0,05 
—  0,04 
—0,01 

0.-1,-3 

+0,01 
-0.01 
0.00 

+0,01 
-0.01 
0.00 

—  O.Ol 
+0,01 

0,00 

—  0,01 
+0,01 

0,0,-3 

+0,01 
+0.01 

—  0,02 

 ■ — 

+0,01 
+0.01 
—  0.02 

+0,01 
0,00 
+  0.04 

1  -  '  •  i .'  -t- 


-Ii.  i,o.oo 

+0,01 

0,1,-3 

—  0,02 
0,00 
+  0.01 

—  0.02  i 

0.00 
+  0.01 

+  0,02 
0,00 
0,00 

+0,02 
0,00 
0,00 

2. 

0,1,0 

—  0,08 
+  0,02 
+0.03 

— -  i 

-0,08 
+0,02 
+0,03 

+  0,05 
-0.02 
-0,02 

■  ■ 

+0,05 
-0,02 
—0,02 

.  0,2.0 

-0,04 
+  0,01 
+  0,02 

-0,04 
+  0.01 
+  0.02 

+  0,03 
-0.01 
-0,01 

+0,03 
-0,01 
-0,01 

0,3,0 

0,00 
—  0,01 
0.00 

0,00 
—  0,01 
0,00 

-0,01 
+  0,01 
0.00 

-0,01 
+0,01 

0,00 

0,-1,-1 

-0,03 
+0,01 
+0,02 

-0.03 
+  0,01 
+  0,02 

+  0,02 
-0,01 
-0,02 

+0,02 
—0,01 
—0TO2 

0,0,-1 

+0,12" 

-0,10 

+0,12 

-0,07 
+0,04 
+  0,04 

+0,05 
—  0,06 
+0,16 

—0,08 
+  0,13 
+0,11 

-0,01 
+0,01 

—0.09 
+0,13 
+0,12 

0,1,-1 

+2.81 
—2.68 
—  1,88 

+  1.16 
-0.il 
—  1.08 

+  1,27 
—3.09 
—  2.96 

—  2~M  ~ 
+  2,80 
+  1.20 

—0,02 
—0,01 
+0,02 

-2,88" 
+2,79 
+  1,28 

0,2,-» 

—  1 19,93 
+  45,41 

+??'ol 

-1,21" 

+0,46 

+0,72 

-121,16 
+  45,87 
+70,13 

+80,07 
—  45,37 
—34 , 56 

+0,31 
-0,17 
-0,12 

+80,38 
-45,54 
—34,68 

0,3,-1 

Sü,>>  — 

—  13,02 
+6,82 
+3,56 

-1,11 
+0,38 
+0,70 

—  14,13  :  +9,93 
+7,20  i  -6,82 
+  4,26  |  -2,07 

n  nn 
II,  UU 

—  0,01 

+0,02 

+  9,9>» 

—6,83 
—2,05 

0.4,-4 

Im— 

-1.22 
+0.75 
+0,24 

—0,11 
+0,05 
+0,05 

—  1,33 
+0,80 
+0,29 

+  1,00  1 
—  0,75 
-0,16 

+  1,00 
-0,75 
—0,46  | 

0,-1,-2 

-0,35 
+0,28 
+0,24 

+0,20 
—0,05 
-0,12 

-0,15  1  +0,10 
+0,23  —0,16 
+0,12  H  -0,23 

—0,06 
+0,02 
+0,06 

+0,04 
-0,14 

-0,47 
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0»o,— 2 

-4,60 

+  1799 
-0,90 
-1,06 
—8,17 
+9,70 
-0,58 

+20','69 
—28,03 
—5,66 

—  1153,91 
+589,58 
+  688,41 

—  18^86 
+26,11 
\  +4,15 

-0:09 
+0,12 

+0,07 

— 18?95 
+26,23 
+  4,22 

•,»,-2 

—  H  45.74 
+  579,88 
+688,99 

!  +861,58 
—572.97 
1  -383,86 

+3,74 
—2,58 
-1,62 

+865,32 

—575,55 
—  385,48 

+  10349,62 
—3426,79 
-6942,61 

+66,73 
—17.85 
-50,07 

+  10416,35  -6905,89 
—3444,64+3429.12 
-6992.68+3475,72 

-32,45 
+  16.10 
+  16,32 

—6938,34 
+3445,22 
+3492,04 

+859,34 
—379,21 
-289,72 

+  1,94 
—0,99 
+  0,22 

+861. 28 

—380,20 
-289,50 

,  —669,55 
+  379,43 
+  193,80 

-4.65 
+2,42 
+  1.56 

—  674,20 
+381,85 
+  195,36 

+62,931  -0.09 
—32,44  0.00 
—  44,64|  +0,11 

+62,84 
-32.44 
—  14,53 

-52,56 
+32,  46 
I  +10,71 

-0,46 
+0,26 
+0,14 
—  0,04 
+  0,01 
0,00 

—53,02 
+32,72 
+  10,82 

-+4,49 
—0,83 

—  0,01 

A  Alk 

-0,01 

+  4.48  —3,89 
—  2.55  +2.55 
—0,84  +0,63 

—3.93 
+2,56 
+0.63 

0,-1,-3 

P6* 

-0,03 

+  U.U2 

+6,03 

—0,03  +0,01 
+0.02  -0,02 
+0,03  —0.03 

+  0,01 
-0,02 
—0,03 

OA-3 

+0.70 
—  1,38 
—6,17 

~+o,2i 

—  OJO 
—0.10 

H-Ö.91  |  —0.84 
-l,48j  +1.31 
—0,27 1  +0,14 

~—  0,01 
0,00 
+0,01 

— 0,85 
+  1,31 
+0.15 

0,1,-3 

—63,93 
+33,67 
+38,62 

—  1,29 
+0,89 
+»,50 

—  05,22  +48.49 
+  34,56  —33.15 
+39,12!  -21,44 

+0,30 
-0,15 
-0,07 

-2,13 
+  1,05 
+  1,04 

+  48.05» 
—  33,30 
-21,51 
—  431.46" 
+  219.52 
+211,54 

1  0,2,-3 

L  * 

+643,20 
—218,25 
-419,78 

+  3.29 

—  0,08 

—  2.58 

+  046,49!'  —429,27 
-218,93j;  +218,47 
—  422.3lij  +210.50 

ro,3,-3 

+57,90 
—26,70 
—  441,65 

+  1.33 
—0,47 
—0,8* 

+59,23 
-27,17 
—  19, 47 

-41,83 
+26,72 
+  12,20 

-0,40 
+0,23 
+0.14 

-45,23 
+  26,95 
+  12,34 

0,4,-3 

+4,60 
—2,49 
—  4,02 

"+0.13 
—0,08 
-0.07 

+  4.73 
-2,57 
—  1.09 

—  3,82  j  -0,04 
+  2,50  +0,01 
+0,73 

—  3.8U 
+  2.51 
+  0,73 

»,5,— 3 

+0,36 
-0,21 
—6,08 

+4,04 
—0,05 
—6,04 

"  +073(5 
-0,21 
—0.08 

—0,30 
+0,21 
+0.06 

—0.30 
+0,21 
+0.06 

+  0.04 
-0,05 
-0,01 

-0.04 
+0,05 
+0.01 

-0,04 
+  0,05 
+0,01 

+  ~~  ~ 

—2,49 
+1,36 
+4,52 

—0,08  1  -2,57 
+6,05  1  +1,41 
+6,04  |  +1,5« 

+  1,92  +0,01 
— 1.33  (  —0,01 
-0,84  1 

+  1,93 
-1.34 
-0,84 

0,2,-4!  +*7,31 
-47,46 

+0,12 
—0,03 
—6,10 

+  27,43 
-9,45 

—  18.23 
+9,44 
+8,77 

—  0,09 
+0,04 
+0,64 

—  18,32 
+  9,48 
+8,81 
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0,3,-4 

+  2,62 
-1,25 
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-+-'»,  1 « 
-0,05 
—0,07 
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-1.30 
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+0,0« 
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-0,06 
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+0,03 

-Ii  IS 
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+0,03 

0,1,-5 

—  0.08 
+0,04 
+0,05 

—  O.ON 

+0,04 
+0,05 

+0,06 
—0,04 
-0,02 

+0,06 
—0,04 
—  0,02 

0,i,-5 

+0,97 
-0,34 
 0,61 

+0,97 
—0.34 

—0,65 
+0,34 
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—0,65 
+0,34 
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—0  03 

+o,«o 
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0.3,  —  8 

a  A<* 

—  0.06 
+0.04 
+  0,01 

—0,03 
+  0.01 
+0,02 

—0.09 
+  0,05 
+0,03 

+0.04 
—0.04 

0,00 

+  0,04 
-0,04 

0,00 
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i  0,8,-3 
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—0,15 
0,00 

+0,04 
—0,03 
-0,02 

+0,  «  7 
— 0,18 
—  0^02 

— 0,«0 
+  0,«5 
—0,02 

+0.04 
—0.02 
-0,02 

—0,06 
+  0.13 
—0,04 

0,3,-3 

—  2.  40 
+  1,60 
+0,51 

—0.93 
+0.33 
+0,55 

— 3.33 
+  1.93 
+  1,06 

+  1,67 
-1,60 
—0,17 

— 0,«0 
—0,06 
—  0,0« 

+«,77 
-«,66 
—0,2« 

A        *  «1 

0,4, — « 

—0,4! 
+0.6« 

—0,30 

—0,98 
+  0..IC 
+0,57 

—  «,39 
+  0.97 
+0,27 

+  0,O't 
—0,6« 
+0,44 

—  0.3« 
+0,18 
+0,«7 

—0,25 

-o.n 

+0,6« 

A   K  •> 

0,5,-3 

A     I  A 

—  0, 1 0 
+  0,12 
—0,0« 

— 0,«Ö 
+  0.07 
+0,05 

— 0.2-j 

+0.1 

+0.01 

+0,06 
-0,«2 
+0,03 

—0,05 
+0,03 

+0,0« 
—  0,09 

+0,03, 

A     I  * 

0. 1,-4 

—  0,43 
0,00 
+0,23 

+0,0« 
-0,09 
+0,01 

—  0.12 

—  0^09 
+0.27 

+0,37 
—0,0« 
-0,23 

+  0,«8 
-0,«« 

-0,09 

+0,55 
—0,42 
—0,32 

0,8,-4 

—  2,62 
+  8,10 
-4,20 

—4,47 
+1,53 
+2,56 

— 7,09 
+  10,63 
-«,61 

+2,2« 
-8,04 
+3,52 

—0.81 
+  0.23 
+0,50 

+«,37 
—7,8« 
+4,02 

0,3,-4 

+  137,79 
—  82,90 

-33,70 

+  49,35 
-15,77 
—33,09 

+ 1  h  ;  Ii 

—98,67 
—66,79 

—96,45 
+82,94 
+  «2,62 

—8,  «4 
+  4,53 
+3,76 

—  «04. 
+  87.  47 
+  «6,38 

0,4,-4 

i   JA  Ad 

-26,07 
+  «3,54 

■     i  J    i*  .j 

-«4,63 
—27,00 

■f  oi.o  1 
-40,70 
-43,46  | 

—  c.rO 
+26,08 
-20,43  | 

+  1 1,8' 
-7,2« 
-7,72 

+8,67 
+  18,87 
—28,  «5 

0,5,-4 

+4,64 
—  4,66 
+0,58 

+5,26  1 

-2,«7 

—2,30 

+9,90  1 
—  6.S3 
-«,78  , 

— 2.K'.i 
+4,66 
—«,25  1 

+  2.(i  1 
—  «,08 
—0,72 

—0,86 
+3,58 
—  «,97 

0,6,-4 

+0,70 
—0,62 
-0,04 

+0,48 
-0.22 
-0,46 

+  «.18 

-0.84 
-0,47  1 

—0,53  1 
+0,62  ! 
-0,04  1 

+-0,19 
-0,«« 
-0,05 

-0,34 
+0,5« 
—  0.09 
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11. 

II-»  ". 

—  U  .  Oll 

+0.85 
—0,40 

 A"  tfi 

-1-0,25 
-»-0,27 

 A»7A 

+  1.10 

—  0,13 

_1_  A" 

+»,  :<> 
—0,85 
+6,33 

A"A7 

+0.02 
+  0.01 

_i_A"  1  Ii 

—  0,83 
+  0,37 

U.  -1.  — 0 

+  1  ;<» 

-0,14 
-3,85 

■    R  AC 

■+■  0,  IM) 

-1,62 

—  3,35 

■  an  an  i 

-t-  IV,1> 

—  10,76 
-7,20 

1  A  74 

+  9,15 
+  1,57 

 A  UQ 

—  Ii.  .1.1 

+o...i 
+0,47 

II  71 
—  1  1  .  i  1 

-4-9,70 
+  2.01 

■  tt  7| 

-3,43 
-1-1,72 

.  *.  »-.ei 
-t-  •». .).» 

—  1,94 

—  3,50 

I   «  'JA 
-f  f ,  •  >  U 

—5,37 
-1.78 

 n  7ft 

u,  , o 

+  3.43 
-2,62 

■  1  n| 

i .  .i  i 
—0.93 
-0,97 

+  2.50 
—3,59 

U,0, — 0 

i  A  f.K 
■+-II,  <>•) 

—0,66 
-1-0,07 

■  n  79 

-f-".  i  z 

-0,31 
—  0.t:t 

—  0,97 
—0.26 

ii  (A 
—  Ii,  HP 

-»-0.66 
—0,16 

-1-11  -'S 

-f- Ii .  ;r* 

—0,16 
—  0,10 

—  II,  1  X 

+  0,50 
—0,26 

U,-J. — 0 

~l~  1  ■  v*> 

—  0,62 
—0,27 

-i-o  {■> 

T       U  - 

—0,09 
—0.20 

-t-  i  . •»•) 

—0,71 
-0,47 

 A  "71 

+0.62 
+0.12 

ii  ii- 

+  0,03 
+0,03 

A  itl 
—  V ,  B 1 

-»-0,65 

+0,15 

0,4,-6 

+0,22 
—0,27 

4-1),  1 B 
-0,16 

 A  *7 

+0,65 
—0,43 

 All 

—  U,  1  » 

-0,07 
+0.27 

 n  VA 

— u,zu 

+0,14 
-0,07 

 II  i|7 

+0,07 
+  0.2(1 
— u,z/ 

0,5,-6 

+  0.05 

—O.it:. 

A  AA 

+0,05 
—0,01 

A  AA 

+0,10 
—0,06 

II  All 

-0,04 
+  0.05 

A  A  1 

+0,01 

—0,03 
+  0.05 

A  A  1 
—  II,  IM 

15. 

-4-1  61 

-1,46 
—0,18 

-4-1  17 

—0,56 
—0,49 

-  1 

—  2,02 
-0,67 

L„. 

t  «  i  ■» 

+  1,46 
0,00 

—  0  1  * 
+0,10 
+  0.01 

+  1,56 
+0,01 

0,5,-6 

-4-0.5!! 
—  0,04 
+0.17 

+  1.  40 

—0,72 
—  0,63 

+2,08 

—  1,66 

—  0,46 

—0,21 

+o,;i4 

—  0,32 

+o.:i7 

—  0.25 
—0.13 

+0,16 
+  0.69 
—0,45 

0,6,-6 

-H>,30 
—0,36 
—  O.iM 

+0,49 
—0,26 
-0,19 

+0,79 
-0,62 
-0,22 

—  0,19 
+  0,36 
0,00 

+0.03 
—0,08 
+0,03 

—  0,16 
+  0,28 
+0,08 

197. 

Es  ist  jetzt  die  Berechnung  der  im  Art.  185  mit  u,  (i,  etc.  bezeich- 
neten Functionen  vorzunehmen,  die  nach  den  folgenden  Ausdrücken 
auszuführen  ist,  in  welchen  der  Kürze  wegen  allenthalben  /'und  r  stall 
fQ  und  r0  steht. 

r         f  .   d.rcoaf  t 
«==-  COs/,+  -aär-/n<feH 

ß  =  7  sin  f  +  -^indz  +  i  -^-r-'  (wfef-l-etc. 
«'  =         /  +  "^-'mtz -I-  ! M»  +  elc. 

Al.hjtt.il.  d.  K.  S.  Gefell *ch.  d.  WiueMch.  XI. 


adg* 

.  r  sin  f 

adgx 

§* 

.  r  co»  f 

adg* 

.rsiof 

adg* 

ÖO 
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«      d*  .rcozf  .  d'.r  cos  f    »        .  d'.rcos^   »  . 


adg*  adg*  '    *  adp' 

^r«io^      <P.  r  sin  ^       t_  ,  d*  r  sin  f 
adgr  ad 


ff        «",rwn[       a- .  rsin  f    *         ,  u-  r  sin  /  ,    »  , 

Man  verfahrt  hier  am  Einfachsten ,  wenn  man  ursprünglich  /  statt  g  in 
die  Functionen  —  cos  /"und  —  sin  /" setzt,  und  damit  die  Producle  fiir  a 
und  (i  rechnet.  Wenn  dieses  geschehen  ist ,  kann  man  durch  einfache 
Differentiationen  noch  y  die  Glieder  der  anderen  vier  Functionen  erhal- 
len.  Da  alle  diese  Functionen  hier  mit  multiplicirt  vorkommen, 

so  habe  ich  diesen  Factor  sogleich  zugefügt.  Durch  die  Ausdrücke 

£  cos  r0  =  -|c 

-I-  (I  —  I«4  -»-  tM*  ■+■  ..-)  cos  g 
-+-  (>—  W  +  ^c*1*1  ...)  cos  2^ 
+      —  tVi«4  +  •••)  cos  3^ 
-Mi«»-!«5  +  .-.)  cos  kg 
■+-  fH«*  cos  5p 
-I-  etc. 

t  iinft-O-f^-TVie«*...)  sin«/ 
■+■         A^iV*  -I-  .-.}  sin  2» 
■4-  (1^— AV*  "+■ sin  39 
+  (i«*—  H«5  +  »0  sin  4ff 
-t- ff!«4  sin 
-+■  etc. 

und  den  numerischen  Werth  von  y  des  Art.  104  ergaben  sich  auf  diese 
Art  die  folgenden  Coefficicnleu, 


9<  <l 

t. 

0,0 
t,o 

2.0 
3,0 
i,o 

— 3,— 

-«•- 
-I.- 

0   

1  - 

2.  - 

3.  - 


cos 


t  - « 

sin 


-iir,;-«: 

+- 1  TT.t  ,S99  — 
+  is.ioo 
+  1.952 
+  0.094 


I 
I 

I 


I7fii;«.:ii  — 
—  9«,  19(> 

-3. 9 11 

-0,38* 


sin 


-0,03 
-0.47 
•  -3.85 
-0,17 
+  2.82 

+  ■>.«* 
-hü. IH 


—  0,06 

— o;«3 

-2.87 
-0.80 
-2.8:1 
-0.7H 
-0.OK 


+0;o96 
t  7<il  ,8<if> 
-193.09* 
-17.799 

-1.538 


+0.1C 
+0.95 

+  2,9:t 

-1-0.17 

—  2.87 
-1,09 
-0,19 


+  I  7  <"►<>'.'  .">:i  -4 
+  *8.l7t 

-1-0.094 


-»-0,03 
+0,17 
+  S.83 
+  0.80 
+  2.81 


<:«>« 

-o;o9R 

■  17130,559  ■ 
+-*>«♦,  4501 

+ri,9toj 

+  0,38g| 

_i 
I 


>  i-e 
ata 


+  0.04  I 


—  0,0« 

—  0,5* 

—  2,87  i 

—  0J  7  i 

+2.83 : 

+  0,78 
+  0.08 


»«»«,994 
-17.796 

—  1 ,538 
— 0, 1 « 

—  0,95 

—  2,93 

—  0,80 
-*,86 

—  1,09 
-0,19 
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0,  -2 

1,  -2 

i. 

-1,-1 

0,  -« 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

4,  -1 

— o;'03 

-0,01 
-»-0,03 
+0,0* 

— 0:03 

—0,04 
—0,03 
—0,04 

-4-0;03 
-»-0,04 

—  0,03 

—  0,02 

+0*03 
-1-0,04 
-1-0,03 
-»-0,04 

— 0';o3 

—0,04 
+0,03 
+0,04 

— o;o3 

—0,01 
—0,03 
—0,02 

—0,02 
-1-0,09 
-1-0,09 
-0,45 
-0,13 
—  0,01 

-0,02 
-4-0,09 
+0,07 
-»-0,16 
-1-0,44 
+0,02 

-»-0,04 
-0,40 
—0,09 
-4-0,45 
-1-0,46 
-»-0,03 

-4-0,02 
-0,09 
—0,07 

—  0,16 
—0,43 

—  0,04 

-0,02 
+  0,09 
+  0,09 
-0,45 
-0,14 
—  0,02 

-0,01 
+0,10 
+0.07 
+0,46 
+0,46 
+0,03 

-2,-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  — 2 

2,  -2 

3,  -2 

5,-2 
-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

—  0,05 

—  0,90 
—  49,59 

—9,35 
•1-18,82 
-1-10,20 
-1-0,82 
-»-0,06 

—0,47 
-2,04 
-20,08 
-9,04 
-49,32 
—  44,26 
—  4,46 
—0,15 

-1-0,57 
+  4,29 
-«-24,44 
-»-9,40 

—  48,79 

—  13,33 
—2,85 
-0,44 

+0,05 
+0.90 
+  49,56 
+8,99 
+  49,34 
+  40,24 
+0,82 
+0,06 

-0,18 
—  1,99 
—  20,08 
—9,36 
+48,79 
+  14,24 
+  1,45 
+0,4  5 

—0,57 
—  4,28 

—  24,08 
—9,03 

—  19,28 

—  13,34 
—2,85 
—0,41 

—0,04 
—0,85 
—0,65 
-»-0,86 
-»-0,73 
-1-0,06 

—0,08 
-0,88 
—  0,63 
-0,90 
-0,78 
-0,44 

-4-0,4  8 
-1-0,95 
-»-0,66 
—0,86 
—  0,88 
—0,19 

+0,04 
+0,85 
+0,63 
+0,90 
+0,73 
+0,06 

—0,08 
—0,88 
—0,65 
+0,86 
+0,78 
+0,44 

—0,48 
—0,95 
—0,64 
—0,90 
—0,88 
—0,20 

0,-i 

2,  -4 

3.  -4 

—0,03 
—  0,03 
-»-0,03 
-»-0,03 

—0,03 
-0,03 
—0,03 
-0,04 

-»-0,04 
-4-0,03 
—0,03 
—0,02 

+0,03    j  —0,03 
-4-0,03    I  —0,03 
+0,03    1  +0,03 
+0,03  +0,04 

~~^Ö.04 
—0,03 
—0,03 
—0,04 

H. 

«,-4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

-0,02 
—0,05 
-1-0,24 
-»-0,27 
-»-0,09 

—0,02 

—  0,0.*i 
—0,25 

—  0.29 
—0.4  4 

-4-0,04 
+0,05 
-0,24 
-0,32 
—0,45 

+0,02 
+0,05 
+  0,25 
+0,27 
+0,09 

—  0,02 
—0,05 
+0,24 
+0,29 
+0,4  1 

—0,04 
—0,05 
—0,25 
—0,32 
-0,45 

2,  -5 

3,  -5 
_4,-5 

-0,01 
•4-0,04 
-4-0,03 

-0,04 
—0,03 
—0.03 

-»-0,04 
—  0,01 
—0,0  4 

+0,01  —0,01 
+0,03  +0,04 
+0,03  +0,03 

—0,04 
—0,03 
-0.04 

Es  sind  jetzt  zufolge  des  Art.  186  die  Functionen  K,  L,  M,  N  zu  bilden 
und  mit  den  vorstehenden  Factoren  zu  multipliciren.  Jene  können  alle, 

mit  Ausnahme  des  zu  berechnenden  kleinen  Products       d  ^ ,  durch 

i  +  v  A 

blose  Additionen  aus  den  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Zahlenwer- 
then  erhalten  werden.  Man  giebt  zu  dem  Ende  den  Ausdrucken  des 
Art.  186  am  Zweck  massigsten  die  folgende  Form. 

4* 


52 
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A  =-  -T_  -+-       _  *  *      -IL  d£ 

<  +  »  A  A,        1  +  y  A 


3/=l+Hr0H-jVV--H;!  +  (i^-) 


<l  r« 


A 


Es  ergab  sich  hiemit 
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-1,-3 
0,-3 
4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—0^01 
+0,01 
+0,66 
+0,26 

—  0,07 

—  0,01 

+  0?08 
-4,18 

+46,86 
-»-227,85 

+4  0,52 
-1-0,53 
+  0,02 

-0,10 
—0,65 

-1-69,78 
-4-190,83 

+  14,76 
+  1,08 
+0,08 

0,-4 
4,-4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

+6,03 
+0,02 
+0,01 
+  0,01 

^0,09 
+  1,15 

+  10.58 
+0,52 
+0,02 

—  0.03 
+  2,15 
+  8,94 
+  0,75 
+0,05 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

+0,02 

+0,42 
+0,02 

+  0.00 
+  0,36 
+0,03 

Ii: 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—  0,01 

—  0,03 
+0,06 
+0  09 
+  0,01 

+0,01 

—  0,22 
-0,98 

—  0.39 

—  0.01 

+0,01 
-0,24 
-0,85 
—0,47 
—  0,08 

0,-4 

<  -4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

+0,01 
-1-0,53 
+2,02 
—3.34 
-3.49 

—  0,28 

—  0,05 

—  0,04 
-0,21 
+  19.61 
+53,57 
+  17.60 
+  1,68 
+0.14 

~+070l 
+0.07 
+20.08 
+  49.21 
+21,54 
+2.96 
+0,31 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

4-0,04 

+o,?5 

—0,33 
.  -0,4fi 
]  -0,05 

-0.01 
+  1.61 
+6.05 
+2.11 
+0,25 

0,00 
+  1,70 
+5,50 
+  2,88 
+  0,42 

+o;'io 

+  0,58 
+  156,72 
+  277,55 
+14,34 
+  0,75 
+0.04 


+  0,03 
+  5,04 
+  13,27 
+0,78 
+0,04 
+  0,15" 
+  0,54 
+0,03 


+0';04 
+8,27 
♦-130,94 
-12,57 
+0,87 
+0,10 
—0,01 

+0,27 
+  1,83 
-0,07 
+0,08 
+0,01 


+0,17 
+0,02 
0,00 


+0,03 

—  0.63 
-1.71 

—  0,90 
—0,U_ 

+0,01 
+  0,65 
+  5?,  05 
+  97,58 
+39,84 
+3,66 
+  0.28 


+0,02 

—  0,30 
—0,26 

—  0,32 
—0,04 


+0,06 
+  1,24 
+  23,51 
+  14.06 
+  14,30 
+  1,25 
+0,08 


+0,03 
+  1,13 
4-1  1.00 
+  5.51 
+0,55 


+0,14 
+  2,09 
+  1,59 
+  1,95 
+0,18 


Die  Function  M  hat  bis  auf  das  constante  Glied  unmittelbar  aus 
dem  Art.  128  entnommen  weiden  können.    Durch  Multiplicalion  der 

vorstehenden  Functionen  mit  den  Werlhen  von  y==(t,  y^Tpfi,  etc. 
nach  Maassgabe  des  Art.  1 86  ergaben  sich  die  folgenden  Functionen. 


mW 

sin 

i'J  (// 

cos 

iy  (//) 

cos 

iy  (//;' 

sin 

1. 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

+  4,'704 
+0,075 
+0,014 
+0,005 

-0?923 
-4,908 
—  0,087 
—0,044 
-0,004 

+■0:418 
-1775.626 
—95,936 
-5,827 
-0,377 

-1776','932 
—  95,988 
,  -5,828 
-0.377 
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0.  9 

t  ..   1  FIF\ 

CO» 

sin 

y  {*) 

cos 

y  {*) 

sin 

1. 

0,0 
1,0 

2,0 

«J,U 

4,0 

—07124 
-»•3549,404 
-»-194,702 

-»-0,780 

+3552V042 
+  194,797 

.  |  1  all 

+0,770 

+96','209 
-5,327 
+95,577 

+0,289 

-16';11 3 
+96,155 
-4-K  2fiR 

I  *> *  tun 

+0,289 

-3,-1 
-2,-1 
—  i ,  — ' 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

-0,14 
-1,42 

—0,24 
+5,65 
H- 1 ,83 
-»■0,18 

+0,14 
+  1,42 

+  1,20 
+5,63 
+  1,83 
-0,18 

—0,05 
—0,32 
—  0  29 
+0,27 
+0,35 
+0,06 
-0.01 

+0,05 
+0,82 
—0  01 

V|U» 

-0,05 
-0,02 
+0,06 
-0,01 

-1,-* 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

—0,06 
—  0,02 
-4-0,06 
-»-0,03 

+0,06 
+  0,02 
+  0,06 
+0,03 

2. 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

3,-1 
•»  — ' 

-0,02 
+0,13 
-»-0.20 
—0,38 
-0,25 
 0  Iii 

+0,02 
-0,13 
-0,17 
—0,40 
-0,2", 

-2.-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

<j,  —  * 

4,  -2 

5,  -2 

-0,25 
-2,34 
-28,76 
-19,27 
-»-49,75 

-»-2,90 
+  0,29 

+0,25 
+2,37 
+  28,75 
+  20,62 
+50,80 

+2,90 
+0,29 

-0,18 

—  2,65 

-  1,20 
+0,95 
+0,68 

+  0,76 
+0,10 

+0,17 
+2,68 
+  1,08 
-0,09 
-0,21 
4-1  55 
4-0,75 
+0,10 

—  1,-3 

0   M 

4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

—0,09 

—  1,23 

—  1,33 
+2,30 
+  1,56 
+0,21 

+0,09 
+  1,23 
+  1,38 
+2,39 
+  1,56 
+0,21 

—  0,12 
—0,08 
+0,04 
+0,03 
+0,08 
+0,06 

+0,12 
+0,09 
-0,01 
-0,02 
—0,03 
+  0,05 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

-0,05 
-0,07 
+0,08 
+0,07 

+0,05 
+0,07 
+0.08 
+0,07 
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11. 

0,-4 
I   i 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

-"II,  ÜB 

—  0,07 
-1-0,73 
■♦-0,7* 
-1-0,28 
-4-0,04 

■  n«nu 
+v,  UB 

-4-0.11 
-»-0,67 
+0,70 
-»-0,28 
•4-0,04 

+o;o2 

.   A   «1  > 

+u,uo 
+0,03 
+0,05 
0,00 
+0,01 

—0-02 

A  AI 

— 0,03 
0,00 
0,00 
0,00 

+0,04 

4,-5 

—0,02 

-»-0,02 

2,-5 

-0,01 

-»-0,01 

3,-5 

-»-0,05 

-»-0,07 

4,-5 

-4-0,08 

+  0.08 

— ~~ — — — — — — ^— ^— — 


Die  CoefHcicnlen  von  (IV)  und  (/V)'  habe  ich  hier  weggelassen,  weil 
sie  weisen  der  Ausdrücke 

schon  in  der  vorhergehenden  Tafel  enthalten  sind.  Wir  brauchen  noch 
die  folgenden  drei  Functionen 

.J£_i/*y-  r-i-  <//■ 

und  diese  giebt  die  folgende  Tafel  unter  den  Uebcr  Schriften  (17); 
(V7/  ;  VIII. 


*  ff' 

;v/; 

cos 

(»7/; 

cos 

(VI//) 

sin 

J. 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

+«>7';i)1tt 
+0,055 
+  0.002 

+  22513:25 
—  1  122.92 
—  54,70 
-3.63 
—  0,25 

—  1M9;97 
-54,60 

—  3,63 

—  0,25 

-3,-4 

-2,-1 
-1,-1 
0,-1 

',-1 

2,  -4 

3.  -1 

— 0.Ö9 
-1,49. 
-24, Gl 
+  IG,17 
-31,58 
-2,88 
-0,24 

+0,09 
+  1,49 

+24,52 
—  178,88 

-31,29 
—2,87 
—  0.24 

-<,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

—0,56 
+0,38 
-0,85 
-0.10 

+0,57 
—  2,63 
—0,83 
-0,10 

d  by  OooqIc 


RekECMJII'NG  OER  IS  DES  .MONDTAFEL*  A*I,E\VAM>TES  StÖRI  N<.EV 


r»7 


2. 

0,0 
1,0 

-2^54 
—0,02 

+2^54 
+0,02 

—  1,-4 

0,-4 
4,-4 

2,  -4 

3,  -1 

*»  — ' 

-4-0701 

•4-0,07 
—  48,58 
—56,06 
-1-0,50 
—7,70 
—0,87 

—  0,07 
+  18,72 
+56,02 

+  1,94 

-7,66 
—0,86 

—2,-2 
—  4,-2 
0,-2 
4,-2 
».  2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

6,  -2 

-1-0,09 
+0,31 
-0,87 
-0,03 

+  0,06 
-2,2:» 
-4-3507,20 
+  6128,39 
-155,12 
-1-595,83 
+  48,95 
-»-3,32 
+0,22 

—  0,06 
+2,23 
—3495,87 
—6061,43 
—260,33 
+  593,50 
+  48,86 
+3,33 
+0,22 

—  1,-3 
0,-3 

4,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

*i  —  3 

5,  -3 

 .  

-1-0,02 
-0,06 

—0,07 
-1-128,61 
-«-405.77 

—9,09 
-4-38,96 

+3,51 

+  0,26 

+0,07 

—  128,27 

—  401,98 
-16,54 
+38,78 

+-V>| 
+  0,26 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 
i   i 

4  i  —  1 

+3.77 

+>  1 8,6«; 

—  0,37 
+  4,73 

+  U,  1  i 

—  3,77 
—  18,50 

—  0,73 
+  1,72 

-T- W,  1  / 

0,  -5 

1,  -5 

2,  -5 

+  0,10 
+0,73 
-0.01 

-0,10 
—  0,73 
—0,03 

44. 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

-0,24 
+0,08 
-0,21 

-0,06 

+  0,23 
0,00 
-0,21 

—  0.06 

0,-4 
4,-4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

—  0,01 

+  0,H 
+3.41 

+  15,95 
— i,  /0 

+  11,10 
+2.76 
+0,41 

-0,44 
—3,36 

-15,92 
— 0,28 

+  11,08 
+2,75 
+0,41 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

»,-r. 

• 

+0,36 
+  1,86 
—0.32 
+  1,25 
+0,37 

-0,36 
-1,86 
-0,01 
+  1,25 
+0,37 
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198. 

Die  nun  zufolge  der  Ausdrücke  des  Art.  1 86  auszuführenden  Mul- 
tiplicutionen  mit  £  sin  <p  und  ~  cos  q>  sind  sehr  einfach,  da  hier  hlos 

|  cos  9  =  —  |€  -I-  /"  cos/ 

•J-  sin  tp  =  /""  sin  y 

zu  sel/.en  ist.  Seien 

A=s2k  sin  (13  -+-  i' g'+  i"ro  i"W) 
Ä  =  2/  cos     +  »Y+ ft» -I- tV) 

irgend  zwei  zusammen  gehörige  Glieder  der  im  Vorhergehenden  gege- 
benen Facloren ,  dann  wird 

A  ^  sin  g>  +  B  -2-  cos  <jt  =        —  3e/  cos  (         ig  ■+■  r^'-f-  Tw  Tw') 

■+■  (  */""-t-  //" )  cos  ( — /-f-  ig  r^'H- "+"  •"»*) 
-+■  {— *f  -f-  /f)  cos  (   y+ig  +  tg'+  r«  -+-  f  w) 

und 

/?    sin  <p  -f-  A  y  cos  (f  =        —  3eß  sin  (         19  ■+-  fy'-*-  fco  ■+-  fco') 

-+-  (— //* -4-  */)  sin  (—/-l- 19  i'g'+  f  w  -+-  f  «') 
+  {  */)«»(    y+ig  +  tg  +  tto  +  r^ 

Je  zwei  der  obigen  Factoren  y  {/) ,  y  (/)',  etc.,  die  mit  einander  hier  in 
Betracht  kommen,  haben  die  Form  wie  A  und  B,  und  die  Mulliplicatio- 
nen  sind  daher  nach  den  vorstehenden  Formeln  auszuführen ;  nach  der 
ersten ,  wenn  das  Producl  eine  Reihe  von  Cosinussen ,  und  nach  der 
zweiten,  wenn  das  Product  eine  Reihe  von  Sinussen  bildet.  Ich  be- 
merke zu  diesem  Zweck ,  dass 

r=  1-0,001 8843 
/•  =  1  —  0.0011300 
3«  =  0,16470 

ist.  Zur  Abkürzung  ist  in  der  folgenden  Tafel 

(IX)  y(l)  i  «oV +  fcoi* 

(X)  =  -  y  {//)  {  sin  y  +  y  [II)'  A  cos  <p 

(X/)=-y  }(///)  -  2  ( V/) j  |  sin  <p  +  y  (///)'  ±  cos <p 
gesetzt  worden. 
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/  fi  9 

(IX) 

cos 

(*) 

sin 

(XI) 

.in 

j 

1 . 

0,0,(1 
-1,1,0 

+0^152 

—9,599 

-3547J204 

+  7090','684 

0,1,0 
-1,2.0 
1,0,0 

-1-0,808 
—0,162 
-1,844 

+292,665 
—  191,635 
—  0,834 

—585,030 
+388,910 
+  195,710 

1,9,0 

+0.015 
—0,088 
—0,207 

+  15,8(0 
-11,638 
—2,644 

—  .12,084 
+23,830 
+5,372 

o,3,o 

+0,007 
—0,009 
—0,012 

+0,960 
—0,752 
-0,124 

—  1,966 
+1,648 
+0,241 

0,-3,-1 

-»-0,01 

0,00 

0,00 

+0,01 
0,00 
0,00 

—0,02 
0,00 
0,00 

0,-2,-1 

-»-0,01 
-0,01 
—  0,05 

+0,16 
+  0,01 
-0,49 

-0,83 
+0,01 
+  0,28 

0,-1,-1 

-»-0,01 
—0,72 
—0,05 

+  0,51 
+  0,03 
—1,97 

—0,96 
+0.96 
+2,84 

0,0,-1 

—  0,01 
-0,32 

—  0,16 

+0,01 
-5,25 
—6,16 

—0,20 
+  11.26 
+44,67 

—0.93 

+:i,66 
+  1,44 

0,1,-1 

-»-0,02 
—  0,04 
+0,84 

+0,43 
-2,41 

—0,07 

0,2,-1 

0,00 
—0,03 
+0,03 

+0,20 
—0,23 
+0,02 

—0,30 
+  0,36 
—0,02 

t,-1 

0,00 
0,00 
+0,02 

+0,«:' 

0,00 
0,00 

—0,03 
0,00 
0,00 

0,-1,-2 

+0,01 

0,00 
0,00 

—0,01 
0,00 
0,00 

0,0,-i 

0,00 
-0,06 
—  0,06 

0,00 
+  0,12 
+  0,12 

0,1,-2 

+0,01 
-0,03 
-0,02 

-0,01 
+  0,06 

+  0.01 

2. 

0,0,-i 

+0,02 
—0,01 

0,00 

0,00 
—  0,02 
-0,02 

+0,02 
+0,03 
+0,0* 
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i-  ! 

AI           i  ! 

j  — ' ! 

i 

i 

I 

■    AfVA  £ 

-♦-0,0* 
-»-0,01 
-0,49 

+0,57 
—  0,04 

■  A*A4 

+  0,03 

—0,79 
—0,26 

A   Q           1  1 

0,2,-1 

0,00 
-0,07 
—0,50 

A    A  t 

—0,04 
+  0,74 
—0,45 

■   A  A  -* 

+0,07 
-0,50 
-0,37 

0,3,-1 

A    A  A 

0,00 

—  0,01 

—  0,03 

A     4\  f 

—  0,06 
+  0,40 
-0,04 

•    A    A  t 

+0,04  ! 

—0,08 

—0,04 

a         1  <3 

0,-1,-2 

i 

— 0,10 
-1-0,05 
+0,08 

+0,17 
-0,01 
-0,24 

A   ')  (k 

— o,jy 

—0,08 
+0,50 

0,0,  —  2, 

—  z,R4 

—  1,40 
+  4,89 

+  0,47 
+0,32 
-2,03 

—  4,7d 
+  4,06 
+  4,71 

AI  A 

0,1,-2 

—  4, 30 
—3,29 
+32,05 

1  IQ 

—  1 ,32 
—  71,35 
— 5,56 

•i  in 

—3,40 
+  404  ,26 
+57,5« 

0,2,-2 

■   A  AR 

+0,05 
+5,32 
+53,48 

+  o,81 
-58,54 
+  45,72 

+  43,76 
+  40,44 

A   •*  Q 

0,3,-2 

Alf 

— 0,4* 
+  1,38 
+2,85 

+  4,88 
-6,36 
+0,90 

— 3,60 
+  5,79 
+  0,22 

0,4,-2 

A     1  J 

— 0, 1  z 
+0,20 
+0,46 

+0,.j2 
-0,56 
+0.04 

—0,48 
+0,58 
+0,04 

0,5,-2 

n  AI 
—  0,01 

0,00 

+0,04 

,    A    A  1 

+  0,0* 
0,00 
0,00 

A  AR 

—  0,00 

T),00 
+0,01 

0,0,-3 

A    t  A 

—0,10 

-0,04 
+0,04 

■    A  AO 

+0,03 
+0,03 
—0,08 

A  Q  A 

—  0,z0 
+0,03 
+0,18 

ai  n 

0,1,-3 

—  0,28 
-0,24 
+  1,24 

—  0,09 
-3,47 
-0,37 

n  ai 
—  U,r  J 

+4,75 

+2,46 

0,2,-3 

0,00 
+0,34 
-1-3,50 

■  a  ac 

+  0.ZD 

-i,09 
+  4,04 

 n"Tn — 

—  0, 40 

+  3,12 

+2,73 

0,3,-3 

A  AO 

— 0,03 
+0,09 

+0,34 
-0,49 
+0,06 

—  o,1 4 
+0,42 
+  0,03 

0,1,-4 

— oyöf 

-0,02 
0,00 

0,00 
—0,40 
—0,02 

-0,04 
+0,16 
+0,40 

0,2,-4 

0,00 
-0,01 
+0,47 

+0,04 
—0,18 
+0,04 

—0,01 
+0,44  ; 
+0,44 

1 
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ü- 

0.1.— 4 

0*00 
—0,01 
-0,01 

0"00 
+0,01 
—0,02 

— 0"01 
+0,04 
0,00 

0  2.-4 

—0,01 
— 0^04 
0,00 

—  0  Ol 

—  1,25 
+0,03 

+  1,41 
+0,16 

0,3,-4 

0,00 
-1-0,15 

,4_o  in 

—2,00 
+0,17 

 A  i  i 

+  1,42 
+  0,18 

0.4  —4 

—0.01 
-»-0,07 
-1-0,02 

•4-0  17 

-0,88 
+0,10 

 0  12 

+0,56 
—0,07 

0,5,-4 

—0,01 
-»-0,02 
-»-0,02 

+0,07 
-0,09 
+0,01 

—0,05 
+0,02 
-0,02 

0,3,-5 

0,00 
0,00 
+0,02 

+0,01 
-0,23 
+0,01 

—0,01 
+0,16 
+0,02 

0,4,-5 

,0- 

0,00 
+0,01 

0,00 

+0,02 
-0,09 
+0,0* 

—0,01 

0,00 
+0,02 

Die  noch  übrigen  zwei  ähnlichen  Kunclionen  sollen ,  um  Wiederholun- 
gen zu  vermeiden ,  erst  weiter  unten  angesetzt  werden. 

199. 

Es  sind  jetzt  die  durch  die  Gleichungen  (65)  gegebenen  Coeffi- 
cienten  zu  berechnen.  Man  findet  leicht  zufolge  der  Gleichung  20;, 
dass  mit  ausreichender  Gennuigkeit 

-t-UP  +  MdQ 

(*)- W$      (3)  w 

+  MdP+OdQ 

wird,  und  ahnliche  Ausdrucke  für  dieselben  DitTerenlialquotienlen  von 
G,  2,  U  erhallen  werden,  wenn  man  unter  Ii,  Y,  Lt  M,  O  die  Functio- 
nen versteht,  die  im  Art.  40  so  bezeichnet  wurden.  Die  hier  erforder- 
lichen Producte  können  fast  alle  unmittelbar  aus  denen  der  ersten  Ab- 
handlung entnommen  werden,  weshalb  ich  sogleich  die  Resultate  ansetze. 
Zur  Abkürzung  habe  ich  die  folgenden  Ueberschriften  gewählt. 

-'(SO'  /7W£) 

und  ebenso  für  G,  1",  U. 


P.  A.  Hansen,  [62 


r.  .9. 9 


1. 

0,0,0 

~0.1,0: 
1,0.0, 


0,2,0 


+4';8i 

—  1.70 

—  4,8G 
+  1,99 
-0,99 

—  1,07 


cos 


0,3,0 


+  0.19 
-0,11 
—0,06 
+0,30 
-0.13 
-0,16 


0,1,-1 


-H),4i 
-0,63 
+  0,22 


+  0'.'1 
-1,7 

+ö,i 

0,0  ! 
-3,4 
+0,1 
-0.1 
-0,7 


K45 


0,1,-1 


,6") 
-0,34 
-0,31 


0,2,-1 


0,3,-1 


0,0,-2 


0,1,-5 


0,2,-2 


0,3,-5 


—  0,20 
+0,21 
+0,29 


+  6,12 
-2,26 
-5,38 


+0,73 
— 0,3Ü 
-0,34 


0,4,-2 


—  0,08 
+  1,06 
+  0,76 
+  37,97 
-25,21 
—  42,05 
— 456,65 
+  150,70 
+  459,36 
53 

,67 
+  16,70 


■0,2 
-0,4 
0,0 


+  0,1 
-0,1 
-3,6 


-2,73 
+  1,41 
+  0,80 


+2,1 
-0,1 
+0,5 

-25,3 
+0,1 
-25,2 


-0,2 
-0,3 
•306,5 

+ö;i 

0,0 
+8,3 


+0,2 
-0,1 

+  0,3 


+3,28 

+o7>o~ 


+0,12 


+0,17 


+0,18 


-0,22 
+  2,12" 


-1,2« 


(«Ol 


+3';2 

-3,0 
-1-7,4 

—  5,3 

—  1,5 

+  1,i 

=2:1 


+o, 


— 


+3,9 
-2,8 
-4,8 

+w  


+25,31 


-152,47 
-8,36 


—304,0 
+  154,0 
+152,9 

+8,4 
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2. 

0  f.— 3 

+2J20 

-1,55 
—2,48 

— 1*5 
0,0 
-1,5 

+  4?52 

+2^3 
-4,5 
-4,0 

0  2  —3 
0,3,-3 

 28  90 

-»-9!  80 
-»-28,28 

+0.1 

0,0 

+  1H.8 

—9,65 

—  19,3 
+  9,8 
+9,5 

—2,72 
-1-4  ,«5 
+  4,24 

0,0 
0,0 
+0,7 

-0,63 

-2,1 
+  4,2 
+  0,5 

0,2,-1 

—  4,28 
-1-0,44 
+  4.20 

-0,2 
0,0 
+  0,8 

-0,44 

-0,7 
+0,4 
+0.4 

11. 
0  2—4 

-4-0  54 
—0,60 
—0,04 

+  0,34 

O.3.— «4 

—  9,70 
-»-4,65 
+  4,98 

+0,4 
-o.l 
+3,2 

—3,17 

—6,9 
+  4,8 
+  1,8 

r  0  4—4 

—5,98 
+3,08 
+2,75 

—0,3 
+0,2 
+2,0 

—1,87 

—3,8 
+2,9 
+0,8 

0  5  —4 

—0,86 
+0,5» 
+0  18 

—0,18 

0,3,-5 

-4, (Mi 

+0,54 
+  0  54 

—0,35 

0,4,-5 

—0,79 
+0,44 
+0,36 

-0,22 

3. 

0  t  4 

—  1  24 

1,4.1 

+  0,84 
+  I.-If, 

—0,74 

0  2  t' 

+  4  0  75 
—3.' 25 
-44,48 

0,0 

0)0 

-7,8 

+3,60 

+7.1 

-3,3 
-3,7 

0  3  1 

•4-0  67 
—0,23 
—0,33 

+0  42 

1    VI  V  mt 

0,0,0 

—0,1 4 
—  1,55 
-0,13 

+0,4 
-0,4 
+0,2 

+  4,49 

—  4,4 
-1,1 
—0,3 

0,4,0 

—38,54 
+27,40 
+  44,(6 

+25,4 
+  4,9 
+27,4 

—25,67 

—38,2 
+48  i 
+  17,4 
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3. 

0,2,0 

+463?02 

—  152,51 

—  465,17 

+  1?4 

+0,5 
-310,5 

+154','82 

+307H 
—  153,0 
—154,7 

0,3,0 

+38,02  j 
-16,72 
—  16,98 

—0,1 
+0,2 
—8,5 

+8,44 

'  •+- 

+29,7 
-16,9 
-8,5 

0,4,0 

+2,76  ; 

—  1,43  ! 
-0,80 

-0,1 
+0,1 

-0,3 

+0,50 

-1,5 
—0,5 

o,i,— T 

-0,79 
+  0,65 
+  0,98 

-0,57 

<  «3 

""0,2,-1 

+  12,49 1 

—  4,32 
-11.71  | 

0,0 
0,0 
-7,8 

+  4,11 

+8,4 
-4,3 
-3,9 

"0,3,-1 

+  1,31 
-0,62 
-0,60 

+0,34 

J._ 

* 

i 

I 

0,-1,3 

+0,79 
—0,82 
—0,30 

.  . 

•  M 

0,0,3 

-0,46 
+9,17 
—9,19 

-0,2 
+9,0 
-9,1 

-0,16 

'  +■ 

-0,1 
+0,2 
+0,1 

0,1,3 

—  1,45 
+  0,56 
+  1,08 

•■'  ! 
1     "  * 

I 

0,-2,2 

+0,64 

-0,33 
-0,27 

+0,3 

;  -0,2 
;  —o,2 

,'  i'  ■ 

:  t  i»  • 

31 

0,-1,2 

+  12,28 
-12,57 
-4,34 

i  +12,3 
-12,5 
-4,4 

-0,05 

1       i  * 

o,o 

-0,1 
+0,1 

0,0,2 

-5,08 
+  155,74 
—  150,63 

-0,4 
+  153,7 
:  -151,6 

-1,55 

...  .  * 

-3,2 
+8,0 
+1,0 

0^,2 

—23,06 
+9,51 
+  17,60 

—  12,8 
+4,3 
+  16,0 

—3,36 

-6,9 
+  5,2 
+  1,6 

0,2,2 

-1,39 

.(IUI 

+0,19 

-0,1 
.  0  | 

0,0 

—0,25 

-1,0 
+0,7 

0,-1,4 

-0,15 
+0,t6 
+0,00 

1  t.«f+ 

;  *  *  - 

'  0,0,1 

— 

—0,09 
—1,28 
+  1,85 

- 

.  '.HM*. 

i  o^:*.+- 

\  a+,**  + 

m 

Ii 

4 
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_4. 

0,1,1 

—0*10 
+0,13 
-1-0,02 

• 

12. 
0,2,-2 

-0,85 
+0,72 
+0,39 

— 0?42 

0,3,-2 

+  10,18 
-4.85 

-5,32 

— o;i 

0,0 
-3,5 

+3,17 

+6','9 
-4,8 
-1,8 

0,4,-2 

+  5,60 
-2,95 
-2,32 

—  0,1 
0,0 
-1,5 

+1,72 

+4,0 

-2,9  ! 
-0,8  I 

0,5,-2 

+0,80 
-0,48 
—0,24 

+0,18 

0,3,-3 

+0,7? 
-0,36 
-0,36 

+0,24 

0,4,-3 

+0,i9 

-0,27 
-0,20 

+0,16 

13. 
0,0,-4 

+0,20 
-0,02 
—0,10 

»  i  ■» 

i    «1  i 

c  I . :  - 



0,1,-4 

»**  1 

Mm  J 

-0,43 
-1,45 
-1,02 

+0,4 
-1,8 
-1,2 

-0,30 

—0,5 
+0,3 
+0,2 

0,2,-4 

+6,20 
-7,32 

+0,1 
-0,5 
-5,3 

+2,02 

~+M 

-2,0 
-2,0 

0,3,-4 

+0,63 
—0,31 
—0,32 

+0,1 
-0,1 
—0,2 

+0,10 

+0,4 

"!»! 
—0,1 

r»  0.  0' 

m. 

sin 

sin 

Mb 
sin 

sin 

1. 

-1,1,0 

-305','42 

-306*,'i 

+<ro 

0,1,0 
-1,2,0 
1,0,0 

+35,72 
-13,64 
-30,34 

+25,3 
-8,5 
-28,6 

+3?5i 

+6,9 
-5,1 
-*,7 

0,2,0 

♦ 

+2,52 
—  1,28 
-0,93 

+  0,6 
-0,4 

-0,5 

-0,4C 

+«,4 

-0,9 
-0,4 
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4. 

0,3,0 

+0?22 
-0,13 
—0,06 

. 

i 

♦  p 

0,-1,-1 

—0,99 
-1-0,79 
+0,31 

— 0^12 

0,0,-« 

* 

-0,03 
-8,01 
-1-7,09 

oro 

-8,0 
+6,9 

-0,05 

o-o 

0,0 
+0,2 

0,1,-1 

+1,32 
—0,66 
-1,05 

+  0,18 

2. 
0,1,-1 

—0,13 
+0,09 
+0,15 

■ 

—0,17 

— -  — 

0,2,-1 

+5,48 
—2,08 
-4,77 

+0,3 
-0,1 

-3,2 

+1,87 

+3,3 

-2,0 
-1,6 

0,3,-1 

+0,67 
-0,33 
-0,29 

+0,17 

0,0,-2 

+0,33 
+  1,43 
+0,01 

+2,5 
+0,2 

—0,3 

—  1,15 

-1,0 

+M 

+0,3 

0,1,-2 

+38,16 
—28,93 
—45,43 

—  25,1 
—3,6 
—28,5 

+25,35 

+37,9 
-25,3 
—  16,9 

0,2,-2 

—457,37 
+149,82 
+458,06 

-0,7 

-M 

+305,2 

—  152,79 

—303,9 
+151,0 
-»-152,9 

0,3,-2 

—37,39 
+  16,42 
+  16,72 

+0,2 
-0,3 
+8,3 

—8,32 

—29,3 
+  16,7 
+8,4 

0,4,-2 

-2,73 
+  1,41 
+0,80 

+0,2 
-0,1 
+0,3 

-0,47 

-2,4 
+1,5 
+0,5 

0,1,-3 

+2,14 
-1,75 
—2,66 

-Ü 
—0,2 
-1,6 

+  1,50 

+2,3 
-1,5 
-1,0 

0  2—3 

—28  32 
+9,47 
+27,54 

+0.1 
-0,1 
+18,3 

—9,44 

—  19,0 
+9,6 
+9,2 

0,3,-3 

—2,65 
+  1,23 
+  1,18 

0,0 
0,0 
+0,7 

-0,64 

-2,1 
+1,2 

+0,5 

0,2,-4 

-1,24 
+0,42 
+  1,18 

0,0 
0,0 
+0,8 

-0,41 

—0,8 
+0,4 
+0,4 
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H. 
0,2,-4 

+o;5i 

—0,62 
—0,06 

+o;'3i 

I  0,3,-4 

-9,70 
+  1 

+4,95 

+0','6 
-0,5 
+3,2 

-3,24 

— 7';i 

+  5. 1 

+  1,8 

0,4,-4 

—5,98 
+3,08 
+2,75 

—0,3 
+0.2 
+2,0 

-1,89 

-3.S 
+  2,9 
+0,8 

0,5,-4 

—0,86 
+0,51 
+0,28 

—0,18 

0,3,-6 

—  4,06 
+0,51 
+  0,53 

—0,35 

0,4,-5 

-0,79 
+  0,41 
+0,36 

—0,22 

3. 

0,4,4 

—4,20 
+0,81 
+  4,36 

-0,70 

0,2,4 

+  40,75 
—  3,25 
—44,50 

0,0 
0,0 
-7,8 

+3,58 

+  7.1 

—  3.3 
-3.7 

0,3,4 

+0,66 
—0,25 
—0,33 

+0,4  3 

0,0.0 

—0,45 
-1,54 
—0,42 

o^ö" 

-0,3 
+0,2 

+  U  * 

-l.:< 

— M 

-0,3 

0,4,0 

—38,52 
+27,45 
+44,36 

+  25.1 
+  2,0 
+  27.3 

—  25,68 

-38,8 
+  25,5 
+  17.1 

0.2,0 

+  463.56 
—  452.46 
—465,44 

+4,3 

+  0.5 

—340,4 

+454,85 

+  3H7.1 
—  1 

-154,7 

0,3,0 

+37,98 

—  46,73 

—  46,97 

-0,4 
+o.e 

—8,5 

+8,44 

+  2'i.7 
—  1 6,9 
-8,5 

0,4,0 

+2.76 
-1,43 
—0,80 

-0,1 
+  0, 1 
—0,3 

+  0.50 

+2,4 
i 

-0,5 

0,4,-4 

—0,78 
+  0. 65 
+0,98 

—0,58 

0,?,-4 

+  12,48 
-1,34 
-41,71 

—0,4 
0,0 
-7,8 

+  4,10 

+8,5 
-1.3 
—3,9 
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3. 
0,3,-1 

+1:32 

—0,62 
—0,60 

I 

+0T33 

1 

4 

1 

4. 

0,-1,3 

-1-0,79 
-0,82 
—  0,29 

0,0,3 

—0,48 
+9,11 
-9,12 

-0:2 
+  8,9 
-9,2 

-0,17 

-o;'2 
+0.2 
+0,1 

0,1,3 

-1,45 

+0,56 
+  1,08 

0,-2,2 

+0,68 
-0,35 
-0,29 

+0,4 

-0,3 
-0,2 

+0,10 

+0,2 
-0,1 
-0,1 

0,-1,2 

+  12,63  ■  +12,4 
—  12,73  |  —12,6 
-4,16  -4,3 

+0,12 

+0,1 
-0,1 
+0,1 

0,0,2 

-5,06 
-Hl  55,1 6 
—  149,91 

-0,4 
+  153,2 
-150,9 

-1,55 

-3,1 
+2,0 

+  1,0 

0,1,2 

"—23,00 
+9,49 
+17,55 

-12,6 
+4,4 
+16,0 

-3,42 

-7,0 
+5,1 
+  1,6 

'  0,2,2 

-Mi 
+0,84 

+0.19 

-0,1 
+0,1 
0.0 

-0,23 

-1,1 
+0,7 
+0,2 

0,-1,1 

-0,15 
+0,16 
+0,09 

0,0,1 

—0,09 
—  1,28 
+  1,85 

0,1,1 

-0,12 
+0,12 
+0,02 

iL 

0,2,-2 

-0,87 
+0,73 
+0,39 

-0,42 

0,3,-2 

+  10,16 
—  4,84 
-5,31 

+0,1 

0,0 
-3,5 

-0,1 
-0,1 
-1,5 

+3,36 

+6,7 
-4,8 
-1,8 

+  4,0 
-2,9 
-0,8 

0,4,-2 
I  

+5,58 
—  2,96 
-2,31 

+  1,72 
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12. 
0,5,-2 

+  0*80 
-0,48 
-0,24 

+0"18 

r 

0,3,-3 

+0,74 
-0,35 
—0,35 

+0,24 

»,»,-3 

+0,53 
-0,27 
—0,24 

+0,16 

iL 
0.0,-i 

0,1,-4 

—  0,19 
+0,01 
+0,10 

1  1  - 

+0,4d 
+1,45 
+  1,09 

—0,4 
+1,8 
+1,3 
-0,3 
+0,6 
+5.3 

+0,30 

+0,5 
-0,3 
-0,2 

0,2,-4 

-6,41 
+2,63 
+7,36 

-2,1* 

-4,0 
+2,0 

1 

-0,61 
+0,34 
+0,29 

-0,1 
+0,1 
+0,2 

-0,10 

-0,4 
+0,2 
+0,4 

Ich  bemerke  hiezu ,  dass  in  den  beiden  vorstehenden  Tafeln ,  die  aus 
alteren  Rechnungen  stammen ,  die  Functionen  (4V),  und  (47),  direct  be- 
rechnet, und  die  Functionen  (G),  und  (G),  aus  den  drei  anderen  bezüg- 
lichen abgeleitet  worden  sind.  Nach  der  Berechnung  der  Producte,  die 
die  Gleichungen  (65)  erfordern,  erhalt  man  die  folgenden  Coefßcienten.*) 


y.  9>  9 

7\ 

cos 

(«0. 
cos 

(£?),» 

cos 

cos 

1. 

0,0,0 
—  1,1.0 

+  4*794 
—4,70 

+3?281 
—3,24 

+0*130 
-1,00 

+0*852 

0,1,0 
-1,2,0 
1,0,0 

+  10,48 
-5,24 
-4,86 

+2,61 
-1,34 
—  1,18 

+0,08 
+0,04 
-1,55 

+1,42 

0,2,0 

+1,99 
—0,99 
-1,07 

+0,21 
-0,12 

-0,05 

-0,08 

+0,12 
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1. 

0,3,0 

+0?49 
-0,H 
-0,06 

+o;o2 

—0,01 

■  f 

o,-4  ,-< 

+0,30 
—0,13 
—0,16 

+0,44 

—0,63 
+0,22 

+0,65 
-0,34 
-0,34 

+0,06 
-0,02 
-0,03 

-0J05 

+o;o4 

o,o,-« 

+0,36 
—  0,48 
-0,46 

+0,01 
—0,07 
—0,05 

+0,4  4 

'0,4,-1 

+•0,4  4 
—0,08 
-0,07 

-0,09 

+0,08 

2. 
0,1,-1 

—0,20 
+0,24 
+0,29 

+0,07 
—0,03 
—0,03 

< 

-0,04 

+0,04 

0,2,-1 

+6,12 
—2,26 
-5,38 

-0,46 
+0,03 
+0,03 

+0,04 

-0,05 

0,3,-1 

+0,73 
—0,35 
-0,34 

-0,06 
+0,03 
+0,03 

+0,03 

-0,03 

0,0,-2 

-0,08 
+  1,06 
+0,76 

—0,05 
—0,04 
+0,04 

—0,04 
+0,04 

0,1,-2 

+37,97 
-25,21 
-42,05 

—0,40 
+0,19 
+0,24 

+0,46 
+0,04 
+0,23 

-0,43 

0,2,-2 

—456,65 
+450,70 
+459,36 

-+-1,03 
—0,52 
-0,54 

-1,98 

+  4,96 

0,3,-2 

-37,53 
+  46,67 
+  46,70 

—0,20 
+0,44 
+0,40 

+0,02 

+0,04 

0,4,-2 

-2,73 
+4,40 
+0,80 

—0,04 
+0,02 
-1-0,02 

"+o,'oT~ 

+0,04 

0,4,-3 

+2,20 
-4,55 
—2,48 

—0,08 
+0,04 
+0,04 

-0,05 

"Mi-3 

—28,90 
+9,80 
+28,28 

+0,02 
-0,04 
-0,04 

-0,40 

+0,40 

0,3,-3 

-2,72 
+  1,25 
+1,21 

+0,05 
—0,02 
—0,02 

-0,04 

+0,04 

0,2,-4 

—  1,28 
+0,44 
+1,20 
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1  - 

MI 

-4-0  ""»  1 

-0,60 
—0,04 

—  0"37 
+0,24 
+0,17 

-4-0 "  1  t 
+  0.09 

 0'20 

^™  Oj  iU 

0  M  —  i 
u,j,  —  « 

— 't  To 
-»-4,65 
+  4,98 

—  4,00 
-1,41 

-1-0  09 
-4,47 

+  1  38 

w,»,  — « 

—  5  98 

(Ii  tfD 

+  3,08 
+2,75 

-4-  !  83 
-4,93 
-4,88 

-4,17 

+  1  20 

+o.5i 
+0,8« 

—  0,29 
—0,48 

-0,08 

-4-0  II 

0,3,-5 

-4,06 
+0.51 

+o.r,i 

+0,20 
-0,09 
-0,44 

-0,47 

+0,15 

0,4,-5 

—0,79 
+  0,44 
+0,3fi 

+0,54 
-0,26 
—  0,23 

—0,45 

+0,15 

3. 

0  1  < 

U,  1  ,1 

 I  91 

+o,si 

+  1.30 

+0,03 
+0,03 

—  0,05 
+0,09 

—  0  Ol 

i)  *  1 

_i_  1 1 1  -  , 

M/j  /  LI 

-3,25 
-11,48 

4.n  03 
—0,04 
—0,04 

— 0,03 

+  0.06 

—  0  03 

n  i  i 

u,a,i 

-4-0  67 
-0,23 
—  0,33 

-t-0  06 

-0,03 
—0,03 

—0,03 

-+-()  03 

1  VjVU 

0  0  0 

 n  Ii 

-1,55 
-0,13 

 n  03 

+0,02 
+0,01 

—  0  Uli 

+  0,05 
+0,04 

-4-11  Ol 

0,1,0 

—  .in,  .1  i 

+  27,40 
+  14,46 

-0,47 
-0,17 

—0  22 
-0,72 
+0,54 

+  0  io 

II  II 

-152.51 
—  465,17 

—  (  08 
+0,55 
+0,54 

—0.59 
+2,51 

 4  99 

0,3,0 
0,4,0 

-+-  !  s  02 
-16.72 
—  46/.»8 

+0  90 
—0,10 
—0,10 

+  0  05 
—  0,05 
—0,03 

—  n,o:l 

+  2,76 
-1.13 
—0,80 

+0,03 
—0,02 
—0,02 

0,4.-4 

—0,79 
+0,65 
+0,98 

+0,06 
—0,03 
-0,03 

—0,02 
—0,04 

+0,03 

0,2,-4 

+  12,49 
- 4,32 
-44,74 

+0,02 
-0,01 
—0,01 

—0,04 
+0,07 

-0,03 
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3. 

0,3,-1 

+1?31 
-0,62 
—0,60 

-o;o7 

+0,03 
+0,03 

"  4. 

+0?04 

-o;o4 

±_ 

0,-1,3 

M  v  ' 

+0,79 
-0,82 
—  0,30 

+0,02 
-0,01 

.  1 

—0,02 
+0,02 

•          r  f* 

+0,01 

0,0,3 

—0,46 
+9,17 
—9,19 

—0,32 
+0,15 
+0,16 

-0,05 
+0,16 

-0,10 

0,1,3 

~~Ö7-M 

—  1,45 
+0,56 
+  1,08 

-0,18 
+0,09 
+0,09 

+0,01 
+0,10 

-0,14 

+0,64 
—0,33 
-0,27 

+0,02~ 

-0,01 

-0,04 

• 

+0,02 

+  12,28 
-12,57 
—4,34 

+0,26 
—0,20 
-0,10 

—0,17 
+0,14 

-0,05 

+0,13 

n   a  A 

0,0,2 

—5,08 
+155,74 
-150,63 

—3,37 
+1,61 
+1,69 

—0,13 
—0,96 
+  1,98 

—0,87 

—23,06 
+9,51 
+17,60 

—2,94 
+4,48 
+1,40 

+0,08 
+1,45 

—  1,56 

A     A  £k 

0,2,2 

—  1,39 
+0,84 
+0,19 

—0,22 
+0,13 
+0,05 

+0,08 

-0,42 

0,-1,4 

—0,15 
+0,46 
+0,09 

+0,01 
-0,01 

0,0,1 

—0,09 
—1,28 
+1,85 

—0,06 
+0,03 
+0,03 

+0,02 

—0,02 

0,4,1 

-0,10 
+0,13 
+0,02 

—0,06 
+0,03 
+0,02 

-0,02 
+0,05 

-0,03 

12. 

0,2,-2 

—0,85 
+0,72 
+0,39 

+0,38 
-0,25 
-0,18 

—0,13 
—0,09 

+0,23 

0,3,-2 

+  10,18 
-4,85 
—5,32 

—2,18 
+1,02 
+4,12 

-0,09 
+  1,47 

-4,39  | 

0,4,-2 

+5,60 
—2,95 
-2,32 

—3,88 
+1,95 
+1,89 

+1,48 

-1,22 
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IS. 
0,5,-8 

0,3,-3 

+0','8O 
—0,48 
—0,24 

—0,5.1 
+0,29 
+0,48 

+0?08 

A"i  i 

—0,11 

-4-0,72 
-0,36 
—0,36 

-0,44 
+0,07 
+0,07 

.All 

+0,11 

— ö~To  ~ 

0,4,-3 

-»-0,49 
—0,27 
—0,20 

—0,36 
+0,48 
+0,47 

+0,14 

-0,44 

43. 
0,0,-4 

0,4,-4 

A    A  A 

+0,20 
—0,02 
-0,40 

+0,05 
—0,03 

.  A  An 

+0,0tf 
—0,02 
-0,07 

+0,06 
-0,06 
—0,04 

■    A  AI 

+  0,03 

A  IQ 
 (),  43 

-4,45 
-4,02 

.   A  AK 

+U,U5 

+0,74 
-0,78 

i   A  AO 

+U,IM 

0,8,-4 

+6,20 
-2,54 
—7,32 

+0,03 
—0,04 

-0,06 
+0,58 
—0,46 

-0,02 

0,3,-4 

+0,63 
-0,31 
-0,32 

—0,05 
+0,05 
+0,02 

9*  9 

4. 

-4,4,0 

sin 
-305?42 

sin 

sin 

(iyalM-B*) 

sin 

+0';09 

+2?98 

0,1,0 
-1,2,0 
4,0,0 

+35,72 
—43,64 
—30,34 

+3,49 

—  4,58 

—  1,60 

-0,22 
-0,06 
—  1,32 

+i;67 

0,2,0 

+2,52 
—  4,28 

-0,93 

+0,23 
-0,14 
-0,05 

+0,01 
-0,08 

0,3,0 

+0,22 
-0,43 
—0,06 

+0,02 
-0,02 

0,-4,-4 

—  0,99  j  —0,42 
+0,79  +0,07 
+0,31  +0,05 

+0,01 
+0,02 
+0,04 

-0,06 

0,0,-4 

—  0,03 
-8,04 
+7,09 

-0,04 
+0,01 
+0,01 

+0,01 
+0,40 
-0,07 

-0,01 
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4. 

0,4,-4 

+  1?32 
-0,66 
—  4.05 

+OT48 
-0,08 
—0,09 

+0?04 
-0,12 

+0,09 

2. 
0,4,-4 

—11,10 
+0,09 
+0,4  5 

—0,03 
-0,03 

+0,02 
-0,07 

+u,o* 

A  9  1 

0,2,-4 

+  0,»O 

—2,08 

.__-*•!!_ 

—  U,  WO 

+0,03 
+0,03 

+0,02 
+  0,02 

+0,03 

A  AI 

0,3,-4 

Art  9 

0,0,-2 

+  U,0  / 

-0,33 
—0,29 

A  Afi 
—  U,VO 

+0,03 
+0,03 

A  AI 

■   A  '11 

+  4,43 
+0,01 

—0,01 
—0,04 

■   A    I  1 

+  U,  1  1 

-0,09 
—0,08 

■  a  nc 
+  U,UO 

AI  0 

0,4,-2 

-28,93 
-45,43 

rt  ?9 

+0,45 
+0,40 

■  a  i)e 
+  U,  Zu 

+  1,46 
-4,32 

A  'IC 

—  U,oo 

a  9  9 
0,2,—* 

1^7  '-17 

+  4  49,82 
+458,06 

■  i  1 1 
+i ,  1 1 

—0,55 

-0,56 

A  J  1 

—  U,  1  •} 

+  4,16 
-2,96 

■    1  DO 

+  i  ,yn 

0,3,-2 

—  •>  /  ,o  V 

+46,42 
+46,72 

 A  91 

—  U,  ZI 

+0,41 
+0,14 

-0,09 
+0,08 
+0,06 

■  A  AI 

+v,u* 

AI  9 

0,*,— z 

9 

+  4,41 

+0,80 

— u,u<j 
+0,03 
+0,02 

A4  3 
U,1,—  6 

0,Z,— .1 

+Z,1  * 

-1,75 
—2,66 

 A  A7 

+0,04 
+0,04 

.  A  AI 

+  0,44 
—0,06 

+0,14 
-0,24 

—  0,04 

 A  AC 

9fi  19 
—  ZÖ,i>Z 

+9,47 
+  27,54 

i  n  na 
+  V,UI 

—0.04 
-0,04 

■  A  in 
+U,  1  v 

0,3,-3 

-2,65 
+  4,23 
+  4  18 

+0,06 
—0,02 
—0,02 

+0,04 

0,2, -4 

-4,24 
+0,42 
+  4.18 

'  -Mg-  -= 

44. 
0,2,-4 

+0,54 
—0,62 
—0,06 

—  0.37 
+  0,24 
+  0,47 

-•-    »  - 

+0,12 
+0,03 
+0,09 

-0,20 

0,3,-4 

—9,70 
+  4,60 
+4,95 

+  2,45 
-4,00 
-4,44 

+0,09 
+0,03 
-4,46 

+1,37 
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Ii. 

0  4—4 

"1*1  * 

—  5"98 
-1-3,08 
+2,75 

+3','84 
—  1,93 
-1,87 

+o;oi 

-1,17 

+i';2o 

0  5  —4 

—0,86 
+0,51 
+0,28 

+0,51 
—0,30 
-0,18 

+0,20 
—0,09 

—  U,  1 1 

-0,08 

+0.11 

0,3,-5 

—  1,06 
+0,51 

+0,01 

—  U,  1  D 

+0,15 

0,4,-5 

i 

-0,79 
+0,41 

.   A  Off 

+0,ob 

+0,50 
-0,25 
-0,23 

—  U,  1  o 

+0,15 

3. 

0  1  1 

—  1  20 
+0,81 
+1,36 

—0  07 

VjV' 

+0,03 
+0,03 

—0,04 
+  0,09 

—0  04 

0  2  1 

+10  75 
-3,25 
—  11,50 

+0,03 

-o|oi 

-0,01 

—0,03 
+0,06 

—0  03 

0  3  1 

+0  66 
-0^25 
-0,33 

+0,06 
-0,03 
-0,03 

-0,03 

+0  03 

0  0  1) 

 0  45 

— 1*54 
-0,12 

—0,03 
+0,02 
+0,01 

—0,06 
+0,05 
+0,04 

—0,20 
-0,73 
+0,54 

+0  01 

0  1  0 

—38  52 
+27,45 
+44,36 

+0  33 
-0,17 
—0,17 

+0.40 

0  2  0 

•4-i63  56 

I    ▼  V  V  j  »JV 

-152,46 
-465,14 

—  1  08 

+0,55 
^1-0,54 

+0  20 
-0,10 
-0,10 

+0,06 
—0,58 
+2,51 

—  1,99 

0  3  0 

+37,98 
—  16,73 
-16,97 

+0,05 
—0,05 
+0,03 

—0,03 

ovo 

+2  76 
—  1,43 
—0.80 

+0,03 
—0,02 
—0,02 

0  1  — 1 

—  0  78 
+0,65 
+0,98 

+0,06 
-0,03 
-0,03 

-0,02 
-0,01 

+0  03 

0,2,-1 

+12,48 
—4,31 
-11,71 

+0,02 
—0,01 
-0,01 

—0,04 
+0,07 

-0,04 

0,3,-1 

+1,32 
-0,62 
-0,60 

-0,07 
+0,03 
+0,03 

+0,04 

-0,04 
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4. 

0,  — 1,9 

-0,82 
—0,29 

+u,  vz 
-0,04 

— 0^02 
+0,02 

44  m 
+  U,01 

n  A  '1 
0,0,4 

— U,  *o 

-1-9,44 
-9,42 

-0,32 
+0,44 
+0,45 

-0,05 
+0,46 

A  1  A 

—  0,40 

0,1,3 

1  i*. 
—  1 ,  *0 

-4-0,56 
-4-4,08 

—  U,  1  o 

+0,09 
+0,09 

+0,04 
+0,40 

All 

-0,4  4 

A       9  9 

0,  — z,X 

-0,35 
—0,29 

■  n  na 
4-U,UZ 

-0,04 
-0,04 

.   ,  9A 

—0,20 
—0,40 

.  - 

.  A  A9 

+0,02 

A  19 

0,— 1,1 

■   IQ  Ct 

—  42,73 
—  4,46 

A  1  1 
—  U,l  1 

+0,43 
-0,05 

.  n  i  o 
+  U,1  o 

o,o,* 

K  AA 
—  0,UO 

+  455,46 
—4  49,94 

— 9}«i 

+  1,64 
+4,70 

A  1  0 

-0,97 
+4,96 

A  BR 

0,1,2 

94  AA 

+9,49 
+47,55 

9  Ol 

— z,94 
+  4,48 
+4,40 

+4,45 

1  1R 
—  1 ,00 

A  9  9 

0,5!,* 

— 1,41 
+0,84 
+0,49 

A  99 
—  U,ZZ 

+0,43 
+0,05 

+0,08 

A  ja 

— Ü,1X 

0,-1,1 

A  1  K 
—  U,1  O 

+0,46 
+0,09 

+0,04 
-0,04 

0,0,4 

-0,09 
-4,28 

.   t  OK 

+  4 ,85 

-0,06 
+0,03 

.  A  A'l 
+U,IM 

+0,02 

V 

0,02 

Mi« 

-0,42 
+0,42 

.  n  a9 

—0,05 
+0,03 

.  n  A9 

-0,02 

.  n  ritt 

+0,05 

  J 

42. 

A  9  9 

A  Q1 
— U,o/ 

+0,73 
+0,39 

i  n  in 

-0,25 
—0,48 

n  I« 
—  U,1  o 

-0,01 
-0,40 

.  n  OQ 
+0,*d  | 

A  Q  9 

■  in  je 
+  1u,10 

-4,84 
-5,34 

9  1« 

—  z,  i  o 

+4,02 
+4,42 

A  AO 

—0,04 
+4,47 

1  IQ  1 
—  4,39 

0,4,-2 

+5,58 
-2,96 
-2,34 

-3,88 
+4,95 
+  4,89 

—4,22  ! 

f 

0,5,-2 

+0,80 
-0,48 
-0,24 

-0,53 
+0,29 
+0,48 

+0,08 

-0,44 

0,3,-3 

+0,74 

3S 

-0,44 
+0,07 

-0,40 
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42. 
0,4,-3 

I 

+0?53 
—0,27 

A    LI  i 

-0?36 
+0,48 
+  0,1  / 

*    A*  1  A 

+  0?11 

— 0744] 

43. 

Art  1 

0,0,-4 

A  IA 

—0,49 
+0,04 
+0,40 

A  AK 

— 0,0o 
+0,03 

A    A  f* 

—0,06 
+0,05 
+0,04 

A  AI 

—  0,03 

0,1,  —  » 

+»,•«1 

+  4,45 
+4,09 

 A  AQ 

— U,  U» 

+0,02 
+0,07 

—  U,Uu 

-0,72 
+0,78 

A  A4 

— W,Uo 

» 

0,8,-4 

-6,44 
+2,63 
+7,36 

—0,03 
+0,04 

+0,06 
-0,57 
+0,47 

+0,02 

|  0,3,-4 

-0,64 
+  0,34 
+  0,29 

■     1  • 

+0,04 
-0,05 
-0,02 

Hiemil  ist  die  Berechnung  der  Coefficienten  von  ./P  und  JQ  in  dz/H^ 
abgemacht,  da  sie  aus  der  Summe  der  Glieder  der  beiden  letzten  Tafeln 
bestehen. 

200. 

Es  ist  jetzt  nur  noch  Ein  Coeflicient  des  Ausdrucks  von  dJW9  zu 
berechnen,  und  zwar  der  von  rijz,  nach  der  Gleichung  (66).  Durch 
den  Ausdruck  (20) ,  und  mit  bioser  Aufnahme  der  mit  ndz  multiplicirten 
Glieder  von  H  und  N  erhielt  ich  die  folgenden  Coefficieuten. 


r 

I     i  «* 

xm* 

cos 

cos 

TOS 

HdP 

cn.s 

NdQ 

POS 

MV 

0,0,0 
-4,4,0 

+ioo;2o 

-96,77 

+o:oi 

-0,04 

— o;'oü 

+0,07 

— 0?09 
+0,13 

-o;'09 

+  0,12 

0,1,0 
-4,2,0 
4,0,0 

[7  U„ 

1  .... 

+238,97 

—  121,9.1 

—  1  13,83 

"+0,05 
—  0,03 
-0,02 

-0,11 
+  0,11 
+  0,02 

+0,03 
-0,04 

+0,01 
-0,01 
-0,05 

0,2,0 

+27,24 
-16,32 

—  7,53 

+0,02 
-0,04 
-0,01 

-0,05 
+0.05 
+0.01 

0,3,0 

p 

T- 

+2,48 
-1,64 
-0,50 

.i*  <• 

1 

—  0,01 
+0,01 

4  k  . 

•  + 

o,- 

■  2,-4 

— o;o7 

Bf  o 

+0,03  | 

+  1,06 
-0,29 
-0,67 

+0,4  7 

*  1  J 

 . 

78 


P.  A.  Hanse*. 


[78 


1. 

o.-i.-i 

— 2?41 
■+-2.4054 
-HO. 80 

+9^86 
—  4.5106 
-5.14 

—0*79 
+0.1940 
+  0,60 

+0',0021 

-  0^0001 

-o;oou 

0.0.-1 

-39. 17.il 
+  29,1754 

+  1  4,7740 
-0.9115 
-7.4216 

—  0.0364 
-0.1631 
+  0,1995 

—  0.0136 
+  0.0083 
+0.0079 

—  0.0127 
—0,0043 
+  0.0213 

—0.013;) 
-0,0027 
+0,0207 

0.1.-1 

+3.41 
-0.80 
-3.4054 

+  19,51 
-9.90 
—  9,3739 

+0.80 
—  0.62 
-0,1  S60 

« 

+0,0024 

-0.0064 

-0,0049 

0.3.-1 

+0.07 
—  0.0:3 

0 

+  3.43 
-1.41 

-0,70 

+0.37 
-0.31 
—0.06 

l 

0,-1.-3 

- 

-0.13 
+  0.13 
+  0.04 

+0.36 
 §  f  s 

—  0, 1 8 

—  0.05 
+0,01 
+0|04 

1 

1 

1 



0,0,  —  3 

-1.17 

+i;i7 

+  0,76 
-0.41 

-0,45 

—  0.03 
+  0,03 

1 

1 

Ö,C-2 

-♦-0.13 

-0.04 
-0,12 

+  0,93 
-0,44 
-0,44 

+0,08 

-0,05 
—0.02 

+ 

*  j  t 

• 

~ö,o;^3 

0 

-0,05 
+0.O5 

T 

KU*! 

IL* 

0,1,0 

•■»..  , 

4  _ 

l '  ' 

+  0.06 
—0^03 
—0.03 

—0,03 
+  0,01 

+0.01 

■ —  — •- 

■ 

»  r 

l 

■  .-Ii, 

i.W  « ^ 
vi  ir* 

- 

0,3.0 

+0,22 
-0. 1 1 

—0,05 
+0,03 

,    "1  ■  i  *  1 7 

-0,11 

+0.01 

-  r  -, 

o,oT-i 

0 

—  0,13 
—0,04 

—  0,09 
+0.18 

-0.06 

—  0,20 
+0,05 
+  0.15 

1 

d 

0,1,-1 

-3,63 H 
+3,43 
+  4,04 

+  4.37 
-0.71 
-2,58 

—  0,03 
—0,05 
+0,08 

—0,02 

+0,01 

+0.01 

1 

1  u 

0,3,-1 

+  43,84 
-14,48 
—  44,  oo 

+33, K8 

—  16.59 

—  1 6,83 

+0.21 
-0,18 
-0,04 

—0,02 
+  0.03 

+0,13 
—  0.04 
-0.12 

M  ^ 

0,3,-1 

+3.61 

-1,60 
—  1,61 

-*-7  8h 
—  4.39 
—3.10 

-»-0  13 

—0,09 
-0,03 

—  0  03 
+0.02 

4  V  •  1 

1 

-4 

0,4,-1 

+0,30 
-0,14 

— o!o8 

+  0^9  2~ 

—  0,56 

—  0.24 

"+M4" 
-0.08 
-0.16 

+0.02 
-0,02 

•  • 

0,-1,-3 

-^0735- 

-0.36 
+0,14 

-0,47 
+0.09 
+0,37 

♦ 

<«t    ■  1 
■ 
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2. 

0,0,-2 

0 

+29?04 
+9,26 

+i;5o 

-0,70 
-0,78 

— 3?00 
+0,80 
+2,16 

-0^02 
+0,02 

-0?02 
+0,02 

0,1,-2 

+864,47 
—574,80 
-962,10 

+2,19 
—  1,04 
-1,10 

—0,15 
—0,83 
+  1,12 

+0,02 
-0,03 

+0,04 
+0,01 
-0,02 

0.2,— 2 

—40435,47 
+3446,97 
+  10488,15 

+3,60 
-1,79 
-1,72 

+0,77 
-0,40 
-0,29 

+5,97 
-4,65 
-1,29 

+0,01 
-0,03 
+0,02 

+0,16 
—0,08 
-0,13 

0,3,-2 

—859,70 
+379,93 
+383,61 

+3,58 
-2,71 
-0,85 

-0,02 
+0,01 
+0,02 

0,4,-2 

-62,91 
+32,62 
+  18,41 

+0,30 
-0,18 
-0,12 

+0,65 
-0.51 
-0,12 

0,5,  -2 

-4,49 
+2,58 
+  1,01 

+0,08 
-0,07 
—0.01 

0,0,-3 

0 

+2,56 
+0,81 

+0,29 
-0,20 
-0,10 

~— Ö726 
+0,07 
+0,19 

0,1,-3 

+76,22 
-50,67 
-84,83 

-2,12 
-0,42 
+1,43 

—0,01 
—0,10 
+0,13 

+o;'02 

-0,01 
-0,01 

0,2,-3 

-920,06 
+303,91 
+924,71 

-33,23 
+16,15 
+  16,59 

+0,75  " 

—0,59 

—0,16 

+0,02 
-0,02 

-0,11 
+0,04 
+0,41 

+0,01 
—0,01 
-0,01 

0,3,-3 

-75,80 
+33,49 
+33,82 

-9,78 
+5,23 
+  4,06 

+0,52 
-0,39 
-0,13 

+0,02 
-0,02 

0,4,-3 

-5,55 
+2,87 
+1,62 

—1,16 
+0,72 
+0,32 

+0,09 
-0,07 
-0,02 

0,1,-4 

+4,14 

-2,75 
—  4,62 

-0,25 
+0,01 
+0,16 

+0,01 
—0,01 
-0,01 

0,2,-4 

—50,03 
+16,52 
+50,28 

-3,33 
+  1,64 
+  1,64 

0,3,-4 

-1,12 
+1,82 
+1,84 

-0,99 
+0,51 
+0,42 

+0,01 
—0,01 

M.-B 

-2,48 

+0,73 
+  2,19 

-0,43 
+0,10 
+0,10 
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44. 

0  2  —3 
u,z,— j 

—0*30 
+0,23 
-1-0,40 

-4-0"  10 

Villi 

—0,04 
—0,03 

v,<»,  — 

-1,06 
—  1,18 

—  0,57 
—0,20 

0  4  —3 

-4-4  92 

—0,98 
—0,90 

-*-0  57 
-0,43 
-0,43 

u,i,  — * 

•4-0  02 
-4-0,40 
-0,14 

0  2   i 

■4-  H   i  () 

—  43,34 
—  4,40 

-»-0  01 

-0,02 
—0,01 

-4-0"  03 
-0,02 

0  1   i 

—224  06 
+  405,76 
+  4  43,42 

_i_n  17 

—0,10 
—  0,04 

•4-0  09 
-0,09 
—  0,01 

—  0'/04 
+0,01 
+0,04 

-4-0"04 
—0,01 
—0,04 

0  4  —  i 

u,»,  — § 

 136  22 

+69,96 
+62,74 

-0,11 
-0,04 

4-0  08 
—0,09 
-0,01 

+  0,09 
-0,03 
-0,09 

 0  09 

+0,03 
+0,09 

0  S  —4 
u,o,  — * 

—  49  46 
+  41,46 
+  6,40 

-4-0  04 

—0,03 
—0,01 

-4-0  03 
-0,04 

0  6  —4 

—2  02 
+  4,28 
+0,48 

u,z,— o 

-1-4  58 

-4,82 
-0,15 

—0  06 
+0,01 
+0,02 

—29  20 
+  13,82 
+  15,01 

—0  74 
-f-0,53 
+0,19 

-4-0  01 

-0,02 

0  4  —5 

—21  13 

+  10,80 
+9,72 

+0,45 
+0,14 

+0  0  4 

-0,01 

+0,08 
—0,01 
—0,02 

—0,02 
+0,01 
+0,02 

0,5,-5 

—3,02 
+1,76 
+0,98 

-0,17 
+0,13 
+0,04 

0,3,-6 

—2,28 
+1,18 
+1,49 

-0,11 
+0,08 
+0,03 

0,4,-6 

-4,89 
+0,97 
+0,94 

—0,10 
+0,07 
+  0;02 
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r.  9. 9 

/dO,\ 

cos 

\  dgdg  /  " 

COS 

CO» 

Hilf 

cos 

cos 

i 

0,0,0 
-«,«,0 

+6^44 

—36,59 

— 0?01 

+0^06 

+o;*06 

<M,0 
-i,2,o 

+3,32 
—  1,00 
-78,13 

-0,01 

-0,02 

+0,01 
+0,01 
-0,03 

0,2,0 

+0,10 
-0,02 
—  3,61 

-0,01 

—0,01 

0,3,0 

0,00 
0,00 
-0,19 

+0,01 
-0,13 

0,-2,-« 

0 

4-0,03 

+0,03 

+o,oV 

+0,13 
-0,01 

0,-1,-1 

-2,41 
+2,41 
+0,80 

+0,25 
-3,19 
-0,07 

0,0,-1 

0 

-29,18 
+29,18 

~  +0,79 
—2,49 
-2,84 

+0,08 
-0,07 

—0,01 
+0,03 

—0,01 
+0,02 

0,1,-1 

+2,41 
-0,80 
-2,41 

+  0,24 
—  0,08 
-6,38 

—0,01 
+0,01 
-0,14 

0.2,-1 

+0,07 
—0,03 

o 

-0,12 
+0,12 
•4-0,04 

+0,01 

-0,01 

-0,35 

"+Ö,02~ 

-0,11 

-0,03 

0,-1,-2 

+0,01 

0,0,-2 

0 

-1,47 
+  1,47 

+0,03 
-0,17 
-0,19 

+0,01 
-0,01 

0,1,-2 

+0,12 
-0,04 
-0,12 

+  0,01 
—  0,20 

—0.01 

2. 

0,0,-1 

-0,20 
-0,01 
-0,01 

+0,13 
-0,04 

+0,03 

0,1,-1 

+2.42 
0 

+2,43 

+0,92 
+0,27 
-1,57 

+0,02 
-0,02 

0,2,-1 

+0,07 
0 

-29,10 

+0,13 
+  0.15 
-11,13 

+0.01 

-O.Oi 

-0.08 

—  0.i»8 
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2. 

0,3,-1 

_  .  .  , 

o  1 

0 

— 0T81 

-  — -  — 

+o;oi 

-1,86 

-O702 

•  •      ■  s 

0,-1,-2 

— 0,21 
-0,22 
+0,05 

—0,01 
-0,04 

+0,04 

0,0,-2 

+47,61 
+2,65 
+2,64 

+0,02 
—0,54 
+0,08 

+0,03 
+0,45 
-0,01 

—  0?02 
—0,02 

— 0"02 
-0,02 

0,1,-2 

-577,26 
+0,07 
—577,26 

+0,13 
—0,61 
—0,15 

+0,05 
+0,41 
-0,40 

+0,01 
-0,03 

+0,01 

0,2,-2 

—  15,84 
0 

+6999,14 

+0,07 
-0,17 
—  1,03 

+0,01 
+0,11 
-1,08 

-0,03 
+0,02 

—0,03 
-0,08 

~m;=2 

—0,65 
0 

+  191,99 
—0,03 
0 

+7,90 

+0,01 
-0,01 
-0,17 

+0,01 
-0,52 

+0,02 

0,4,-2 

-0,08 

1 

-0,06 

0,5,-2 

0 
0 

+0,39 

• 

1 

0,0,-3 

+4,20 
+0,23 
+0,23 

—0,08 
—0,04 
+0,01 

+0,04 

0,1,-3 

—50,90 
+0,0« 
—50,90 

—0,91 
-0,38 
+0,91 

+0,01 
+0,05 
-0.05 

0,2,-3 

"— M0~ 
0 

+617,09 

—0,17 
-0,20 
+  11,03 

+0,02 
-0,13 

+0,08 

0,3,-3 

—0,06 
-0,01 
+  16,93 

-0,01 
+2,51 

• 

-0,08 

0,4,-3 

0,00 
-0,01 
+0,70 

0,1,-4 

—2,77 
+0,01 

_9  7fi 

—  *,  IV 

—0,09 
—  0,02 

TU,  T  1 

0,2,-4 

—0,07 
0 

+33,55 

-0,02 
-0,01 
+  1,10 

+0,01 

0,3,-4 

Ö 
0 

+0,92 

+0,26 

■ 

1 
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2. 

0,2,-5 

— oroi 
o 

-1-4,46 

 ..  

44. 

0,1,-3 

-»-oror, 

0,00 
-0,78 

+o;ö4 

-0,43 

 * 

0,4,-3 

0 
0 

—0,59 

-0,09 

0,*,-4 

-6,25 
0 

—0,70 

-0,03 

0,3,-4 

—3,35 
-0,04 
-1-75,67 

+o;o3 

-0^03 

0,4.-4 

-0,27 
0 

+  40,49 

-0,02 

-0,06 

+0,06 

0,5,-4 

—  0,0« 
0 

+3,27 

0,2,-5 

-0,R3 
0 

-0,1» 

-0,04 
+0,04 

0.3,  5 

-0,53 
0 

+  10.04 

—  0.04 
+  0,42 

0.4,-5 

_0, 0  4 
0 

+  6,39 

+0,40 

-0,04 

+0,04 

0,3,-6 

—  0,04 
0 

+0,78 

+0,02 

0.4,-6 

0 
0 

+0,58 

+0.04 

0.  9 

G?) 

cos 

CO* 

cos 

HdP 

cos 

NdQ 

cos 

4. 

0,0 
1,0 

2,0 

3,0 

+30^28 
+  76,82 
+5,70 
+  0,36 

+0','04 
+0,03 
+0,04 

-0?04 

-o;o3 

6* 


Digitized  by  Google 


P.  A.  Hanskn, 


—2 

—  4 

—4 

-i 

0, 

— i 

4, 

— i 

2 

-4 

~4, 

— sf 

-2 

4, 

-2 

+0:2 1 

-1-3,09 
+4,5434 
-1-6,30 
-1-0,50 


+0,4  4 
-1-0,26 
-1-0,29 


-0?05 

-0,26 

-0,0119 

+0,26 

-1-0,07 

-0,01 

-♦-0,02 


-0-;0044 


-0;0045 


2# 

^  0 

2,0 

+0,07 

-0,02 

0,-1 
1   1 

2,  -1 

3,  -1 

4,  -4 

-t-0','11 

—  X,»Z 

+  14,63 
+0,80 
+0,04 

—0,1 3 

1  i  na 
-t- 1 ,  \)Z 

+  41,18 
+2,16 
+0,16 

-0,07 
— 0,01 
-1-0  06 
+0,05 



-i-O  04 

+0,05 

—  1,-2 
0,-2 
4,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

+0,17 
—26,45 
+577,19 
-3483,74 
-194,33 
—10,50 
—0,60 

-0,04 
+0,46 
+0,62 
+  M8 
+0,21 
+0,08 

—0,10 
—0,93 
—0  07 
+  1,94 
+  4,05 
+0,14 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

—2,33 
+50,89 
—307,15 
-46,87 

—0,93 

+0,1 4  ~ 
—0,26 
-44,00 
-2,80 
-0,22 

~~  —0,08 
—0,03 
+0,25 
+0,13 
+0,01 

-0,04 

<,-4 

2,  -4 

3,  -4 

+2,77 
—  16,70 
-0,92 

-0,03 
-4,44 
-0,26 

2,-5 

-0,73 

-0,04 

11. 

2,  -3 

3,  -3 
*,-3 

—  0,43 
+0,73 
+0,50 

+  0,03 
+0,26 
+0,10 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

+6,96 
-72,36 
-42,32 
—  4,46 
—0,38 

+0,04 
+0,06 
+0,04 
+0,04 

+0,03 

-0,03 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

+0,92 
-9,54 
—6,65 
-0,74 

^ÖTÖl 
-0,25 
—0.48 
—0,04 

3,  -6 

4,  -6 

—0,78 
-0,54 

—0,03 
-0,02 
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f 

\nd2  J 

cos 

(,.";-) 

\nd2  / 

CO«. 

COS 

( 'i  > 

\nas  J 

cos 

i 

0.0,(1 
-♦,1,0 

+ioo;oo 

—96,49 

+6t4  4 
—36,48 

+  30/22 

+63,'34 
—  60,04 

0,4,0 
-4,2,0 
4,0,0 

-1-238,98 
-421,88 
—  4  43,94 

+  3,33 
—0,99 
-78,49 

+76,85 

+458,80 
—  420,89 
—35,75 

0,2,0 

-46,31 
-7,53 

+0,40 
-0,02 
—3,63 

+5,74 

+21,40 

—  16,29 
—3,90 

0,3,0 

-»-2,47 

-4,63 
—  0,50 

-0,49 

+0,36 

+2,44 
-4,63 
-0,34 

0,-2,-4 

-»-0,77 
-0,24 
-0,47 

—0,06 
—0,40 
+0,03 

+  0.|l, 

+0,67 
—0,44 

-0,50 

0,-4,-4 

+6,66 
-  4  ,9406 
-3,74 

—  2,45 
—0,65 
+0,72 

+2,83 

+5,98 
—  4,26 
-4,46 

0,0,-4 

+  4  4,6978 
—36,2473 
-»-22,0032 

+0,79 
-31,61 
+26,32 

+  4,5223 

+9,39 
—4,64 
-4,32 

0,4,-4 

+22,78 
-41,32 
-4  4,9748 

+2,64 
—0,87 
-8,93 

+6,56 

+  43,52 
-40,45 
—3,04 

0,2,-4 

+2,76 
—  4,65 
—0,76 

+0,08 
—0,04 
—  0,38 

+0,57 

+  2,44 
-4,64 
-0,38 

0,-4,-2 

+0,49 
-0,05 
-0,40 

—0,10 
+0,02 
+  0,04 

+  0,1.» 

+0,19 
—0,07 
-0,14 

0,0,-2 

+0,76 
—  4,90 
+  1,04 

+  0,03 
—  1,63 
+4,27 

+0,26 

+0,47 
—0,27 
—0,23 

0,4,-2 
•,4>,-8 

+  1,42 

-0,53 
—0,58 

+0,43 
—0,04 
—  0,33 

+0,31 

+0,68 
—0,49 
—  0,25 

0 

-0,05 
+0,05 

0 

—0,05 
+0,05 

0 

0 
0 
0 

2. 

0,4,0 

+0,04 
-0,02 
—0,02 

+0,02 

0,2,0 

+0,47 
—0,08 
—0,40 

+0,05 
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2. 

0,0,-1 

— 0?29 
+0,4  4 
-f-0,05 

—0*07       — o;o9 

—0,02 

—0,04 

— 0?13 
+0,13 
+0,06 

■4-0,69 
-1-1,55 

+3,34 
+0,29 
+0,84 

-1,44 

-1,24 
+1,38 
+0,71 

0,2,-1 

+78,03 
-31,27 
-61,05 

+0,20 

■  Ali* 

+0,16 
—  40,66 

+25,91 

+51,92 
-31,43 
—20,39 

0,3,-1 

-»-14,57 

-5,96 
-4,74 

>    A    A  1 

+0,01 
-2,69 

+3,01 

+8,56 
—5,97 
—2,05 

-1-1,00 

-0,72 
—0,29 

0,4,-* 

H-<  ,«0 

-0,72 
-0,32 

-0,03 

+0,20 

0,-1,-2 

-0,48 
-0,35 
-1-0,35 

-0,22 

—  Ö,XX 

+0,05 

+0,03 

-0,23 
-0,13 
+0,30 
—22  24 
+26^58 
+8,01 

0,0,-2 

-4,50 
+29,10 
-1-10,68 

+  47,66 
+2,52 
+  2,67 

-26,92 

0,1,-2 

t 

-1-866,54 

—576,66 
—962,13 

-577,08 

A    J  1 

—  0,1 1 
-577,84 

+577,73 

+865,89 
-576,55 
-384,29 

0,8,-2 

-10425.73 
-1-3440,42 
-»-10485,03 

-15,76 

—  0,1  2 

+6996,97 
-0,64 

+  191,32 

—3480,57 

-6929,40 
+3440,54 
+3488,06 

0,3,-2 

— 855,37 
-1-376,83 
-1-382,49 

-190,07 

—664,66 
+376,83 
+  191,17 

0,4,-2 

—64,96 
+34,93 
+  48,47 

-0,03 
+  7,76 

-10,38 

-51,55 
+31,93 
+  10,41 

0,5,-2 

-4,44 
+2,54 
+4,00 

+0,39 

-0,60 

-3,81 
+2,51 
+0,61 

0,0,-3 

+0,03 
+2,43 
+0,90 

.    1  IQ 

+4,1  x 
+0,23 
+0,24 

—2,27 

—4,82 
+2,20 
+0,66 

0,1,-3 

+74,11 
—54, "20 

— Od,!» 

—51,80 
—0,32 
—50,04 

+50,60 

+75,34 

—50,88 
—33,24 

0,2,-3 

—952,62 
+349,48 
+944,84 

—  1,57 
-0,18 
+628,07 

—317,94 

-633,44 
+349,66 
+343,47 

0,3,-3 

-85,04 
+38,34 
+37,75 

—0,06 
-0,02 
+  19,36 

_-T9754" 

-65,44 

+38,33 
+  48,39 
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2. 

0,  *,  — o 

—  o,or 
+  3,52 
+  «,92 

-0?01 
+0,70 

1    1  ! 

— 1,1  i 

—  0,4» 

+3,53 
+  1,22 

0,1,-4 

■     'J  IUI 

+o,yo 
-2,75 

-M7 

—  Z,8o 

—  0,01 
-2,65 

+2,74 

■  i  Ad 
+  4,0z 

-2,74 

—1.82 

0,r,—  • 

Kl  1U 

+  1K.16 

+51,92 

A  AA 

—  0,0W 
—0,01 
+34,66 

IT  Ol 

—  1  i  ,xt 

Ott    i  £ 

+  1N.I7 

+  17,26 

0,3,-4 

—5.10 
+2,32 
+z,zo 

.    1     1  u 

-1,18 

-3,92 
+2.32 

■    1  AU 

+  1 ,08 

—  2,31 
+0,83 

■   A   K  A 

+  0,59 

—  0,77 

-1,54 
+o.h:j 

ä    t     m  A 

+  1,  /0 

41. 

A  O  O 

0,z,  — d 

A  OA 

+0.1  <• 

+0,07 

A  i  A 

—  0,10 

0,0,  —  «J 

+  .J,0t> 

—  1,63 
—1.38 

■   A  Afl 

+  0,06 
—0,91 

.11  [III 

t   O  Ai 

+  Z,01 
—  1,63 
-0,47 

AI  Q 

0,4,— 3 

— « ,03 

—0,68 

+0,00 

.   J  OA 

+ 1  ,sy 
-1.41 

-0,35 

0,1,-4 

«   A  A3 

+0,0z 
+0,40 
—0,14 

0,2,-4 

+  1  l .  ) 
-13,38 
-1,11 

—  b,25 
-0,70 

•  Ii  Ii  " 

■     Iii  Uli 

+ 1 0,80 
—  13,38 
—0,41 

AI  i 

0,.l,  — 4 

O  .)  / 1  Uli 

— ZZÜ,B0 

+  105,57 
+  113,37 

 1,.1.) 

—0,01 
+75,64 

74  '1A 
—  /Z,.iO 

1  l  Ii  tu. 

—  1  4o,  1 5 
+405,58 
+37,73 

AI  1 

0,4,-4 

1  M  'i  All 

+69,76 
+62,69 

■  1  .i  ■ 
—  o,z< 

+40,47 

—  4Z,ZtS 

Oft  1  1 

— y.i,  *  4 
+69,76 
+22,22 

A  *  i 

0,0,  —  # 

III  Uli 

—  i  y,oy 

+  1  1,09 
+6,09 

—  0,01 
+3,27 

1    1  K 

—  4,4a 

II  Ü*J 

—  1  4,6.1 
+  11,09 
+2,82 

0,6,-4 

—  2,02 
+  1,28 
+0,48 

—  0,38 

~ 0,2,-5 

+  1,52 
-1,81 
-0,13 

-0,84 
-0.10 

+0,91 

+  1,45 
—  1,81 
-0,03 

0,3,-5 

—29,93 
+14,43 
+  15,20 

-0,54 
+  10,16 

—9,76 

—19,63 
+  14,43 
+5,04 
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44. 
0,4,-5 

— 24 ,71 
+44,24 
+9,86 

— 0,04 
+6,49 

— b,od 

4 

—  1  4, »4 
+44,24 

+3,37 

0.5  —5 

—3,49 
+  4,89 
+  4,02 

.  1 . 

—0.76 

,      i  ti 

-2,39 
+4,20 
+  4,22 

-0,04 
-1-0,80 

-0,84 

—4,54 
+4,20 
+0,42 

0,4,-6 

-4,99 
+  4,04 

+  0,9:* 

+0,59 

-0,56 

i 

—4,43 
+4,04 
+0,34 

In  den  UeberschrifVen  der  folgenden  Tafel  ist  um  Platz  zu  gewinnen 

(.4)|<'+<-<j  =  ^ 
(4) '  -  (»«) 

(»)<*+•■> 

gesetzt  worden. 


r.  0.  0' 

m 

OOS 

MI) 

cos 

(XI//) 

cos 

{XIV) 

cos 

4. 

0,0,0 
-4,4,0 

+4oo;oo 

—96,49 

+75','33 
-74,47 

+2793 

-22,74 

+49744 

0,4,0 
—  4.2,0 
4,0,0 

+238,98 

—  424,88 

—  4  43,94 

+60,04 
-30,80 
-27,40 

+2,00 
+0,94 
-35,39 

+32,36 

0,2,0 

+27,24 
—  46,34 

—7,53 

+4,94 

—2,92 
-4,47 

—0,08 
+0,03 
-4,88 

+2,88 

0,3,0 

+2,47 
-4,63 
-0,50 

+0,35 
-0,22 
-0,06 

-0,08 

+0,17 

0,-2,-4 

+0,77 
—0,24 
—0,47 

+0,22 

-0,07 
-0,43 

—0,08 

+0,09 

0,-4,-4 

+6,66 

-4,9406 

-3,74 

+  4,84 

-0,7545 

—0,92 

+0,45 

-4,3464 

+0,07 

+4,05 

0,0,-4 

+44,6978 
—36,2473 
+22,0032 

+  40,838fi 
-5,4749 

-5,2596 

+0,3521 
-4,3358 
-4,9936 

+2,9243 

Digitized  by  Googl 


lil  ltKMiM  m.  tu  H  IIS  OEM  MONDTAPELN  AM.K\UMHK\  STÖRUNGE!*. 


1. 

0,1,-1 

+  ZZ,  /z 

-11,32 
-41,9748 

+5, 1z 
-2,6K 
—2,3000 

j_A"j '. 

+  U,1  * 

+  0,07 
—2,9224 

+  2,7» 

a  4  i 

0,2,  — i 

+  2,7o 
-1,65 
-0,76 

+  0,.1K 
-0,24 
—0,07 

-0,46 

+  0,24 

A        J  <J 

0,-1,—  2 

in  Iii 

+  u ,  i  y 
—0,05 
—0,10 

+W,vtJ 
—0,02 
—0,03 

-0,05 

.  n  aq 

0,0,-8 

1  II  -  (' 

—  1,90 
-1-1,04 

+0,o.1 
-0,27 
—0,84 

—0,09 
-0,44 

III   1  - 

+  0, 1  i 

0,1,-2 

-1-1,12 

—0,53 
—  0  58 

+0,24 
-0,43 
 ii  in 

—  0,43 

+0,44 

0,0,-3 

0 

—  0.05 
-»-0  05 

2. 

A   1  A 

0,1,0 

+  0,(14 

-0,02 
—0,02 

a  ni 
—  U,IM 

+0,04 

+  0,04 

0,2,0 

+0,17 
-0,08 
-0,10 

A  AO 

—  U,Uz 

+0,04 
+0,04 

A  A  1 

0,0,-1 

a  dn 
+  0, 1  1 

+0,05 

A  97 

+  0,44 
+0,47 

a  A  A£ 

+  0,0o 
+0.02 
+0,05 

n  Iii 

AI  1 

0,1,-1 

■  A  KQ 

+  1.67 
+  1,55 

+  1  ,  10 

—0,94 
—0,77 

A  Ali 

-0,43 
—  0,76 

.  a  fiO 

A  O  | 

U,Z,  — 1 

■   Tfl  AQ 

+ /o,uo 
-31,27 
-Iii, 05 

ii  ni 

— 11,174 

+  0,43 
+  0,54 

A  f\K 
—  U,UD 

-0,40 
+0,74 

A   £  1 
 0,Ol 

0,d,—  1 

+  1 1 ,o  1 

—5,96 
-4,74 

1  IQ 
—  1  ,4» 

+0,74 
+  0,74 

+  0,67 

A  Ii 

A4  1 

+  1  ,zU 

—0,72 
—0,32 

—  0,17 
+  0,09 
+0,06 

+0,04 

II  III 

—  (),Uo 

0  —4  —9 

-0,35 
+0,35 

 A  |  | 

0,00 
+0,40 

+0,02 

 A  AR 

0,0,-2 

-4,50 
+  29,10 
+  10,68 

-0,80 
-0,42 
+0,82 

-0,44 
+0,47 
—0,03 

-0,27 

0,1,-2 

+866,54 
—576,66 
-962,13 

—9,33 
+  4,28 
+5,37 

+3,74 
+0,48 
+5,44 

-9,68 
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2. 

■ —  IUIZO.  J  <> 

+3440^2 

+  1048",,  03 

-r-z.) , i  i 

—  41,83 

—  11,52 

—  U.  U  * 

+  0,07 
-45,40 

1 

+  »*,t>4 

A  -i   o 

 .JO,   r>  4 

+  376,83 
+38?,  49 

+  2,43 
+  ?,45 

 rt  a  i 

+0,51 

+  U,OZ 

— -  f  >  1 

+  31,93 
+  18,17 

 n  wo 

+  0,51 
+  0,30 

fl 

+  0,08 

ft  <\  V 

l     t  1 

+  2.5» 
+  1.00 

 A  mQ 

+  0,07 
+0,02 

♦ 

n  n   i 

u,  ii,  — > 

-f-  U ,  U.l 

+2,43 
+  0/.»0 

1  A  (IT 

-0,12 

-0,01 

 ||  AU 

-0,03 

4-0  OR 

0,1, — 1 

_i_7  f  (  1 
+  /  1 . 1 1 

-51,20 

—  83,28 

+  0,93 
+  1,M 

■   A  Ol 

-t-U,o  1 

+  0,15 
+0,94 

—  1 ,01 

0  V)    « 

v,  s,  —  ■> 

+  319,  48 
+  941.21 

_i_  1  i  - 

—  0.40 

—  0.39 

4.1)  07 
+0,12 
—3,67 

fi"  1  "  i 

v>,  — ') 

KS  Di 

+  38.31 
+  37,75 

i  |  aa 

-0.45 

—0,53 

—  U,IP1 

-0,83 

■    A  A4 

U.  4.  —  .> 

—  Ii  li^ 

+  3,52 
+  1,9? 

4-0  UN 

—  0,0.5 
-0,03 

.  ■  ii 
-0,04 

4.0    1  1 

i 

A  1   { 

4.  1  00 

-2.75 
-4.47 

 A  |U 

+  0,08 
+0,08 

.   A  A4 
^•U,  l»Z 

+  0,08 

II  a   i 

+  18,16 
+  11;92 

 0  01 

+  0.01 
+  0,01 

♦  -V 

-0,19 

4.0  10 

—  3,10 
+2,3? 
-1-9  90 

+  0.14 
—0,07 
 0  07 

 ,  A  in 

—  0,  10 

+  0,10 

~0,2^5 

— ?,31 
+  0,83 
■^z,z» 

■ 

■  

*  • 

- 

... 

0  2,  —  3 

i  '     ' 1  4 

—  0.20 
+0,19 
+  0,07 

■Ii1  4 
"  » 

+0,02 
-0,02 

•  ;  <».- 
—  0  Oi 

+0  11 

+3,00 
-1,63 
-1,38 

—  0,75 
+  0,39 
+  0,33 

—  0,02 
+0,48 

-0,40 

"0,4,-3 

+  2,49 
-1,41 
-1,03 

~T,68 
+0,89 
+0,72 

+  0,48 

-0,48 
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44. 

0,1,-4 

\  In) 

+0702 

+0,40 
-0,44 

+o;4o 

-0,36 
-0,47 

-o;i7 

-0,04 
+0,04 

+o;'4  4 

0,*-4 

+14,52 
-13,38 

-1,11 

-8,63 
+5,39 
+3,89 

+2,76    ,  -4,83 
-0,01  j 
+2,04  : 

0,3,-4 

—  220,80 
+  105,57 
+  113,37 

+  48,76 
-22,55 
—25,08 

+2,24    |  +34,46 

| 

-33,50  | 

0,4,-4 

-435,99 
■1-69,76 
+62,69 

+87,22 
-43,67 
-42,67 

+  0,46 

-26,73 

+27,56 

0,5,-4 

—  19,09 
+  14,09 
+6,09 

+  44,74 
-6,43 
—  4.09 

-4,93 

+  2,68 

0,6,-4 

-2,02 
+  1,28 
+0,48 

+  4,14 

-0,65 
-0,30 

-0.12 

+0,20 

M.-5 

+  1,52 
—  1,84 
-0,43 

-1,07 
-1-0,66 
+0,46 

+0,36 
+0,25 

-0,62 

0,3,-5 

—  29,93 
+  44,33 
+  4  5,20 

+  6,42 
-2,80 
-3,13 

+0,35 
-4,40 

+3,99 

0,4,-5 

-24,71 
+  14,24 
+9,86 

~+1 3,85~ 
-7,02 
-6,74 

+  0,01 
+0,01 
-i,29 

+  4,54 

0,5,-5 

-3,49 
+  4,89 
+  4,02 

+  1,98 
-1,09 
—0,66 

-0,32 

+  0,53 

0,3,-6 

i 

-2,39 
+  4,20 
+  4,22 

+  0.44 
-0,21 
-0,23 

-0,36 

+0,32 

0,4,-6 

-4,99 
+  1,04 
+0,93 

+  1,24 

-  0,64 

—  0,60 

-0,38 

+0,38 

201. 

Jetzt  sind  alle  Coefficieoteo  des  Ausdrucks  für  dJWQ  des  Art.  186 
so  vorbereite! ,  dass  nur  die  Schlußrechnungen  auszuführen  sind.  Zu- 
folge der  nach  und  nach  eingeführten  Bezeichnungen  ist 

.  (<>-(£)  +  («) 

Das  erste  dieser  beiden  Glieder  giebl  die  letzte  Tafel  des  Art.  1 95,  und 
das  zweite  giebt  der  Art.  1 98.  Ferner 


92  P.  A.  Hwsei«,  [M 

W  =  (2)  +  W 

Das  erste  Glied  ist  in  der  eisten  Tafel  des  Art.  196,  und  das  zweite  im 
Art.  1 98  enthalten.  Ferner 

und  diese  Glieder  sind  auch  in  den  Artt.  196  und  198  enthalten. 

(*)  Hiy)i*>9  +  HßV?ia»r 


aus  dem  Art.  1 97  zu  entnehmen  sind. 

(5)  =  -  j(V//)  +  y  ( V)\  A  sin  *  +  j(  VIII)  +y(Yf  \  ±  cos  9 

fllr  welchen  Ausdruck  die  vier  Grössen  y(V),  y(V'),  [VII),  (F/J/)  im 
Art.  1 97  zu  finden  sind.  Ferner  ist  zufolge  der  im  Laufe  der  Rechnung 
eingeführten  Bezeichnungen 

(6)  =  {1\  +  (l\  j(1  +  ,)» £  -  1  j  +  (G)f »  +       (2,  +  ^) 

(7)  =  (7%  +  (ü), 1 (1  +  ,) » £  -  1 J  +  (G)2 v  +  (1\  (2,  +  •») 

und  diese  Grössen  findet  man  in  den  beiden  letzten  Tafeln  des  Art.  1 99 
neben  einander  gestellt  Ferner  ist  zufolge  der  Bezeichnung  im  Art.  200 

(g)  =  +  (™)  +  +  ^ 

und  dort  findet  man  diese  Grössen  zusammen  gestellt.  Der  Coefficient 
(9)  endlich  ergab  sich  aus  dem  Ausdruck  von  T  des  Art.  76  durch  Mul- 
tiplication  mit  —  3. 

Um  Alles  hieher  gehörige  beisammen  zu  haben,  soll  hier  noch  der 
Ausdruck  ftlr  dJW0  wiederholt  werden.  Dieser  ist 

=  ( 1 ) n  h  +  («)  '*  +  ^  A  +  (*)    +  (5) 
+  {6)^yp-i-(7)^/(? 

-l-(8)n'^z'+(9)^'-|-^T 

und  diese  Coefficienten  sind  in  den  jetzt  folgenden  Tafeln  zusammen 
gestellt. 
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r<  9. 9 

Iv 

cos 

(9.\ 
■-1 

Hfl 

sin 

CO* 

sin 

0,0,0 
-1,4,0 

-20";i87 
+  I32K.206 

— 2383;922 

+  7069:155 

— 23';yti 

-3517,125 

—4430746 

0,1,0 

-1,2,0 
1,0,0 

—446,900 
•4-302,356 
-»-86,854 

—400,684 
-22,918 
+495,374 

—349,595 
+  233,203 
+445,758 

+990,489 
—96,229 
+290,426 

+9  |  5fi 
+  44,45 
—22374,80 

0,2,0 

-59,832 
-»-4  3, 7  K3 
-»-40,904 

-45,942 
+6,474 

+  2.:i66 

—  7,526 
+5,478 
+4,409 

+7,939 
—3,897 
—2,494 

-3,4 
+  1,6 
-4,3 

0,3,0 

—6,744 
-4-5,190 
-4-1,050 

—  1,740 
+0,975 
+  0.260 

+0,364 
—0,247 
—0,080 

+0,324 
-0,488 
—0,063 

-0,1 
0,0 
-0,4 

0,-3,-4 

—0,24 
-»-0,04 
-1-0,47 

+  0.11 

—0,02 
—0,07 

—0,42 
+0,02 
+0,07 

0,-8,-1 

—4,84 
-4-0,35 
-»-1,18 

+4,08 
—0,46 
—0,65 

—4,04 
+0,45 
+  0,79 

—0,08 
0,00 
+  0,06 

0,-1,-1 

—14,25 
-»-2,63 
-(-9,03 

+-42.7  t 

—5,69 
—6,87 

—8,84 
+3,73 
+7,78 

—0,47 
—0,63 
+0,94 

 2 

—84 
+2 

0,0,-4 

—23,03 
-»-41,04 
+•7,41 

+4,43 
+25,57 
—34,47 

-4,45 
+  10,53 
+  13.57 

—0,03 
—5,62 
+5,68 

+15 
-34 
+25 

0,1,-1 

-22,07 
-»-4  5,66 
-»-5,02 

-18,77 
+  6,68 
+8,49 

+  12,27 
—5,28 
—2,98 

+0,47 
-4,24 
+0,97 

+3 
—3 
—98 

0,2,-1 

—3,56 
+2,72 
■4-0,69 

-4,83 
+0,96 
+  0.38 

+4,50 
—0,89 
-0,24 

+0,40 
-0,08 
0,00 

0,3,-4 

—0,43 
-»-0,34 
-4-0.  HS 

—0,47 

+o,u 

+0,02 

+0,42 
-0,43 
-0,03 

+0,04 
0,00 
0,00 

0,-2,-2 

-0,03 
+0,04 
+0,02 

+0,02 
0,00 
—0,04 

—0,02 
0,00 
+0,04 

0,-4,-2 

—0,46 
+  0.44 
+0,28 

+0,37 
-0,46 
—0,44 

—0,25 
+0.08 
+0,45 

0,0,-2 

—0,97 
+  1,24 
+4,12 

+0,40 
+0,72 
-0,78 

—0,09 
+  0.4  0 
+0,23 

0.00 
—0,06 
—0,06 

0,4,-2 

-0,67 
+0,48 
+0,10 

-0,57 
+0,25 
+0,22 

+0,41 
-0,22 
—0,09 

0,00 
-0,02 
+0,02 
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0,2. -t 

: 

— ii  ,  1 1 1 

+  0,09 
+  0,01 

1 

—  U(Mn  1 

+  0.04  1 
+  0,01 

—  0.04 

—  0.01 

i 

9  , 

x    x  \ 

Ii        1  Q 

U ,  —  1  ,  —  \ 

—  U  ,U  1 

0.00 
+  0.01 

-0.01 

0,00 

ft  AI 

+0,01 
0,00 

- 

o,o,-3 

—  o,o:i  i 
+0.03  i 

+  0.11-1 

+  0.01 
+0,01 

ft  09 

+  0.01 

0,00 

i  A  AI 
+  'l,vl 

* 

■ 

0,1,-3 

—  O.Ol 

0.00 

.  II  III 
+  11,111 

~— 0,02  ' 
0,00 

01 

+  0,»M 

+  0,02 
0,00 
0,00 

V  • 

■  1 

2. 

0,1  ,0 

—  U,l|  / 

+  0,0? 
+  0.02 

ft  UM 
—  II, HO 

+  0.02 
+0.03 

+  0,05 
-0,02 
-0,02 

• 

1       jk-  .« 

il   *>  ii 

A  iri 
—  0,0.1 

+  0.01 

o,oo 

II  A  t 
—  II.  U  1 

+0.01 

+0,03 
-0,01  i 
-0,01  i 

"l        l  « 

u,.»,u 

A  AI 

—  0,01 

—  0,01 
+  0,01 

II  IUI 
II ,  IMI 

-0,01 

0,00 

—  0,01 
+  0,01 
0,00 

« 

t  • 

l-    4  *  > 

.    A  A". 

+  0.0.) 
-0,03 
-0,01 

+  0.01 
+0,02 

+0.02 
—  0,01 
-0,02 

.  ♦ 

a  Ii  1 

0.0,-1 

+  0,30 
-0,27 
-0,2r, 

i  a  ii  r; 

—  0,08 
+0.14 

-0,07 
+  0,10 
+  0.10 

+  0?01 
—  0,02 
+  0,04 

■-■w 

II  1  i 
0,1,-1 

 ö,  .1.) 

—  0  81 

+  1..")3 

+  >,zK 

-2,52 
—  2  97 

+  2.00 
+  1,02 

+0,01 
+0,30 
—0,18 

 O 

1+1 

+  19 

0.2,-1 

—  1  S0,-J  i 
+  68,34 
+  01,30 

1  Jl  <JA 

+  40. Gl 
+  09.98 

+  80.45" 
-46,04 

—  35,05 

—  0,02 
+0,26 
—0,16 

0,  1,-1 

—  1  p,  o:f 
+  13,05 
+  4,07 

1  I  In 
—  1  *  ,  1 51 

+  7,30 
+  4,25 

~  +9>7 
—  0,91 
-2,00 

—0,02 
+0.02 
—0,02 

ft   t  4 

0,4,-1 

—  r,.1r 
+  1,70 
+  0.44 

—  i ,  •>•> 
+0,80 
+  0,29 

+  1,00 
-0,75 
—  0,10 

i .  \  • 

0  -  1  —2 

+0  04 
-0,02 
—  0.00 

+0  02 
+  0,22 
—  0,09 

-0.35 
—  0,22 
+  0,33 

—  0,15 
+0,05 
+  0,40 



0.0,-2 

+  2,52 
—  10,07 
+  0,25 

+  24,10 
—  27,71 
—  7.09 

—  23,68 
+27,29 
+  8,93 

—  3,22 
+0,36 
+  1,80 

+288 

**30 

L  +5 

0,1.-2 

—  423.71 

+  r>75,8'2 
+  7.45 

—  1 155.23 
+  518.23 
+  082.85 

+  861,92 
-474.29 
-327.96 

-4  54 

-38,06 
+39,09 

■er;  r-n 
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2. 

0,2,-2 

+  10364 ','02 
—5130,38 
—5473,56 

+  40422','  1(3 

—3503,48 
—6976,96 

—  6946',*60 
+  3188.98 
+3532,48 

—677,80 
+  387,64 
+495,58 

+4*09 
—20,38 
+18,32 

+21" 

+595 
-»ins* 

0,3,-2 

+  1286,05 
—756,05 
— 384, H 

+866.10 
—386,56 
—  288,60 

+  1,68 
—  1,64 
+0,48 

-49 

+  50 

—53 

0,4,-2 

-4-125,44 
—80,87 
—27,51 

+63,36 
-:n.  dt) 
—  44,52 

—  .»:i,50 
+33,30 
+40,86 

+0,4  4 
-0,42 
0,00 

—4 
+3 
—  1 

0,5,-« 

-4-11,17 
-7,64 
—  2,01 

+  4,52 
-2,55 
—0,84 

—3,98 
+2,56 
+  <>.<•.  i 

0,-«,—  3 

+0,04 

II.  0(1 

—0,06 

—0,03 
+0,02 
+0,03 

+0,04 
—0,02 
—0,03 

0,0,-3 

-1-0,22 
-0,70 
—0,46 

+0,94 
—  1,45 
—0,35 

—4,05 
+  1,34 
+0,33 

—0,4  4 
+0,02 
+0.08 

+  11 
+2 
0 

0,1,-3 

—20,02 
+:tf.H 
—2,15 

—65,31 
+  31.  Pi 
+38,75 

+  18,1(1 

—28,55 
—  19,05 

—0,4  4 
-1,76 
+1,70 

+33 
—48 
—428 

0,2,-3 

-1-644,41 

—327,43 
—313,48 

+646,75 
—223,02 
—421,35 

-134,80 
+  2  i :?,('» V 
+244,27 

+0,44 
-4,46 
+  I.i8 

+4 

+39 
—403 

0,3,-3 
0,4,-3 

-4-85,07 
-52,28 
-24,24 

+59,57 
-27,66 
—  19,41 

—45,37 
+27,37 
+42.:i7 

+0,12 
-0,12 
+0,04 

—3 
+  1 
—4 

-1-8,92 

—  6,06 

—  1  SS 

+  4,73 
-2,57 
—  1,09 

—3,86 
+  2,54 
+0,73 

0,5,-3 

-1-0,84 
-0,62 
-0,46 

+0,30 
—0,21 
-0,08 

—0,30 
+0,24 
+  0.00 

0,0,-4 

-4-0,01 
-0,02 
—  0,01 

+0,04 
—  0,05 
-0,01 

—0,04 
+0,05 
+0,04 

0.1,-4 

—0,66 
-1-4,24 
—0,24 

-2,57 

+  M« 
+  1,54 

+  4,92 
-4,48 
—0,74 

0,00 
-0,06 
+0,06 

+2 
-1 
—4 

0,2,-4 

-1-27,38 
-44,20 
—  43,04 

+27,44 

—9,63 
—  17,52 

-18,33 
+9,62 
+8.95 

0,00 
-0,08 
+0,06 

0 
+2 
— 49 

0,3,-4 

-1-3,80 
-2,43 
—  4,07 

+2,73 
-1,30 
—0,88 

—  2,03 
+  1,26 
+0,53 

0,4,-4 

-1-0,42 

—0,29 
-0,09 

+0,22 
-0,12 
—0,06 

—0,18 
+0,12 
+0,03 
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2. 

0,4,-5 

i 

—0*01 
+0,04 
0,00 

—0*08 
+0,04 
+0,05 

+o;'06 

-0,04 
-0,02  | 

.  1 

0,2,-5 

+0,99 
—0,52 
—0,47 

+0,97 
-0,34 
—0,61 

—0,65 
+0,34 
+0,31 

:  <  ■ 

0,3,-5 

+0,44 

—0,09 
—0,04 

+0,10 
—0,05 
—0,03 

-0,08 
+0,05 
+0.02 

f 

41. 

0,3,-2 

-0,06 
+0,05 
+0,0« 

—0,09 
+0,05 
+0,03 

-T 

+0^04 
-0,04 
0,00 

-   

0,2,-3 

+0,11 
—0,15 
-0,06 

+0,17 
-0,18 
—0,02 

—0,06 
+0,13 
—0,04 

i 

i 

0,3,-3 

-2,34 
+2,38 
+0,35 

—  3,33 
+1,93 
+1,06 

+  1,77 
—1,66 
-0,21 

0,4,-3 

—0,59 
+4,05 
-0,04 

-1,39 
+  0,98 
+0,27 

-0,25 
-0,43 
+0,61 

■ 

• 

0,5,-3 

~_0,17 
+0,24 
+0,02 

-0,25 
+  0,19 
+0,04 

+0,01 
-0,09 
+0,03 

< 

0,4,-4 

—0,16 

+0,05 
—0,12 

-0,42 
—0,08 
+0,25 

+0,54 
—0,08 
-0,32 

0,2,-4 

—1,07 
+8,11 
+0,57 

-7,40 
+9,38 
-1,61 

+  1,35 
—6,40 
+4,18 

-o',oi 

-0,46 
+0,04 

+  1 

-2 
-3 

0,3,-4 

+  134,30 
-123,78 
-23,86 

+487,24 
—100,67 
—66,62 

—104,67 
+88,89 
+  16,56 

+0,03 
-0,54 
+0,10 

0 

+14 

-16 

0,4,-4 

j 

+30,82 
—45,52 
+  0,f>8 

+63,71 
—41,58 
—43,36 

+8,55 
+19,43 
—28  22 

+0,04 
—  0,18 
+0,02 

-1 
+3 
+2 

0,5,-4 
~  0,6^4 

+8,80 
-10,12 
—0,98 

+9,97 
-6,92 
-1,71 

—0,91 
+3,60 
—4,95 

►  it 

+1,60 
-1,61 
-0,22 

+1,49 
-0,84 
-0,17 

—0,34 
+0,54 
—0,09 

0,2,-5 

—0,11 
+0,66 
+0,01 

-0,76 
+  1,10 
-0,43 

+0,49 
-0,83 
+0,37 

0,3,-5 

+  14,80 
-13,71 
-2,60 

+20,30 
—  40,99 
-7,49 

-14,72 
+9,86 
+2,06 

0,00 
-0,06 
+  0,02 

0 
+4 
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44. 

-fr-.|,HI 

—5,87 
+0,43 

—5,46 
—4,76 

-fr-  1  ,  1  * 

+2.50 

-3,57 

u,  •>,  —  o 

+  1,1" 
-1,40 
—  0,15 

+  i  , ■»  / 

-0,97 
—  0.26 

—  U .  1  «• 

+0,50 
—0,26 

U,  >J,  —  Ii 

■    1  AI 
+  '."1 

-0.93 
-0,18 



-fr-  1  .O-t 

-0,71 
-0,47 

+0,65 
+  0.15 

0,4,-6 

+0,30 
—  0,47 
+0,02 

+0,65 
-O.üJ 
—0,14 

+0,07 
+0,20 
—  lt. 27 

0.5,-6 

+0,09 
—0,10 
—0,04 

+0,10 
—0,06 
0.00 

—0.03 
+0.05 
—0.01 

45. 

A   1  C 
V)  mm*f> 

-i_  1  Sil 

—2,21 
—0,15 

-fr-  ~ ■  i  ^ 

—2.02 
— Ö,«7 

  I  ,  i  II 

+1,5« 
+0,01 

0.5,-6 

+0,74 
—  1,56 
—0,02 

+1,08 
— 1.6« 

— o,  i»; 

+0,46 
+  0,69 
—  0,45 

o.(i,-r, 

+0,42 
-0,67 
—0,07 

+  0.79 
-0,62 
—  ft.ii 

-o.ir, 

+  0,28 

A    A  f 

+  0,0;» 

3. 

n  o  i 

A    f  O 

—  0,53 
—0,53 

-i_  1  hu 

-fr-  1  ,  uo 

—  0,35 
-0,71 

II  71 

■   A   O  K 

+  0,45 
+0,36 

J 

—  I  ,  io 

+4,81 
0 

+  2,32 
+2,72 

■    •>  RA 

-fr--», DU 

-2,32 
—  1,56 

0,2,0 

+  42. 20 
-20,91 
-24,21 

,ioi- 
+  ti,i  i 

— 13,91 

—28,27 

 98  A-. 

-*»ntU') 

+  13,94 
+14.11 

0,3,0 

+5,22 

+3,48 

-2,70 

-3,07 
-4,55 

- 1 ,54 

 n  77 

+4,54 

■  ii  70 
-fr-  v.  i  n 

0,2,-4  +1,06 

-0,53 
1  —0,53 

+1,06 
-0,35 
—  0.71 

-0,71 
+0.35 
-4-0  3« 

4. 

0.0.3 

0 

+0,42 
+0,42 

0 

+  0,42 
—0,42 

0,-1.2 

—0,58 
0 

+0,39 

+0.58 
-0,58 
—0,19 
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4. 

0,0,2 

0 

+7?07 
-1-7,07 

0 

+7^07 
—7,07 
-0,58 
+0,19 
+0,j8 

f  i 

0,1,2 

-0,58 
+0,39 
0 

,.  f  i  

6. 

o,o,-< 

0 

-0,20 

—0,32 

-    - 

—0,35 
—0,26 
+0,73 

+0*41 

—0,29 
—0,48 

 _=^r-_. 

+3,2* 
+2,40 

0 

+9,62 
+  1,04 
—  4 1 ,76 

—  4,26 
+2,42 
+2,4  4 

II  -fr 

0,2,-1 

—0,35 
-1-0,26 
+0,26 

—0,35" 

+o,u 

+0,56 

-0,06 
+0,06 
—0,06 

.... 

... — 

o,i,-a 

+0,16 
+0,H 
0 

+0,46 
-0,06 

_  -°>05. ... 

—0,22 
+0,44 
+0,44 

1 .  '  - 

-Ii 



7. 

0,3,-2 

—0,80 
+0,35 
+0,56 

—0,80 
+0,26 
+0,63 

+0,36 
-0,48 
-0,18 

1.  ... 
»  -* 

 •• 

0,2,-3 

—5,30 
+3,95 
+2,81 

-8,83 
+3,95 
+6,65 

+  4,44 
-2,64 
-2,07 



U,,J,  — -J 

■  4  7  «7 

-20,89 
-32,05 

«17  aa 

-15,67 
-37,36 

—  Z 1  ,U  i 

+40,45 
+40,64 

J  , 

1 
1 

0,4,-3 

+7,00 
-3,62 
-3,08 

+5,25 
-2,17 
-2,49 

—2,62 
+1,45 
+0,88 

C  i    \>  | 

i                 -  J 

0,3,-4 

+4,00 
—  1,76 
-2,69 

+4,00 
-1,32 
— 8,4  i 

-1,77 
+0,88 
+  0,89 

'  C.Ä<r  — 



-  i«  J 

m 


3  an  kommen  die  Angaben 
der  folgenden  analogen  Tafeln  nur  in 

äusserst  geringe  Wirkung.  Ich  durfte 


in 


5U, 
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/.  9>  9 

U 

COS 

0) 

sin 

9>  9 

(«J 

CO« 

(7) 

sin 

• 

0,0,0 
-1,4,0 

+97057 
—8,94 

-302735 

0,1,-3 

• 

+  j»;'08 

-4,54 
—2,40 

+  2T03 

—  1,60 

—  2,68 

0,4,0 
-4,2,0 
4,0,0 

+  14,59 
—6,54 
-7,59 

+40,36 

-15,28 
-27,42 

0,2,-3 

—28,78 
+9,79 
+28,47 

—28,20 
+  9,57 
+27,32 

0,2,0 

+2,32 
-1,14 
—4,20 

+2,88 

—  1,42 

—  4,06 

0,3,-3 

—2,63 
+  4,23 
+  4,45 

—2,55 
+  1,21 
+  1,12 

0,3,0 

+0,24 
—0,12 
—0,06 

+0,24 
—0,15 
—0,06 

0,2,-4 

-1.28 
+0,44 
+  1,20 

-4,24 
+  0,42 
+  1.18 

0,-4,-4 

+0,40 
—0.20 
—0,49 

—4,46 
+  0.8K 
+  0,40 

11. 

0,2,-4 

+0,07 
-0,36 
+  0,2i 

+0,06 
-0.35 
+0,20 

0,0,-4 

+©,9S 
—0,88 
+  0,04 

—0,07 

—  7.90 

+7,03 

0,4,-4 

+0.87 
-0,42 
-0,47 

+  4.59 
—0,70 
-1,26 

0,3,-4 

-6.08 
+3,65 
+2,40 

—  6,09 
+  3.63 
+8,38 

i. 

0,4,-4 

—0,09 
+0,48 
+0 

-0,02 
+0,08 
+0,05 

0,4,-4 

—0,95 
+4,45 
—0,30 

—0,94 
+  4,4  6 
-0,29 

0,5,-4 

—0,24 
+0.2C, 
+0,02 

—0,24 
+0,24 
+0,02 

0,2,-1 
0,3,-4 

+5,91 
—2.^:1 
—5,34 

+0,64 
-0,32 
-O.iS 

+5.:»x 
—  2.03 
-4,72 
+0,58 
—0,30 
-0,23 

0,3,-5 

-0,74 
+0,42 
+0,26 

-0,70 
+  0,42 
+0,27 

0,4,-5 

 . — 1__ 

—0,13 
+  0.1- i 

—0,02 

—0,44 
+0.1 8 
—  0,02 

0,0,-2 

—0.1  t 
+  I.0C» 
+0,80 

+0,59 
+  1,3:} 
-0,14 

3. 

0,4,4 

—  1,32 
+  0.79 
+1,48 

-1,31 
+0.80 
+  1,48 

0,4,-2 

+37,30 
—  25,04 
—44,58 

+37,89 
-27,32 
—46,65 

—454,44 
+  150,43 
+454,54 

0,2,-2 

—  453,66 
+  150,18 
+456,87 

0,2,4 

+40,75 
-3,29 
—4  4,43 

+40,75 
—  3.29 
-44,45 

0,3,-2 

—37,69 
+  16,78 
+46,82 

—37,65 
+4«  64 
+46,89 

0,3,4 

+0,76 
-0,26 
—  0,39 

+0,75 
—0,28 
—0,39 

0,4,-2 

—2,77 
+  1,42 
+0,82 

—2,78 
+  1,44 
+0,82 

0,0,0 

-0,22 
-1,48 
—0,08 

-0,23 
-4,47 
—0,07 

7" 
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3. 

<M,o 

— 38?03 
+26,51 
+44,53 

— 37?99 
+26,55 
+44,73 

0,2.2 

w    -                —  - 

-1773 
+  0,97 
+0,32 

-l?75 
+0,97 
+  0.:?2 

0,2,0 

+  460,61 
-152,55 
-462,12 

+  460,55 
-158,49 
-462,09 

o,-U 

—0,15 
+0,17 
+0,08 

—0,15 
+0,17 
+0,08 

0,3,0 

<"■: 

i  ■  j 

+38,24 

—  16,87 

—  17,11 

+38,20  j 

—  16,88 

—  17,04 

0,0,1 

-0,17 
-1,83 
+1,88 

—0,17 
—  1,23 
+1,88 

0,4,0 

+2,79 
-1,45 
— 0,S* 

+2,79 
-1,45 
-0,82 

0,1,1 

-0,18 
+0.14 
+0,09 

—0,20 
+0,13 

+0,09 



0,1,-1 

—0,70 
+0,60 
+0,94 

—0,69 
+0,60 
+  0,94 

12. 

0,2,-2 

0,3,-2 

-0,37 
+0,47 
+0,12 

+6,52 
—3.83 
-8,73 

—  0,39 
+0,47 
+0,11 

+  6,50 
-3,83 
-2,72 

0,8,  -i 

+  12,48 

-4,37 
—  11,65 

+  12,46 
—  4  36 
-11,65 

0A-1 

+  1,20 
—  0,59 
-0,53 

+  1,21 

—  0,59 
—0,53 

0,4,-2 

+0,50 
-1,00 
+0,76 

+0.48 
—  1,01 

+0,76 

_4^ 
0,-1,3 

oTm 

■  ■»- 

.1  • 

+0,82 
—0,85 
—0,28 

^0788 
+9,27 
—8,87 

— —  — 

+0,82 

—  0,85 

—  0,27 

0,5,-2 

+0,16 
-0,19 
+0,02 

+0.16 
—  0,19 
+0,02 

-0.90 
+9,80 
-8.81 

0,3,-3 

+0,48 
—0.8» 
-0,18 

+0,47 
—0,28 
—  0,17 

r  +• 

-1,74 
+0,66 
+  1,27 

-1,74 
+0,06 
+  1,27 

0,4,-3 

+0,02 
—0,09 
+0,0» 

~ +0.06 

—  0,09 
+0,04 

-  "  ■  1 — 

0,-2,2 

i  i  -t 

+0,68 
—0,34 
-0,28 

+0,72 
—0,36 
-0,30 

«iL 
0,0,-4 

+0,34 
—0,08 
-0,17 

—  0,33 
+0,06 
+0,17 

 -                  —  i 

0,-1,2 

+  12,50 
—  12,63 
-4,49 

+  12,85 
-12,80 
-4,31 

0.1,-4 

-0,86 
-0,76 
-4,87 

+0,26 
+0,7« 
+  1,94 

~~0A2 

—9,45 
+  156,39 
—  146,96 

-9,42 
+  155^0 
-146,25 

0,2,-4 

1  t     i  -  * 

+6,45 
-4,93 
—7,79 

—6,36 
+2,06 
+7,84 

~~0~1,2 

r  I  - 

—27,48 
+  10,99 
+20,45 

-27,42 
+  10,97 
+20,40 

0,3,-4 
J  

+0,58 
-0,86 
—0,30 

—0,57 
+0,26 
+0,27  j 
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s 

cos 

g 

sin 

y»  <h  y' 

cos 

9 

•in 

i 

■  • 

0,0,0 

-4,4,o 

+  197J70 
-193,67 

-3397,61 

8. 
0,0,-1 

—  0','69 
+  0,27 
+0,27 

-0','25 
+0,1 1 
—0,23 

0,1,0 
-«,8,0 
«,0,0 

+333,35 
-151, 7i 
—  176,43 

+814,19 

—329,45 
-575,67 

0,1,-1 

+3,27 
+0,63 
+0,08 

+0,11 
+  3,84 
+  3,74 

0,2,0 

+34,95 

—  49,20 

—  10,58 

+60,85 
-38,79 
-45,35 

0,2,-4 

+76,43 
-30,94 
—59,83 

+  180,11 
—68,15 
—  156,40 

0,3,0 

+2,99 
—  1,85 
-0,64 

+  1,92 

—3,03 
-0,99 

0,3,-4 

+9,37 
—5,22 
—3,36 

+  19,56 
—  10,83 
-7,45 

0,-8,-4 

+  1,08  -1,76 

— 0,39 
—0,60 

+0.50 
+  0,87 

|  0,4,-1 

+0,97 
—0,63 
—0,22 

+  4,84 

—  4,43 

—  0,4/ 

0,-1,-1 

+9,70 

-l.lill.'i 

-4,59 

—84,38 
+  16,3  486 
+9,38 

0,-4,-2 

—  0,65 

—  0,33 
+0,45 

+0,46 
—  0,60 
—0,44 

0,0,-4 

+  28,8188 
—  4  3,0580 
+  14,7500 

—8,8984 
i—88,3933 
+  80,0835 

0,0,-8 

—3,04 
+  29,15 
+  11,47 

+9,70 
+48,33 
+7,58 

0,1,-1 

• 

+30.7  7 
-13,93 
-17,1969 

+37,46 
—  16,66 
-34,4748 

0,1,-8 

+851,33 
-572,20 

+4389,75 
—  880,30 

0,3,-1 

+3,38 
-1,89 
-0. 99 

+3,65 
—2,40 
—0,96 

—  951,62    — 1491,1" 

0,3,-8 

-40857,99 
+3428,66 
+  40438,1  1 

-15335,43 
+5136,67 
+15614,35 

0,-1,-8 

+0,28 
-0,12 
—0,13 

—0,73 
+  0,48 
+0,87 

0,3,-8 

—859,45 
+379,26 
+385, 43 

—4889,31 
+568,46 
+578,46 

0,0,-2 

+♦,46 
—  2  26 
+0,69 

-0,49 
—  2,18 

+  1,f'-> 

0,4,-2 

—  63,96 
+3  2.11 
+  48,55 

—94,40 
+  48,64 
+  27,86 

0,1, 

+  1,50 
—0.66 
—  0,81 

+  1,42 

—0,53 
-0,74 

0,5,-8 

—4,50 
+2,58 
+  4,02 

—6,73 
+3,83 
+  1,52 

0,0,-3 

0 

-0,05 
+0,05 

—0,02 
—  0,05 
+0,05 

0,0,-3 

+0,40 
+2,31 
+0,86 

+  4,06 
+  2,16 
+  0,26 

8. 

0,1,0 

+  0,01 
—0.01 

+  0.1  1 

—  0,03 

0,1,-3 

+70,86 
—50,18 
-81,26 

+70,01 
—  54,27 
—83.70 

—  0,03  —0,06 

0,8,-3 

-9  48,05 
+  319,20 
+  937,18 

—965,54 
+327,05 
+943,57 

0,3,0 

+  0.15 
—  0,07 
-0,09 

+  0,06 
—  0,02 
-0,05 

IO-> 
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0,3,-3 

—  83*13 
-4-37,86 
+36.30 

—86*85 
+  40,01 
+  37,65 

II. 

0,3,-5 

-19';  47 
+  11,53 
+  7,67 

-23?96 
+  13,70 
+9,18 

0,4, -:J 

—  6,40 
+  3,47 
+  1,85 

-6,90 
+  3,74 
+  1,97 

"0,T,-5 
"<Üi,-5 

—  3,34  ~ 
+  4,23 
-1,17 

—  0,68 
+  0,80 
+  0,04 

—  4,08 
+5,15 
-1,23 

—  0,98 
+0,99 

I  +0,03 

0,1,-4 

+3,65 
-2,67 
-1,31 

+  2,67 
—  2,07 
-3,31 

o,*,-* 

—  53,18 
+  18,17 
+  51,71 

—  40,90 
+  14,1? 
+39,23 

~1>~3'~— 6 

—  1,63 
+  0,99 
+0.63 

'  —1,56" 
+0,93 
+0,63 

0,3,-1 

-»,86 
+  2,25 
+2,09 

-3,94 
+  1,87 
+  1,67 

0,4,-6 

.  .1 

-0,37 
+0,40 

—  0,03 

+0^41 
-0,09 

0,2,-5 

-2,31 
+0,83 
+2,29 

"-1,46 
+  0,51 
+  1,38 

3. 

0,1,1 

n  i 

-0,04 

+0,13 
—0,09 
—0, 1  fi 

H. 

0,2,-3 

—  0,11 
+0,17 
+0,07 

—  0,17 
+  0,22 
+  0,02 

+0,03 
i  +0,05 

0,2,1 

l 

+0,53 

AJU 
—  O 

-0,53 

:  —1,60 
+0,53 
+  1,60 

0,3,-3 

+  1,80 
-1,24 
—  0,63 

+3,61 
-2,40 
-1.28 

0,1,0 

i 

+5,24 
-3,49 
-5,84 

0,4,-3 

+0,39 
—0,52 
+0,1 1 

+0,62 
-0,92 
+0.26 

if  t 

-63,31 
+20,91 

+63,63 

0,1,-4,  +0,39 
+0,03 
-0,27 

+Ö!ö6 
0,00 
—0,36 

0,3,0 

.  ii 

 ^  99 

+2,30 
+  2,33 

0,2,-1 

+  0,82 
—  8,00 
+  4.82 

~ +V,33 
-12,22 
+  7,31 

0,1,-1 

+0,04 
-0,03 
—0,05 

" -Ö733- 
+0,48 
+  0,53 

+0,13 
—0,09 
—  0,45 

—0,16 
+0,53 
+  1,60 

0,3,-4 

—  138,37 
+83,02 
+  54,79 

-207,52 
+■124,2« 
+82,19 

0,2,-1 

0,4,-4 

—  21,05 
+26,09 
—  6,71 

—  31,48 
+39,08 

—  10,01 

0,3,-1 

—  0,04 
+0.02 
+0,02 

—0,43 
+  0,06 
+0,06 

0,5,-4 

■   Ii  | 

-4,67 
+  4,66 
+0,07 

—  6,98 
+  6,99 
+0,14 

4. 

0,-1,3 

lü  "II* 

+0,10 
-0,10 
—0,03 

-0,40 
+0,40 
+0,03 

0,6,-1 

-0,71 
+0.63 
+  0,06 

-1,05 
+  0,93 
+  0,11  1 

0,0,3 

«*M  + 

0 

+  4,25 

-,.« 

0 

-1,25 
+1.15 

0,2,-5 

+  0,19 
-1.15  1 

+0,17 
-1,29 

+  0,58  |      +0,71  [ 
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4. 

0,1.3 

mi  n 
— 0,  1  0 

+o,ea 

+  o,10 

■  A'lft 

+  •',  1  0 

-0.03 
—  0,10 

6. 

i       A  A  Q 

0,0,-8 

A 
D 

—0,03 

0 

-*-0"0  i 
ii  |  y  i 

—0,06 

0,  — 1,8 

—0,39 

—  1 ,  /O 

+  1.T5 

+0,58 

0,1,-2 

-0.36 
-0.11 

■    A  XI 

—0,73 
-0,21 

1    i  AO 

0,0,2 

5 

+W,44 
-14,14 

O 

—21.21 
+21,21 

0,2,-2 

+0,02 
-0.01 

A  A'l 
 0,0J 

+0,04 

—  0,02 

—  0,0.» 

0,1,2 

. 

—  I.Ii 

-Ht.M'.t 

+i.i: 

.  i  -  •• 

—  0,58 

—  1,75 

7. 

Ad  O 

A  AO 
—  0,0» 

+  0,04 
+0,09 

A   J  O 

—  0, 1  8 
+0,09 
+0,19 

n      i  i 
0,-1,1 

A  n  i 
—  0,0  1 

+  0,nl 

0,00 

k   A   A  ■) 

—  0,01 
—0,01 

A  9  O 

0,3,-8 

+v,«M 
—  0.18 
-0,54 

+  1,0/ 
-0,35 
—  1,08 

0,0,1 

0 

-0,0« 

+  "."•> 

0 

+  0.1N 

A  1  s 
—  O,  1  N 

A    1   O 

0,*,— 8 

-T-U.OD 

—0,02 
—0,03 

•  Aid 

+  0,1  2 

—0,05 
—0,07 

0,1,1 

+0,01 

0,00 

a  n  i 
—  O.Ol 

-0.02 
+0.01 

m    A  AJ 

+0,08 

0,8,—  a 

+  /  .:'•> 
-3,95 
—8,42 

■    JA  CA 

+ 1 0,h0 

—5,27 
-11,23 



6. 

IIA  (X 
11,(1,11 

A 

0 

+0.0I 
-0.02 

ii  i 

0..I,— 

1  "i  «7 

+  15,67 
+  i8,08 

£  '1  !■ 

— dJ,.j« 
+  20,80 
+61,10 

0,1, w 

—  0,22 

-0,07 
+0,36 

A     1  •) 

0,*,—  6 

—  •),"•) 
+  2.17 
+  3,08 

—  7,00 
+  2,  «10 
+  4.1  1 

0,2.0 

.  i \  iii 

+  0,01 

0,00 
—0,02 

0,8,  —  * 

-0,44 
-0,94 

*    i  \  Uli 

+  0,80 

—0,44 
—0,94 

n  n  i 
11,0,  —  l 

A 

0 

+0.20 
—0.32 

0 

+  0,81 

—  1,29 

0,3,-* 

—5,34 
+  1  .  1  <) 
+5,38 

—5,34 
+  I./6 
+  5,38 

0,1,-1 

—3.21 
—  1.05 
+5,34 

— 12. Si 
-  1,20 
+21,37 

0,4,-4 

—0,59 
+0,24 
+0,34 

-0.50 
+0,24 
+0. 31 

0,8,-1 

+0,17 
—  0,09 
-o,2t; 

+0,70 
-0,35 
-1,01 

Aus  demselben  Grunde  wie  oben ,  sind  liier  von  der  Abtheilung  3  an 
nur  genäherte  Werthe  der  Coefficienlen  angesetzt,  nemlich 
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202. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Berechnung  der  Coefficienten  von  dJz ,  die 
im  Art.  1 87  entwickelt  wurden ,  und 

£-(^  +  (^5)-*  +  *  (T')  W "+*••• 
-h  (1 0) nJz  +•  (H }  ,/v -|-  { 1 2, +•  (1 3  /y 

gaben.  Die  Zusammensetzung  dieser  Coefficienten  und  ihre  Berechnung 
sind  so  einfach ,  dass  ich  sogleich  das  Resultat  ansetzen  kann. 


9>9 

(10) 

tin 

(11) 

cos 

(12: 

cos 

(13; 

cos 

1. 

0,0 

1,0 
2,0 

3,0 

+  185','79 
+  25,42 
-»-2,05 

—  2845771 

+86,91 
+6,53 
+0,36 

+25/4  i 

+  15,61 
+  1,06 
+0,06 

f— 206264781 
l  -1246,9) 
+22670,7 
+309,4 
+8,3 

-3,-1 

 »   1 

—  *i  • 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

3,-1 

—  0,30 

—  1,76 
—  83,05 

—3,60 
—03,81 
-4,38 
—0.22 

+0,10 
+2,11 
+76,50 
+  41,98 
-111,88 
-2,64 
-0,10 

+0,03 
+0,03 
+  1,13 
+  1,76 
+0,07 

—5 
-37 

—2 
+  36 

+  7 

-2,-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

-0.05 

—  1,05 
-0,16 

—  1,54 
—0,08 

—0,01 
+0,81 
+0,87 
—2,09 
-0,11 

+  0,02 
+  0,03 
+0,05 
+0,01 

-1^3 

0,  -3 

1,  -3 

—  0,02 
0,00 
—0,03 

+0,02 

0,00 
-0,05 

2. 

1,0 

2,0 

-4-2,57 
-»-0,18 

+  2,60 
+0,11 

-0,02 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

4,  -1 

-0.01 
-0,11 
-»-26,19 
-»-62,35 
+6,73 
•4-0.61 

—  0,1 1 
-1,31 
+27,53 
+36,68 
+  4,i5 
+0,29 

+0,03 
+0.55 
-0,02 
—  0.75 
-0,32 
-0,02 

+  1 
+  1 

-2 
-1 

-1,-2 

0,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 
S-2 

•4-2,56 
+  14,81 

—3587,33 
-5614,92 
-396,03 
-26,33 
-1,76 

-1,91 
—  101,60 
-4282,98 
—3140,56 
-139,38 
-6,73 
-0,34 

—  0,05 
+0,06 
+  27,60 
+  19,80 
+0,40 
-0,01 

—5 
-250 
-121 
+  243 
+  125 

+7 
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2. 

• 

-1,-3 
0,-3 
4,-3 
«,-3 

3,  -3 

4,  -3 
3,-3 

+ori9 

-4-4,07 
—  439,76 
—384,83 
—29,62 
-2,47 
—0,46 

— 0?03 
—2,46 
—  479,34 
-223,43 
—  13.38 
—0,75 

—0,03 

— 0:02 

-0,40 
-»-0,67 
+  1,79 
+0,44 
+  0.03 

—  40" 

—8 
+  10 

+8 

■■  4 

i 

0,-4 
* 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -* 

-4-0,06 
-4,30 
-47,87 
-4,49 
-0,44 

—0,07 
—5,97 
—  10,89 
-0,79 
-0.03 

—  0,02 

+0,09 
+0,04 

4,-5 

2,  -5 

3,  — 5 

-0,42 
-0,74 
—0,06 

-0,18 
-0,46 
-0,02 

44. 

+0,05 

i 

+0,08 

—0,04 

i 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

-»-0,46 
-4-4,70 
-1-0,95 
-4-0,16 

+  1.09 
-»-165 
-4-4,36 
-»-0,16 

—0,15 
— 0*9 
—0,16 
—  0,02 

i 

4,-4 

«,-4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 
6  —4 

—  0,1  4 
—  40.16 
-99,45 
-43,07 

—5,93 

—2,31 
—  86,89 
-138,77 
-57,76 

—  5,13 

+  0,54 
+  11,34 
+  16,02 
+6,53 
+0,56 
-t-  v ,  v  * 

-1 
+3 
+3 
+  1 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 
*  - 

—3,40 
-11,01 

—  •),  4  i 

-0,84 

~-T,39 
-15,65 
—8,04 
—0,80 

+0.96 
+  1.81 
+0,92 
+0,09 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

—  0,76 

—  0,47 
—0,07 

—  1.09 

—  0,64 
-0,06 

+  0,13 
+  0,07 
+  0,01 



45. 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

-1,59 
—  1,34 
-0,47 

-3.78 
-2.97 
-0,91 

+  0,52 
+0,39 
+  0,11 

— 

• 

9  1 

— "»*•  i 

 U,  In 

4,0 
2,0 
3,0  | 

-»-86,74  . 
—  13,01 
-0,99 

+81,80 

-5,69 
—0,35 

_2,-4 

-0,47 

-0,20  | 

4. 

ü- — 
0,3 

 | 

-♦-0,25  | 

-»-0,76 
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4. 

—  1,2 

A  9 
U,Z 

—8v70 
-1-6,11 

+9"24 

1  ia  91 
-f  i z,zo 

+5,29 

6. 
1,0 

-17,50 

-0,12 
+  107,52 
+6,44 

-17,43 

—  

0,-1 
2,-1 

+  1,05 
+  1 12,68 
+3,0.'i 

— — . — 

+0.20 

+0,51 

7. 

3,-2 

+0,13 

-0,10 

2,  -3  -1-3,49 

3,  -3  -7,18 

4,  — 3]  —0,68 

+3,22 
-1,58 
—0.08 

3,-4  -0,66 

-0,17 

Von  der  Ahlheilung  3  an  sind  hier  wieder  nur  die  genäherten  Werthe 
der  Coefficicnten  aufgenommen  worden ,  nemlich 

und  ehen  so  wird  es  in  den  folgenden  Tafeln  geschehen ,  welches  ich 
hier  ein  für  alle  Mal  anmerke. 

203. 

Um  den  Coefticienten  (14)  des  Art.  187  zu  erhalten,  dienen  die 
folgenden  Hulfsgiösscn. 


3-  9 

* 

m 

COS 

cos 

cos 

cos 

J_ 

 — ,  



0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

+  H29','02 
+489,15 
+54,28 
+5,11 

+70^94 
+94,66 
+  17,31 
+2,35 

-o;2o 

-0,24 
—0,08 
-0,02 

+  1199:76 
+583,57 
+71,51 
+7,44 

-3,-1 
-2,-1 

0,  -1 

1,  -« 

2,  -1 

3,  -1 

+0,88 
+9,51 
+86,43 
+56,69 
-91,48 
—9,81 
-0,89 

+0,05 
+0,58 
+2,62 
+6,41 
+6,40 
+  1,36 
+0,20 

—0,02 
—0,09 
-0,15 
-0,04 
+0,14 
+0,07 
+0,02 

+0,«M 
+  10,00 
+88,90 
+63,06 
—84,94 
-8,38 
-0,67 

Digitized  by  Goo 


107]    Berechnung  der  in  den  Mondtakeln  angewandten  Störungen.  107 


1 

1 . 

— V-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  -S 

2,  -2 

+0?14 

+  1,2: 

+  1,11 
-1,34 
-0,14 

—0,03 
—0,03 
-4-0,  I  i 
-4-0,04 

—  0,03 

-0,01 
-0,01 
+0,01 

+0. 1  1 
+  1,23 
+  1,58 
-1,29 
—  0,17 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

-»-O.Iii 

+0,03 
—0,0» 

-0.02 
-0,02 

0,00 
+0,o:i 
—0,04 

2. 

"m 

2,0 

+2.31 
-4-0,30 

-4-0,06 
-4-0,01 

-0,01 

+  2,60 
+0,30 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

—0,09 
—  0,11 
-1-18,81 
-4-65,71 
-4-8,17 
-»-0,85 

-4-0,24 
-4-2,18 
-4-7,91 
+11,93 
+  1,20 
+0,78 

—0,01 
—0,05 
—0,03 

+0,03 
-4-0,01 

+0,14 
+  2,02 
+86,69 
+  77,61 
+  12,70 
+  1,64 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

»,-« 
5,-2 

-2,44 
-2,7)1 
—3400,10 
—7003.0.» 
—  8.Ü.I7 
—  82,68 
-7,35 

—  1,09 

—  5,50 
-1.13 
+6,49 
+  4,11 
+0,90 
+0,13 

—0,21 
—0. 43 
+  0,28 
+  1,28 
+  0,91 
+0,30 
+0,06 

-3,74 
—8,66 
-3101,57 
—7045,26 
-849,45 
—84,4« 
-7,16 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—0,10 
—0,18 
—  1 22.01 
-455,50 
—  55,99 
—5,46 
—0,48 

—0,27 
-1,96 
—7,37 
—  41.91 

—  4,57 

—  0,86 
—0,10 

—0,02 
—0,02 
+0.05 
+  0,17 
+  0,11 
+  0,03 

—0,39 
-2,16 

—  130,23 

—  467,24 
—  60,45 

—6,29 
—0,58 

0,-4 

«,-1 

2,  -4 

3,  -4 

-0,04 
—3,55 
—  20,66 
—2,56 
—0,25 

—0.06 
-0.37 
-0,82 
-0,37 
-0,07 

—0,01 

—0,07 
—3,92 
-21,19 
-2,93 
—0,32 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

—0,09 
—  0,81 
—0,10 

-0,01 
-0,01 
—0,03 

—0,10 
—0,85 
-0,13 

44. 

2,  -3 

3,  -3 
*,-3 
5,-3 

—  0,01 
-4-0, 43 
-4-0.06 
-4-0,01 

+  0.37 

+ 1 .  N 

+  0.NS 

+0,21 

+  0,09 
+0,21 
+0,15 
+0,05 

+0,45 
+  1,95 
+  1,09 
+0,87 

1,  -* 

2,  -1 

3,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

—0,39 
—3,17 
-27.63 
—3.36 
—0,45 
—0,06 

+0,36 
-37.  l\ 
-85,47 
-18,93 
-11,04 

—  4,68 

+0,05 
+0.18 
+  0,22 
+0,12 
+  0,03 

+  0,02 
-40,42 
-1  12.88 
-52,17 
-11,46 

-1,74 

Google 


108 


P.  A.  Hajiskü, 


[108 


(1. 

9,-5 

3,  -6 

4,  -6 

5,  — o 

-0T34 
-3,18 
-0,43 
—  0,07 

—3?03 
-9,21 
—6,38 
—  1,46 

— o;o4 

—0,18 
—0,44 
—0,05 

-3','41 
-12,57 
-6,95 
—  1 ,58 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

—0,23 
-0,03 
-0,01 

-0,49 
-0,09 

-0,02 
-0,02 

:  .  ! 

-0,88 
-0,54 
-0,10 

15. 

4,  -6 

5,  -6 
1  6,-6 

-0,21 
—0,09 
—0,04 

-0,81 
—0,66 
-0,17 

—0,68 
—0,69 

— 0,:u 

-1,73 
-1,44 
—0,55 

J       r  rw-f- 


In  den  Ueberschi  iflen  der  folgenden  Tafel  sind  die  folgenden  Abkür- 
zungen angewandt 

14 .  —  yktM-  <•*>.' —  7h'i$*il 
'  *).  =  -  t-y  J- *  i&W.  0  *«=  '»  ,+.' 


0'  9 

;■*>. 

CO« 

(»*),   j  (1*). 

CO»       1       COS  _ 

cos 

(■V 

COS 

cos 

1. 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

—  193,63 
—  10,62 

—0,66 

+0"01 
+0,03 
+  0,02 

+oroi 

—  193,60 
—  10,60 
-0,66 

— o;o4 

+  1,25 
+0,03 

— o';o3 

—  192,35 
-10,57 
-0,66 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

+0,07 
+0,31 
+  0,02 
-0,31 
-0,08 

+  0,07 
+0,31 
+  0,02 
-0,31 
-0,08 

—0,02 
-0,01 

-0,01 
L+0,02 

+0,05 
+0,30 
+0,02 
-0,32 
—0,06 

2. 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

-0,01 
—0,01 
+0,01 
+0,01 

-0,01 
-0,01 
+0,01 
+  0,01 

-0,01 
-0,01 
-0,01 
-0.01 

-0,02 
-0,02 

0.00 

o.no 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -*i 

+0,22 
+2,22 
+  1,03 
-2,07  , 
-1,24  ! 
-0,16  | 

+  0,22 
+  2,22 
+  1,03 
-2,07 
-1,24 
-0,16 

+  0,07 

+  1,00 

+0,72 

+1,01 

+0,77 
+0,07 

+0  ,  29 

+3,2e 

+  1,75 
—  1,06 
—0,47 
—0,09 

1 

1 
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0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 
*,-3 

i 
1 

+  I)"I0 

+  0,07 
-0,09 
—  0,08 
—0,01 

+»,i  y 

.   A  A» 

+0,U< 

-0,09 
-0,08 
-0^01 

L 

+u,u* 

+0,05 
+0,04 
+0.05 

— — 

+  U,1  * 

-0,05 
—  0,03 
-0,01 

11. 

— — 

l 

i  * 

+0,0| 

— oroi 

0,00 

0.00 

2,-4 

1 

+0,02 

—0,01 

+0,01 

-0,01 

0,00 

3,-4 

—  0,01 

—  0,01 

-0,02 

+0,02 

0,00 

* 

—0,02 

-0,01 

-0,03 

+0,03 

0,00 

5,-4 

II' 

-0,01 

-0,01 

-0,01 

204. 

Wir  erhallen  nun  durch  (Ihs  Vorhergehende  die  numerischen  Coef- 
ficienten  der  Gleichung 

des  Art.  1 87  wie  folgt. 


9*9 

(■*} 

{15 

(16) 

cos 

»in 

sin 

1. 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

+  1199*73 
+391,22 
+  60,94 
+6,78 

—  193';  60 
-5,30 
-0,22 

—22523^2 
-621,7 
-25,8 

-3,-1 
-2,-1 
-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+0,91 
+  10,05 
+89,20 
+C3,08 
-85,26 
-8,44 
-0,67 

—  0,05 
-0,31 
-0,09 
—0,31 
-0,07 

-4 
-34 
-15 
-36 

-5 

-2,-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

+G\11 
+  1,23 
+  1,58 
-1,29 
-0,17 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

0,00 
+  0,03 
-0,04 
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2. 

.'1,0 
8,0 

-4- 2;  60 
-1-0,30 

1i  r  • 

—  1  — 1 

0,  -1 

1,  -< 

8-1 

3,-1 

+0,44 
-1-8,00 
+26,67 
+77,64 
+  42,70 
+4,64 

,t  - 

0,  -2 

1,  -2 
8,-8 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

-MJ 

-3399^82 
—7046,38 
-849,62 
-84,57 
-7,46 

-o;io 

-2,45 
—0,99 
—8,43 

— 0,0» 

-47" 
-367 
-496 
-137 

-45 
-4 

-1,-3 

 0,-3 

4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—0,39 
-2,02 
—430,44 
—467,29 
—60,48 
—6,30 

—  l),Oö 

— 0,09 
-0,07 
-0,40 
—0,08 
-0,01 

-45 
-43 
-6 

-3 

**  '- 

i  "- 

0,-4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

-0,07 
—3,92 
-24,49 
-2,93 
-0,32 

"  ■   "  "■■ 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

-0,40 
-0,85 
-0,43 

i 

44. 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+0,45 
+4,95 
+4,09 
+0,27 

:     .  .  i 

•■  t 
Ii-*- 

■•  1 

•> 

<  f 

4,  -4 
8,-4 
3,-4 

*»— * 

5,  -4 

6,  -4 

+0,08 
—40,48 
—442,88 

— OZ,1 / 

-44,47 
-4,74 



-0,04 
-0,03 

— U,Ut> 

-0,04 

i     \  ^- 

-\ 

<  ■■  r. 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

-3,44 
-42,57 
-6,95 
-4,58 

:  «    i  ¥ 
:   1  - 

i  - 

> 

■  r 
-  « 

3,  -6 

4,  -6 

-0,88 
-0,54 

Iii! 

^  1 1  1 1  h 

t  0 
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15.  '■ 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

— 1?73 
-1,44 

-0,55 

•i. 
2,1 

—  0,47 

1,0 

2,0 
3,0 

+87,20 
—  12,26 
—  1,78 

*,-1 

—  0,60 

i. 

0,3 

+0,86 

-1,2 

0,2 

M 

+7,69 
+  13,57 
+6,96 

M 

-17,44 

1,  -1 

2,  -1 

—0,40 
+  106,36 
+  12,28 

1,-2  -1-0,48 

=  =  —  - 

3,-* 

+0,11 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

+  4,31 
-9,12 
-1,34 

3,-4 

-0,85 

I  1 

I 

205. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung 

~  =  (1 7)  nJz  +  ( 1 8)  Jv  -f  ( 1 9)  JP  +  (20)  JQ  +  (2 1 )  n'Jx'+  (22)  Jv-  J 'S 
des  Art.  188  findet  man  leicht  wie  folgt. 


3, 9 

(4  7) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

cos 

cos 

sin 

cos 

sin 

1. 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

+55:57 
+  114,69 
+  12,83 
+  1,14 

+99','79 
+  7,44 
-»-0,46 

-2:29 
—  4,70 
-0,62 

— ö;u 

-0,58 

—  49:66 
—  109,21 
-8,59 
-0,53 

-<77';87 
-12,78 
-0,83 

44  2  P.  A,  Hakskx,  [442 


4. 

-3,-1 
-2,-1 
-4,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

I 

+o;or> 

+0,39 
+3,86 
+6,34 
+6,36 
+0,83 
+0,08 

— 0'/20 
— 3.3C 
—0,53 
+5,59 
+0,49 
+0,03 

— o;'<6 

—0,28 
-0,26 

: 

+  0?18 
+0,06 
-0,27 

-0:15 

—3,88 
—7,4466 
-9,35 
-0,84 

+0?37 
+5,99 
+0,9447 
—40,00 
-0,86 

-2,-2 
-1,-2 
0,-2 

4,-2 
2,-2 

+6,04 
+0,14 
+0,29 
+0,22 
+0,02 

-0,11 
—0,05 
+0,18 
+0,01 

*■ 

<~  i 
i,i  > . 

-0,43 
-0,43 
-0,45 

+0,20 
+0,07 
-0,32 

9 
c. 

4,0 
2,0 

...  . 

1 

+0,03 
+0,01 
-0,02 
—0,18 
-0,06 
+30,86 
+4,34 
+0,40 

+0,01 
+0,01 

!  r 

■'    '  t 

:  <• 
•.  i 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+  0,05 
—3,32 
+40,16 
+3,45 
+0,25 

+0,18 
-2,07 
—  0.14 

+  0,13 
-1,83 
-0,14 

-  

+0,28 
+0,52 
-25,30 
—2,30 
—0,44 

—0,02 
+  4,23 
—59,63 
—4.63 
-0,34 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -« 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

-0,26 
-4,21 
+283,33 
—3437,06 
-283,96 
-20,70 
-1,48 

+0,24 
— 25, C6 
+574,16 
-3458,81 
—  189,85 
-10,29 
-0,58 

+  1,21 
-24,88 
+  150,51 
+  8,32 
+0,47 

+4,09 
-24,99 
+  4  50,81 
+8,28 
+0,47 

*  * 

+0,03 
+27,49 
-568,4  4 
+3435,93 
+  189,55 
+  10,49 
+0,60 

-0,42 
+37,54 
-855,42 
+5154,66 
+284,49 
+15,56 
+0,89 

-C-3 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

-0,01 
-0,01 

+  15,25 
-213,56 

—  19,07 
-1,51 
-0,11 

+0,02 
-1,36 

+33,18 
-214,53 

—13,47 
-0,81 
—0,05 

-1,47 

+9.55 
+0,59 

+9,34 
—0,60 

+2,49 
-49,09 
+314,61 
+  18,62 

+  1,00 

+1,93 
-49,04 
+320,17 
+19,59 

+  1,19 

 .  

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

+0,57 
—9,07 
-0,87 
—0,06 

—0,06 
+  1,33 
—9,08 
—0,63 
—0,04 

■  ■ 

+0,44 

+0,44 

—2,83 
+17,62 
+  1,08 

-1,94 
+13,58 
+0,94 

4,-5 
2.-5 

+0,02 
—0.33 
-0,02 

+0,05 
—0,32 

+0,77 

■    ...  - 

+0,48 

3,^-5 

3,-2 

+0,02 

Ii  i  p 

+0,03 

 ^ 

■ 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—0,07 
+0,69 
+0,36 
+0,08 

—0,40 
+  1,00 
+0,52 
+0,09 

i'  »'4 

i  \  ■■ 


—0,01 



+0,40  : 
-1,07  , 

-»,« 

 , 
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II. 

1.— 4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

— 6*07 
+4,73 
—40,45 
—46,76' 
—2,88 
—0,37 

+o;'05 

+  4,56 
-56,42 
—88,37 
—3,08 
-0,27 

— 0*1 1 

+  4,79 
+0,67 
+  0,07 

— 0-4  1 
+  1,84 

+0,69 
+0,07 

-2';i4 
+  40,84 
+  14,72 
+  1,77 
+0,48 

—3?  23 
+61,16 
+22,03 
+2,65 
+0,26 

8,-5 

3,  -5 

4,  -5 

••-0,48 
—  4,36 
-2,46 

-»-0,48 
-6,01 
-3,74 

+0.20 
+0,07 

+0,20 
+0,07 

—0,29 
+5,77 
+  2,32 
+0,22 

-0,34 
+  6,66 
+2,89 

5,-5 

—0,39 

-0,45 

+0,37 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

—0,30 
—0,46 
-0,04 

-0,38 
-0,30 
-0,04 

+0.49  +0,44 
+0,18  +0,22 

iL 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

-0,46 
-0,40 
-0,45 

.  Tl  ..  ■ 

—0,81 
—  0,87 
—0,30 

i 

3. 

U 
2,4 
3,4 

—0,35 

-0,35 

+0,75 
-3,57 
-0,15 

+0,74 
—3,55 
-0,16 

-0,18 

+0,53 

0.0 
4,0 
2,0 
3,0 
4,0 

-»-1,47 
-14,09 
-4,46 

-2,35 
—  14,09 
-0,77 

-1,20 
+25,27 
-152,83 
-8,41 
—0,50 

—  4,49 
+25,28 

-152,86 
-8,41 
—0,50 

+0,55 

—  4,06 
-0,29 

• 

+0,1Ü 
-3,50 
+  21,44 

+  i,ir, 

*,-4 
3,-1 

—0,35 

[  r  A:t- 

-0,35 

+0,54 
-4,08 
-0,30 

+0.18 

+0,53 

4. 

0,3 

-  ■  " 

!  + 

+0,26 

+0,27 
—0,25 
+2,41 
+4,98 
+0,35 

i 
i 

i 

—4,2 
0,2 

«,* 
B?IÄ 

A.+ 

r 

—0,08 
+2,42 
+4,92 
+0,37 

 ■  — — 

42. 

8,-2 

3,  -8 

4,  -t 

5,  -8 

1  + 
i  + 

t 

1 

+0,49 
-4,78 
—0,50 
—0,07 

+0,19 
-1,97 
—0,50 
—0,07 

3,  -3 

4,  -3 

i 

i 

—0,4  4 
—0,05 

-0,14 

—0,05 

43. 

4,-4 
«,-4 
3,-4 

r 

! 

Ii' 

L- ,     .1  - 

+0,27 
—2,00 
-0,40 

—0,27 
+2,10 
+0,10 
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o. 

0,  -1 

1,  -i 

7^ 

2,  -3 

3,  -3 

Q 

■    All  t  t 

+0,44 
-3,22 

1  f  "ii  - 



•  'M 

r  1 1    |  1 
»  J  itl* 

-or#5 
+1,07 

— 0?44 
+3,2« 

<rm  i  } 

-1-2,65 
-15,81 
-1,76 

■»•  '''O.c-i- 

+3,98 
—  15,91 
-1,32 

t|<i  !  - 

K|  Ii 

1  ■       1  - 

-3,98 
+  15,91 
+  1,32 

"1-.* 

—3,98 
+15,94 
+  1,32 

3,-4 

-1,34 

-♦,34 

+  1,34 

J  r  U  +          tfl    i  +                                                             hl  ii  -  fi 

n     ,1  4               ^1    i|+                                                            llf.  «J    .                1  J    Ii  -         tl-  •  i 

206. 

Mit  wenig  Mühe  ergeben  sich  ferner  die  Coefficienlen  der  Gleichun 
-h  (23;  w./z  +  (2  4 )  ^'  +  (25)  J,  +  (26)  Jfc 


i»  ■  - 

3  .- 


des  All.  188  wie  folgt. 


II 

J  -. 


iV..  «I  — 


.  1  i*4 


(23) 

(24) 

(25) 

r    ,  * 

CO. 

(26) 

v    'l  + 

cos 

i. 

0,0 

M 

2,0 
3,0 

1  1  > 

+  194?41 
+5,40 
+0,23 

-2648704 
+202,06 
+13,74 
+0,74 

+779',*93 
-268,47 
—  15,03 
—0,74 

-1427^6 
-22177,5 
—303,3 
-8,5 

-3,-1 
-2,-1 
-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+0,04 
+0,29 
+0,18 
+0,33 
+0,02 

-  i 

+0,09 
+2,32 
+77,29 
,  +50,49, 
,  —09,87 
-2.2Q 
—  0,08 

-0,09 
—2,33 
-80,24 
-54,91 
+97,65 
+2,03 
+0,05 

+3 
+  111 
+53 
-139 

-4 

-2,-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

':<?.! 

+0,03 

.  +o,9a 

+  1,08 
—1,76 
-0,04 

—0,01 
—0,99 
-1,27 
+  1,68 
+0,06 

+  1 
+  1 
-2 

0,  -3 

1,  -3 

I 

+0,02 
-0,04 

-0,04 
+0,04 

2. 

1,0 
2,0 

• 

+2,40 

-2,51 
-0,09 

+2 

t  I 
I  * 
J  I 

IJ.lt 
*. 

»1,1 
M 

— .  t 

\  -  * 
t—  i 

i 

v 

!  i.t 
»*— .v 

.4 

*~.» 

r— f 
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-1,-1 

0,-1 

\,t\ 
3.-4 
fr-' 

—0*02 
-0,02 
-0,0« 

— oroi 

-4-2,39 
+  27.81 
+31,34 

+0,14 

-4-0*08 
—0,68 
-24,55 
-51,15 
—  ».  1  V 
—0,27 

—  1" 
+  25 
+34 

+  1 

-1,-2 

0,  -8 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

*,  — - 

5.-2 

-»-0,20 
+  4,09 
+2.3  i 
-1-0,23 
—0,36 

—  U,l)l 

—2,29 
—  103,56 
— 1416,02 
—3005,56 
-437,73 

—  0,37 

-4-2,36 
—  85,77 
+  3513,66 
-»-1901,77 
±.903,63 

4-9,3;» 
-4-0.  M 

+  12 

+  370 
-3851 
—  3030 
-94 
—  z 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

3,-3 

-1-0,47 
+0,17 

+  U  ,0  1 

-0,02 

—0,18 

—Vir, 

-476,22 

Oll    "  '1 

—  _  1  1 .  i  ! 
-10,20 

-4-0,14 

—2,43 
+  135,43 
+  •>•>•>, .tu 
-4-16,26 

+  5 
-155 

1  ri  i 

—  4  9  4 
—  8 

4,  -3 

5,  -3 

■70,5a 

-4-0,86 

_j_o.ni 

—8 

0,-4 

—0,25 

2 

—  5,98 
-10,33 
—0,51 

-4-1,13 
-f.  15,82 
-f-0,86 
-4-0,01 

—6 
-10 
-1 

1,  -  • 

2,  -5 

3,  -5 

—  0,19 
— 0, 4  * 

-1-0,12 
-4-0,64 
-4-0.03 

1 1 . 

3,-2 

-♦-0,04 

—0,05 

»,—3 

i  q 
•{,—3 

4,  -3 

5,  -3 

-4-0.1 1 

-4-0,10 
+0,08 

—0,47 

—0,79 
—0,09 

— ;  :  

\ ,-» 

2,  —  * 

3,  -4 

—0,02 
— U,lM 
-0,01 

-4-0, 33 

—  I  r.z/ 

—  20, Iii 

-4-0,04 
-4-89. 0; 

-1 

—22 

5—4 

—5,25 
—0  74 

4-38,96 
-+-3  30 

-4 
 1 

6,-4 

—0,07 

-4-0,26 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

-1,4« 
-2,41 
-0,70 
-0,40 

-»-3.39 
+  10,04 
+  4,82 
+0,49 

-4 
-2 
—1 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

-0,47 
-0,06 

+  0.09 
+  0,39 
+0,03 

15. 

4,-6 
6.-6 

—0,4  7 
—0,10 

+  1,48 
+  1,17 
+0,34 

8» 
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207. 

Es  kommt  jetzt  die  Reihe  an  die  Berechnung  der  Coefficienten  des 
Ausdrucks  (74)  für  ./£.  Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Coefficienten 
von  S  diejenigen  des  Ausdrucks  ftlr  W0  des  Art.  106  sind,  welche  dem 
Index  y  =  ö  angehören.  Setzt  man  zur  Abkürzung 

(27),— 

(27),=  3JT(Vf)' 

(«:■,— w^+*(^),-7(d*)i 

dann  wird  zufolge  des  Art.  1 90 

(27)  =^+(27), +  (27), +  (27), 
und  man  bekommt  ftlr  diese  Functionen  die  folgenden  Werthe. 


0.  9 

,27), 

(27), 

(27), 

COS 

cos 

cos 

cos 

I. 

0,0 
1,0 

2,0 
3,0 

+  2939','99 
+269,61 
+  10,02 
+  0,55 

+  40^89 

—  4,10 

—  1,26 
—0.08 

+0?48 
—0,07 
-0,04 

+  196l'65 
+  116,01 
+2,47 
+0,12 

-2,-1 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+  0,28 
+7,52 
+  11,82 
+13,37 
+0,63 
+0,04 

—0,04 
-0,15 
+  1,65 
-0,09 
—0,11 

+  0,03 

+0,07 
+3,53 
+9,54 
+7,06 
+0,18 
+  0,02 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

+  0,21 
+0,43 
+0,44 

+0,02 

-HO, 06 
—0,02 

+0,40 
+0,34 
+0,24 
+0,04 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

+0,01 
+0,02 
+0,01 

+0,03 
+0,04 

2. 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

4,  -1 

-0,01 
+  1,20 
+0,08 
+  30,92 
+2,22 
+0,(6 

+0,01 
+0,04 
—0,08 
+0,48 

-0,01 

—0,20 
—3,07 
+20,79 
+  1,05 

+0,06 



—  _.  i. 
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*• 

-4,-2 
0,-2 

«  -« 

2  —  2 

3,-2 

*  -2 

5,-2 

— 0^4  4 

-5,79 
+  491,42 
—  2775,04 
—  449,78 
-8,13 
—0,46 

+o;u 

+  3,12 
+  12,32 
—51,80 

-4,34 

-0,27 

+0J06 
+  0,19 
—  0,69 
-0|02 
+0,01 

—  0?13 
+  190,74 
+669,87 
—  1876  15 
-68,49 
-2,81 
-0,12 

0,-3 
1  —3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—  1,29 
-1-29,16 
-179,74 
-10,36 
-0,64 
-0,04 

+0,13 
+0  71 
-3.43 
-0.40 

+0,01 
-0,03 

+6,30 
-4-42  09 
-121,50 
—  4,90 
-0,21 
-0,01 

0,  -4 

1,  — 4 
2-4 
3,-4 

-0,05 
+  1  23 
-7,97 
-0,48 
-0,03 

+0.04 
—0,15 

+0,18 
+  1,84 

—5,38 
-0,23 
-0,02 

4.— 5 

2,  -6 

3,  -5 

-»-0,05 
—0,30 
-0,02 

+0,07 
—  0,20 
—0.01 

41. 

3,-2 

+  0,01 

+0,01 

2  —3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—  0,03 
-1-0,43 
+0,05 
+0,01 

+0,04 
+  0^09 
-0,28 
-0,03 

—0  0* 
+  0,35 
-0,10 
-0,01 

4  —4 

2,  —  * 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -1 

+0  25 
+0,25 
—  25,31 

—  2,82 

—  0,49 

—  0,06 

+0,21 
-0,45 
-7,17 
+  11,99 
+  1,09 
+0,08 

+0,01 

-0,02 
—0,16 
+  0,25 
+0,03 

-4-0  77 

I    «  %  9  9 

+0,63 
—  21.29 
+  4,17 
+0,22 
+  0,01 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

+0,03 
—  2,88 
—0,37 
-0.07 

—  0,01 

—  0,89 
+  1,54 

-0.05 
+0,13 

-0,01 

+  0,03 

+  0,10 
-2,47 
+0,51 
+  0,03 

3,-6 
5.-6 

-0,20 
—0,01 

—0,17 

T",w  » 

15. 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

-0,23 
—0,06 
-0,03 

—0,07 
+0,21 
+0,05 

-0,01 
+0,04 
-0,04 

_0.:?0 
+  0,08 
-0,04 

3. 
2,4 

— 0t22 

1 

! 

1 

-0,15 
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3. 

J'!l 
2,0 

3,0 

-M','20 
—9,48 
-0,46 

-o',«4 

*,-4 

-bjr; 



-<U6 

1. 

0,3 

+0.01 

i 

.  ■»  - 

?-  i 

c     _  - 

—0,04 

0,2 
»,* 

-3,09 
-0,46 
-1-1,00 

i  '•' 
j  >  ' 

 -— 

— ?,48 
-4,06 

6. 

o,-< 

+  «,« 
+8,01 
—  0,07 

L 



-6,64 
— 5,zo 
+G,0G 

,t,-2 

-0,26 

7. 

?,-3 

3,  -3 

4,  -3 

+  1,6* 
-4,99 
—0,39 

1,  ... 

+4,58 
—»,83 

3,-4 

-0,47 

-0,34 

J 


Die  CocfTicienten  (28)  und  (29)  sind  so  einfach  zu  erhalten,  dass 
es  unnöthig  wird,  dafür  Zwischengrössen  anzugeben.  Wenn  man  die 
Bezeichnung  des  Art.  197  wieder  aufnimmt,  so  wird 

i28)  =  ^j(»7/)-^?j 

(29)  =  ,-{<-^(V/7/) 

In  BelrHlder  Glieder,  aus  welchen  die  Coeflicienten  (30)  und  ;  31) 

bestehen,  ist  zu  bemerken,  dass  —  3(^£)  dem  Theil  von  T  gleich  isl, 

welcher  vom  Index  y  —  ^  abhängt,  und  daher  unmittelbar  aus  dem 
Art.  75  entnommen  werden  kann.  Dieses  hat  seinen  Grund  darin,  dass 

der  entsprechende  Theil  von  5T0= —  ^(v  /  's1,  un(*  Veränderliche 
v  hier  noch  nicht  berücksichtigt  ist.  Das  Glied  —  6oJ2  des  Coeflicien- 
ten (34)  braucht  auch  nicht  besonders  berechnet  zu  werden,  da  die 
Entwickelung  von  —  W2  schon  im  §  7,  Art.  1 16  vorkommt,  und  hier 
benutzt  werden  kann.  Es  sind  also  um  die  Ausdrücke  der  Coefficien- 
len  (30)  und  (31)  zu  erhalten,  nur  die  Producte  der  eben  genannten 
Functionen  mit  2* -4-  v*  und  bez.  v  zu  berechnen.  Diese  giebt  die  fol- 
gende Tafel ,  in  deren  Ueberschriften  um  Platz  zu  gewinnen 
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(31),=—  60  J2 
(31),=—  ß«j2»- 

gesetzt  worden  ist. 


9<  9 

(3«;, 

sin 

(30), 
sin 

(31), 

COS 

(31  ... 

«•OS 

4. 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

—216741 
—  IC.  1  f. 

-1,35 

—  53784 
—  5,57 
-0,46 

—  1704708 
+306,10 
-4-11,09 
-1-0,64 

+  26','01 
+  22,31 
+2.14 
+  0,43 

— 3,— i 

-2,-1 

-1,-1 
0,-1 

0,  — 1 

-1-0,04 
+0,*3 
+0,37 
-»-0,46 

—9,32 
-1,03 

A    1  A 

—  0,10 

-»-0,22 
-Hl, 79  . 
-»-0,24 
—3,07 
—  0,28 

—0,02 

-4-0,04 
-4-0,2i 
-»-8,32 
—82,91 
+  11,51 
+0,77 
+  0.0.1 

+  0.07 
+  0,39 
+  2,07 
+  1.72 
+  0,09 

-2,-2 
-  1 .  -  1 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

-»-0,01 
-••0,19 
-4-0,04 
—0,28 
—  0.03 

+  0,06 
-+-0,02 
-0,11 
-0,01 

+  0.21 
-1,99 
+0,32 
+0,02 

+  0,02 
+0,08 
+  0,03 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

+0,01 
0,00 
-0,01 

+0.01 
—0.04 

+o,o< 

2. 

1,0 
2,0 

-0,02 
—0,02 

-0,01 

+  0,02 
+0,02 

—1,-1 

0.  -1 

1.  -1 

2.  -1 
.1.  —  1 

*,  — 1 

—0,01 
-»-0,03 
-»-1,41 

—  60,93 
—7,61 
—0,73 

-1,44 
-»-1,25 
+  1,12 
-»-0. 1  1 

-0,01 
+0,06 
— 5.79 
+60,74 
+5,70 
+0.li 

—0,14 
+  1,04 
—0,43 
— 0,56 
-0,04 

—  1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

*,-2 
5,-2 

—0,03 
-1,51 
-  434,  40 
-1-5213,22 
-4-427,34 
-»-30,95 
-»-2,19 

—0,21  1 
—  2  12 
+5,99 
—  66,3« 
-1,89 

-4-0,06 
-»-0,02 

+0,is 
-42. 17 
+864,57 
-:»2ie.i,i 

—283,79 
-15,33 
—0,86 

—  0,08 

—  0.5M 
+9,85 

+  15.62 
+0,37 
—0,06 
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2. 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

-o;oi 

—0,16 
-24,44 

+3  23, 09 
-1-29,90 
4-2,38 
■+-0,18 

—0*20 
4-1,07 
-3,27 
-1,24 
-0,13 

4-0"01 
-2,40 

4-50,33 
—322,87 

-20,75 
-1,25 
—0,08 

4-0V03 
4-0,26 
4-2,80 
4-0,66 
4-0,05 

0,-4 

> 

3,  -4 

4,  -4 

—  0,01 

—  0,96 
-1-13,68 

4-1,39 
4-0,12 

4-0,08 
—  0,13 
-0,11 

—0,09 
4-2,03 
—  13,67 
—  1,00 
-0,06 

4-0,42 
4-0,06 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

—0,03 
4-0,49 
4-0,05 

4-0,07 
—0,49 
-0,04 

11. 

l  y  V 

3,-2 

—0,06 

4-0,05 

-0,02 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

4-0,12 
—2,00 
—4,53 
-0,26 

-0,02 
4-0,94 
4-1,00 

-0,20 
4-4,95 
4-4,44 
4-0,20 

4-0,02 
-0,46 
-0,48 
-0>6 

2,  -* 

3,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

0,00 
—5,76 
4-110,43 
4-67,97 
4-9,53 
4-1,01 

4-0,10 
4-3,16 
-50,79 
—  42,86 
—5,25 
—0,48 

—0,05 
4-10,42 
—  108,23 
—63,25 
—  6,63 
—0,55 

4-0,40 
-3,52 
4-23,88 
4-80,79 
4-2,02 
4-0,45 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

-0,57 
4-11,71 
4-8,83 

M         1  Oft 

4-1,33 

4-0,29 
-5,18 
—5,61 
— 0,73 

4-1,06 
-11,42 
—8,32 
— 0,94 

—0,33 
4-2,44 
4-2,74 
4-0,30 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

4-0,76 
4-0,69 
4-0,10 

-0,34 
—0,42  ; 
—0,05  1 

-0,74 
—0,65 
—  0,07 

4-0,45  1 
4-0,84 

(5. 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

4-1,91 
4-2,38 
4-0.95 

-1,22 
-1,75  • 
-0,72  1 

-1,85 
-2,23 

-o;»2 

4-0,68 
4-0,96 
4-0,37 

Setzt  man  nun  ferner,  um  in  den  Ueberschriften  Platz  zu  gewinnen, 


,32),=- 

(:«),  

(33),=- 

(33),=- 

3  )(*»+'•) 
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so  wird 

(32)  -  (32),  +  (32), 

(33)  —  (33),  +  (33), 

Die  einzelnen  Glieder  dieser  Ausdrücke  giebt  die  folgende  Tafel. 


l7.  9 

(32, 

sin 

(32), 

sin 

(33), 

CllS 

(33), 
cos 

1. 

0,0 

M 

2,0 
3,0 

+5';  3 1 
+0,::» 
-»-0,03 

+2','55 
+  0,18 

+  228-45 
—  29.93 
-1,01 
-0,13 

— 

—  1,81 
-0,16 

—2,-1 
-1,-1 
0,-1 

«»'-1 
8,-1 

—0,02 
—0,23 
—0,72 
-»-0,25 
+0,02 

— 0,04 
—  0,10 
—0,01 
+0,15 
+0,01 

—0,03 
-0,77 

+  11.21; 

—0,97 
—0,03 

+0,04 
—0,22 
—0,21 

0,-2 

-0,01 

+0,29 

2. 

0,  -1 

1,  -! 

2,  -1 

3,  -1 

+0,01 
—0,29 
-»-3,08 
+  0,27 

-0,01 
+0,08 
—0,07 
—  0,05 

-0,01 
+0,25 
—  2,76 
-0,25 

+0,02 
-0,43 
+0,02 
+0,05 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 
1,-2 

-2,12 
+37,92 
—228,30 
—  12,51 

—0,71 

+0,01 

—0,58 

-»-2,9;)  i 

+  0.0.1 
—  0,03 

+  1,73 
-37,28 
+227,11 
+  12,32 

-»-0,70 

+0,16 
—3,84 
—  6,03 
0,00 
+0,03 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

—0,10 
+2,29 
-I  i.ll 
-0,97 

+0,01 
—0,08 
+  0,1C 
+0,06 

+0,09 
—  2.20 
+14,03 
+0,93 

+0,01 

—  0,20 

—  0,43 
—0,04 

2,-4 

—0,60 

-»-0,60 

—0,01 

11. 

3,  -3 

4,  -3 

+  0,09 
+0,06 

-0,05 
-0,04 

-0,09 
-0,06 

+  0,05 
+0,04 

2,  -4 

3,  -4 

*»-* 
5,-4 

+0,17 
—  4,90 
-2,52 
—0,30 

—0,32 
+2,06 
+  1,80 
-»-0,17 

-0,47 
+  4,88 
+  2,52 
+0,30 

+0,29 
—2,08 
—  4,79 
—0,47 

3,-5 
1.-5 

—  0,53 
-0,:<7 

+0,20 
-+-0.2J 

+0,53 
+0,37 

—0,20 
—0,23 

kill'  +  'l\| 

1*2 
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[1*2 


3. 

o,i 
M 

2,1 
3,1 

+0?04 
-1,09 
-»-5,35 
+0,21 

"  +1,53 
-38,04 

+0702 

—0,16 
-0,12 
+0,05 

-0704 
+1,09 
—5,38 
—0,21 

—  1,54 
+38,06 

—  12,56 
—0,71 

— 0','02 
+0,46 
+0,12 
—  0  05 

0,0 

<,o 

+0,03 
-1,64 
—  4  5i 
—0,03 
+0,03 

—0,03 
+1,73 

*,0 

3,0 

i.o 

+230,79 
+  12,85 
+0,71 

T*,Oö 

+0,03 
—0,03 

0,-1 

« -1 

2,  -1 

3,  -1 

+0,04 
—0,88 
+6,19 
+0,50 

-0,02 
-0,13 
—0,05 

—0  04 

+0,90 
—  6,19 
-0,50 

+0,03 
+0,13 
+0,05 

i. 

0,1 

i  n 

+0,57 

•  * 

-0,59 

-1,3 
0,3 
1,3 

-0,77 
+  13,66 
-1,05 

-^ö7oY 

—  0,28 

—  O.fO 

+0,77 
—  13,62 
+  1,08 

+0,04 
+  0  28 
+M0 

0,2 
M 
2,2 

-0,34 
-12,19 
+229,40 
—  17,65 

-0,49 

+0,54 
-4,22 
—2,05 
—  0,19 

+0,34 
+12,33 
—228,58 
+  17  6* 

+0,48 

 — 

—0,43 
+  4,25 
4-2  06 
+0,49 

o,i 

1,1  | 

+0,15 
—  2,38 
-0,05 

+0,05 
+0,05 
—0,10 

—0,45 
+2,38 
+  0,0! 

—0,05 
—0,0*4 
+0,10 

5. 

*,2 

2,2 
3,2 

—  0,10 
+0,46 
+0,03 

+0,11 
—0,45 
-0.03 

«.  .  fi  f 
, 

L       _  ' 

12. 

2,-2 
1  3,-2 
4,-2 

—0,66 
+5,03 
+2,57 

+0,31 
-2,14 
-1,82 

+0,64 
-5,02 
-2,58 

..  —  <j  ; 
-0,30 

+2,15 

+1,84 

13. 
0,-* 

3,-4 

i-.'    i  X 

-0,16 
-0,87 
+3,66 
+  0,i8 

-0,11 
+2,17 
+  1,48 

-0,01  1 

-0,17 
—0,84 
+3,80 
+0,*4 

-0,11 
+2,17 
+4,50 
-0,01 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ergebeu  sich  die  folgenden  C  • 
ton  der  Gleichung 

J3=  uJX+  (27)  j\  +  (28)  IfT  +  m)  Jf*P 

+  (30)  n/z  +>  (31 )  Jp  +  32)  JP+  33)  JQ  —  UJ'Jl 
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o' 

(27) 

CO* 

(28) 

CO» 

(29) 

sin 

(30) 
»in 

(31) 
cos 

1. 

0,0 
',0 
2,0 
3,0 

-1-4943:01  ! 

_t_ ')u(    t  | 

+  11.19 

+0,59 

-152;  28 

(IIA   Cl  I 

—  ni  u,,,  1 
—  10,94 
-2.71 

—  0.» ,  U.I 

-10,91 
-2,72 

—  1  /  u ,  z  0 
-21,73 
— 1,81 

-1678^07 

-f-  .1  In,  *  1 

+0,77 

-3,-1, 
-2,-1 
—  1,-1 

0,  -1 

1,  -1 
2  — 1 

+o,:n 

i     |  A    1|  A 

1  UjJHI 

+  23.04 
+20,31 
-+-0  Tu 
+0,06 

-0,07 

-M«  ! 

—  18,4z 

+  12.11 
-23.  CS 
—  2  1 1 
-0,18 

+0,07 
+  1,12 

+  1  8,.{l> 

-134,00 
-23,  n 

-*Lii 

—0,18 

+0,04 
+n,r.3 

+  8,  1  1, 

+  0,70 
-12,39 
—  1  31 
-0,12 

+0,01 
+  0,31 

-+" " .  /  I 

—  80,84 
+13,23 
+0,86 
+  0*05 

-2.-2 
-1,-2 

0,-2 

2,-21 

+0,31 
+Ö.S3 
+0,fi6 
+0,03 

—  0,03 
—0,13 
+0,28 
-0,64 
-0,07 

+0,03 
+0,13 
-(,97 
—0,62 
-0,07 

+0,01 
+  0,25 
+  (»,06 
—0,39 
—0,0  4 

+0,26 
-1,91 
+0,35 
+0,02 

-t,-3i 

0,  -3 

1,  -3 

+0,05 
+  0,02 



+0,01 

0,00 
-0,01 

+0,01 
—0,04 

-»-O.Ol 

£  • 

0,0 

<,o 

2,0 

—  1,90 
—0,01 

+  1,90 
+  0,01 

—0,03 
—0,02 

+  0.1. 1 
+0,02 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

Li  1 

3,-1 
1.-1 

+  1,04 
—3,06 

«  aa  1  u 
+  »Z,  1  8 

+3,26 
+  0.22 

+0,05 
—  13,92 
-41,96 

+  I',J8 

-5,78 
-0.65 

-0,05 
+14,03 
+  11,97 

+ 1 , 

—5,74 

—0,64 

—0,01 
+0,03 
—0,03 

—  >>;f ,  »8 

—6,49 
—0,62 

-0,01 
—  0,08 
—4,78 

-T"  OU  .  0  1 

-1-5,14 

+0,38 

-1.-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  — S 

4,  -2 

5,  -2 

_0.ll 

+ 1  sn,  1  a 

+  1  173,80 
—  4703.68 

-11,20 

—0,58 

—  1,67 

+2625,43 
+  4587,62 
—  116,12 
+  V  lo.n.i 
+  36,61 
+  2,47 

+  1,67 
—  2618,95 
-45*3,19 
-195.03 

+  \  \  4 ,  0  ; 
+  36,60 
+2,19 

—0,24 
-3,63 
-428,41 
+51  16,86 

-+-  1  :i.  Iii 
+  31, 0f 
+  2,21 

+0,10 
-43,05 
+  874.12 
— 5167. ite 

—  Io-i  ,  1  Z 

—15,89 
—0,86 

-1.-3 

0,  -3 
I  —  { 

2,  -3 

3,  -3 

1,  -3 
5,-3 

—0,02 
+5,14 
-1-71  07 
-304,70 
—  15,66 
—0,82 
—0,05 

—0,05 
+96,31 
30 3  75 
—6.81 
+  29,16 
+  2,63 
+0,19 

+  0.o:, 

—  96,10 
—  '{Ol  15 

—  12,39 
+  29,05 

+  2,6:1 
+0,19 

—  0,01 
— 0,36 

—23,37 
+319,82 

+28.00 
+2,25 

+  0.1* 

+  0.(11 
-2.37 

+50,59 
-320,07 

—  20,09 
—  1,20 
—0,08 

0,-4 

L-i 

2,  -4 

3.  -1 
{,-1 

+0,12 
+3,11 
—  13,50 
—0,71 
—0,05 

+2,82 
+  13,98 
-0,28 
+  1.29 
+  0,13 

—2,82 
-13,86 
—0,54 
+  1,29 

+0.1 3 

-0,01 
—0,88 
+  13,55 
+  1,28 

+d,i2 

—0,09 
+2,03 
-13,55 
-0,94 
-0,06 

Google 
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2. 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

-i-O';  1 2 

—  0,50 
»0,03 

+0;55 
—  0,01 

—0?55 
—  0,02 

-o;'03 
+0,49 

+0,05 

+ovo: 
—0,49 
— 0.01 

11. 

3.-2 

-»-0,02 

—0,06 

+0,03 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—0,05 
+0,88 
—  0,33 
—0,03 

-0,18 
+  0,05 
—  0,16 

— o,o  8 

+0,17 
0,00 
—0,16 
—  0,04 

+0,10 

—  1,06 

—  0,53 
—0,26 

-0,1* 

+  1 .  w 

+0,96 
+0,14 

« 

2,  -1 

3,  -4 

6,-4 

-1-1,24 
-HO,  1 1 
-53,94 

+  i-V>o 

-f-0,85 
-1-0,03 

+2,54 
+14,91 
-2,75 
+8  31 
+  2,07 
+0,30 

-2,52 
—  1 1,93 
—0,20 

+x,:io 

+  2,06 
+0,30 

+0,10 

—  2,60 
+  . ',<.». (i  \ 

+  25.11 

+  4,28 

+  0,53 

+0,05 
+6,90 
-84,35 
-42,46 
—  i.fil 
-0,40 

2,  -5 

3,  -5 
1,-5 
5.-5 

-»-0,13 
—6,2") 
-»-1,72 
-t-0,H 

+  1,39 
—  0,33 
+  0,94 
+0,28 

-1,39 
0,00 
+  0,93 
+0.  M 

—0,28 
+6,63 
+3,92 
+0,60 

+0,73 
-9,01 
—5,58 
—0,64 

3,-6 

i  -6 
5,-6 

—  0,40 

+o.i , 

—  0.01 

+  0,42 
+0,27 
+0,05 

—0,59 
-0,44 
—0,07 

15. 

*,-e 

5,  -6 

6,  -6 

—0,50 
+0.26 
—  0,02 

+o,r,«.t 
+6,61 
+0,23 

-1,17 
-1,27 
-0.15 

3. 

4  1 

rt  'J7 

+  *J,  O.J 

n  vi 

«,0 
1,0 
2,0 
:«,o 

+3,06 
—  15,77 
—  o,»i7 

-65,70 
+  15,03 
-0,55 
+  1,49 

+65,21 
-Ii. 81 
—0,55 
+  1,49 

-1,75 
+  21,10 
+  1.: 

+  3. 5D 
—21,00 
—1,16 

— 0,41 

+  0.53 

—0,63 

4. 
0.3 

¥ — «— 
—  0,0-1 

0 

— » ,zo 

-2,2 
-1,2 
0,2 
1.2 
2,2 

-5,57 

—  1 ,52 

+1,37 

+0,49 
-6,34 

—  1  0,.)0 

-i,07 
-0,15 

-0,49 
+  6.10 

1     ft  A 
— 1,10 

-4,09 
-0,15 

+0,68 
0 

—0,58 

+  i;i: 

—  ZI  ,.i.J 

+  1,17 

6. 
0,0 

—12,81 

+  13,52 

0,  -1 

1,  -l 

2,  -1 

-5.35 
+9,78 
-0,01 

+  71».  23 
—0,09 
—0,42 

—80,65 
-0,49 
-O.W 

0 

+3,21 
-0,17 

+4,31 
-9,63 
+  0.26 

0,  -2 

1,  -8 

—  0,09 

+0,23 

-0,2:. 

+  0,1»  i 

-0,49 
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7. 

| 

1,  -3 

8,-3 

3,  -3 

4,  -3 

2,  -4 

3,  -4 

-»-3ri4 

—8,32 
—0,59 

— 2?92 
-♦-6,33 
—  0,38 
+0,80 

+2?90 
-6,30 
—0,61 
-»-0,79 

-2;«5 
-1-15,89 
+  1,75 

+3:98 
—  15,89 
-1,31 

-0,78 

~+0,60  " 

—0,58 

+  1,34 

-1,34 

9*9 

(32) 

sin 

{33} 
cos 

sin 

(33) 

cos 

4. 
0,0 

M 

2  0 

3,0 

+7^86 
•4-0  9. 'S 
+0,03 

+284J21 

-31,77 
—  1  20 

-0,13 

3. 

—  ■ 

8,1 

3,1 

+5','23 
+0,26 

— 5','26 
—0,26 

0,0 
;  1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

+  1,56 
—  39,68 
+  226,25 
+  12,52 

+  0,71 

-1,57 

»10  TO 

-226,72 
—  4  2,53 
—0  74 

-1,-1 
0  — 1 

8,-1 

—0,03 
—0,33 
—0,73 
+0^40 
+0,03 

—0,03 
-0,73 
+  1 4  04 
-1,18 

—  0,0.1 

0   l 

2,  -1 

3,  -1 

—  0,90 
+  6,06 
+  0,45 

—0,04 
+0,93 
—  6,06 
-0.45 

-0,01 

+0,29 

2. 

0,  -1 

1,  — * 
8,  — 1 
3,-4 

-0,24 
+3,01 
+0,22 

+»,01 
+0,12 
-2,74 
—0,20 

i 

*  • 

»,4 

-i,rr~ 

0,3 
1.3 

+  0.57 

—  0,59 

—0,78 
+  13,38 
-1,15 

+0,78 
—  13,34 
+  1,18 

0,  -2 

1,  -8 

2,  -2 

3,  — 8 

4,  -2 

-2,03 
+37,34 
—225,35 
-42,48 

-0,74 

+  1,89 
—  41,12 
+221, OK 
+  12,32 

+0,73 

'  -2,2 
-1,2 

0,2 

1,2 
2,2 

—  0,34 

—  11,65 
+  224,88 

—  19,70 
—0,68 

+0,34 
+  11,90 
—224,33 
+  19,68 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

A  Alk 

— 0,09 
+2,21 
-14,25 
-0,91 

■   A    1  l\ 

+0, 1 0 
-2,4» 
+  13, CO 
+0,89 

M 
1.1 

~  +0,20 
-2,33 
-0,15 

—0,20 
+2,34 
+0,11 

2,-4 

-0,60 

+  »■59 

5. 

«,8 

'  2.2 
3,2 

-0.10 
+  0,46 
+0,03 

+0,11 

-0,45 
—0,03 

44. 

3,  -3 

4,  -3 

+0,04 
+0,02 

—  0,04  - 
—0,02 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

+0,15 
-2,84 
—0,72 
—  0,13 

— 0,1 8~ 
+2,80 
+0,73 
+0,13 

12. 

2,-2 

;  =-*-•■ 2. 

-0,35 
+  2,89 
+0,75 

+0,3  4 
-2,87 
— 0J4 

3,  -5 

4,  -5 

—0,33 
—0,13 

+0,33  1 
+0,14  ' 

|  13. 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

—0,87 
+  4,30 
+5,14 
+0,27 

—0,28 
+1,33 
+5,30 
+0,23 

3. 

0,4 
M 

+0,06 
-1,25 

—  0,06 
+  1,25 
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209. 

Indem  wir  jetzt 

setzen,  ergeben  sich  Air  den  Coefficienten  (34)  zuer&i  die  folgenden 

Producte,  deren  Summe  3  (B-J^)  giebt.  Um  Ptatz  zu  gewinnen,  ist  in 
den  Ueberschriften 

3(^)      =(3i)0,  3  -(84}, 
gesetzt  worden! 


^ 
* 

j 


»ff 


(3*). 


4. 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 


3," 


1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 


2. 
M 


0,-4 

3,  -1 

4,  -J 


+o;o7 

0 

—2,4t 
—0,07 
0,00 


(34), 


COB 


•100'.'*  IG 
■239,05 
-27,22 
-2,49 
-0,21 


-+-0,12 
0 

-0,12 
0,00 


-1,10 
—9.88 
-U,77 
-19,56 
—  2,46 
—0,22 

-0,35 
-0,73 
-0,89 

"ML 


(34), 


(34), 


— 0;036  -1-0^06« 


—0,04 
-0,02 


+0,11 
-1-0,04 


-»-0,18 
-1-0,80 
+0,03 
—  0,81 
-0,27 
—0,04 


+0,01 
+0,01 
+0,01 


I 


+0,04 
0,00 
—  0,08 


HdP 


+0'J093 

-0,04 

-0,01 


-  .1 


■  - 1  ■ 

*  i 


<r  - 


+3,63 
—43,84 
-3,6» 

-o, 

 : 


-1,_2  +0,25 

0,  -2  0 

1,  _2  -864,47 

2,  -2+10435,47 

3,  — fi:  +858,70- 

4,  -2  +68;91 
+4,501 


—0,08  ;  +0,02 
+0,21 
+0,02 
-0,82 
-0,11 
—  0,02 


+0,07 
-4,41 

-33,85 
-7,88 
-0,91 


-Q,26 
-1,51 
-2,21 
-3,60 
-0,75 
-0,34 
-0,04 


+0,46 

+MQ 

+0,17 
-5,97 
-3,56 

—0,07 


+0,02 
+0,02 
+0,03, 


— 


-IM  3 




cos 


— 


3  r~  A 





-H0,0l 


■ 

 - 


Ii  _ 


r=P,02 
—0,04 
+0,08i 


—0,03 
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2. 

0,-3 
4,-3 
8,-8 

3,  -3 

4,  -3 

— 76?22 
•4-920,06 
-4-75,80 
-4-5,54 

— 0?26 
H-i,  12 
-4-33,22 
44, :  B 
-4-1,44 

-4-0.27 
-4-0,01 

—0,76 
—0,52 
-0,40 

— o;oi 

— 0,02 

—  0,03 

—  0,02 

-4-0.  1  1 

-4-0;0l 

Ii— 4 

2,  -4 

3,  -4 

—4,15 
-4-50,03 
-4-4.1:' 

-1-0,22 
-4-3,34 
-4-1.02 

—0,04 

1  -  l 

«,-5 

41. 

2,  -2 

3,  -2 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

tu 

-2,27 
—4,94 

—0.40 
-0,79 
-0.57 

a  i 

1,  -4 

2.  — 1 
»,—4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

-4-0,01 
—  1 1,49 
-4-224  ,10 
-4-436,15 
-4-19,44 
-4-2,03 

-4-0,05 
-4-0.03 
-0,13 
-0,15 
—0,05 

—0,03 
—0,09 
—0,08 
—0,03 

-4-0  Ol 
-4-0.04 
—0,09 

—  0.  Ol 
—0,04 
-4-0.09 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

—  1,56 
-4-29,18 
-4-24,09 

-4-3,04 

-4-0,06 
-4-0.75 
-4-0,60 
-4-0,18 

-0,04 
-0,01 

3'. -Ii 

-4-2,25 
-4-1 

-4-0,27 

~HhO,l  1 
-4-0,10 
-4-0,02 

4  5. 

4,  -6 

5,  -6 
6—6 

-4-4,97 
-4-0,79 

-4-2,37 
#•8,78 
-4-1,12 

■  i" — 

Für  »l'  t»  CopfficienleB  (343  erhall  man  die  folgenden  Piodncle,  in  deren 
l  i'herscliriflen  dieselbe  Bezeichnung  wie  oben  angewandt  worden  ist. 
Nemlieh 

(35).  =  6  de. 


M 

(35), 

?5)i 

BIP 

sm 

sin 

»in 

«in 

sin 

sin 

4,0 

— 242;044 

— o;o  1  6 

-4-0;076 

— o;o3« 

—  (I','02S 

2.0 

—  17,376 

—0,018 

-4-0,034 

—0,012 

-0.012 

3,0 

— 4, 4M 

-1-0,004 

-4-0,004 
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1. 

—1,-1 

0,  -4 

1,  -1 

2-1 
3,-1 

— 0;(>66 
—4,812 
+  SSHM 
—  4,812 

—0,066 
-0,002 

+0','680 

+  io.22f, 

-.0,229 
—  19,630 
— 1.598 
—0,104 

— o;i74 

—0,842 

—  0,852 

—  0,844 

—  0,220 
-0,024 

— 0"006 
+  0,006 

+  o.u ;: 

—  0,004 

+0';039 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -? 

2,  -2 

-11.242 
-1-4,1: 18 
—0,242 
—0,002 

+0,374 
-0,013 

—  0,898 

—  0,07« 

-0,048 
—0,069 
-0,076 
—0,018 

+0,001 

+0,002 

+  0,002 

0,-3 

+0,164 
—0,010 

+0,004 
-0,030 

-0,004 

2. 

1,0 

2,0 

-0,058 
—0,228 

+0,004 
+  0,044 

0,-1 

•»-' 

2,  -1 

3,  -1 

*,-1 

—0,333 
+7,262 
—  43,840 
—2,408 
-0,132 

+0,481 
-2,816 

—  33.382 
—  6,454 
—0,560 

—0,200 
-0,298 
-0,276 
—0,100 
—0,014 

—0,010 
+  0,002 
+  0.022 
+0.014 

+0,018 
—0,424 
-0,006 

—  0,014 

—1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

*»— 2 
5,-2 

—0,508 
-4-79,230 
—  4728,946 
+  10435,466 
+573. 134 
+31,454 
+1,800 

+  0,170 
+1,950 
+ 1 ,  1 :  s 

-2,686 
—  0,596 
—0,286 
—0,028 

—0,282 
—  2,692 
-1,188 
—6,912 
-3,176 
-0,414 
—0,034 

—0,001 

+0,064 
—  0,062 
+0,072 
+0,024 

+  0,060 

—  0,014 
4-0,054 

—  0,006 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

+  6,984 
—  152,434 
+920,06  i 

+  50,532 

+2,772 

—0,036 
+ ! ,  190 
+  32,950 
+  8,344 
+  0,708 

—0,236 
—0,532 
-0,904 

—  0,466 

—  0,066 

+0,008 
—  0,002 
—0,018 
—0,014 

+0,006 
—0,018 
+  0.132 
+  0,006 

+  0,006 
+0,022 

0,-4 
Us=J 

+0,380 

 S  -><J() 

l » y  ««TU 

+50,028 
+2,748 

—0,020 
+  0,108 

-0,014 
-0,038 

2,  -4 

3,  -4 

+8,278 
+0,878 

—0,004 
-0,012 

+0,010 

2,-0 

- 

+2,176 

+0,192 

+  0.001 

11. 

2,  -2 

3,  -2 

+  0,010 
-0,120 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+0,394 
— -2,210 
—  1,810 
—0,228 

-0,090 
—0,778 
—  0,526 
-0,H4 

<  -4 

+0,092 

-0,036  | 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

6,  -4 

—  20,778 
+  216,694 
+  126, 72K 

+  13,314 
+  1.108 

-0,084 

—  0,194 

—  0,136 
—0,040 

-0,026 
-0.084 
-0.072 
-0,024 

+0.006 
+0j050 
—0,090 
—  0,008 

—  0,006 
—0,050 
+  0,090 
+0,008 
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IL 

1,-8 

1,-» 
4,-8 

8,-5 

1 

'  Mi» 

*+  '  or  ■ 

—87798 
-1-28,174 
+49,830 

+8,4  44 

+0?042 

+0,730 
+0,558 
+0,436 

— 0;042 
-0,042 

■    ■ — » 

-0^014 

t  - 

+OJ04  4 

3,-6 
1,-6 
8,-8 

;-      1  ff»  1» 

+8,484 
+4,794 
+0,492 

+0,410 
+0,090 
+  0.016 

1! 
4, 
\ 

*\  tt 



+  1,374 
+  4,888 
|  +0,697 

+2,348 
+2,64  6 
+  0,918 

\ 

i 

i 

l 

.  1 

För  den  Coefficienten  (36)  ergeben  sich  die  folgenden  Producte ,  wo 

*  =  3j(^)-F(^)| 
ist,  und  demgemäss  die  übrigen  Bezeichnungen  zu  verstehen  sind. 


4. 

0,0 
4,6 
8,0 
3,0 

R 

cos 

cos 

cos 

SdP 

cos 

VdQ 

cos 

+  4?078 
+  10,354 
+0,772 
+0,050 

+o;oo< 

+0,002 
+0,002 

— 6;807 
+0,927 
+0,069 
+0,004 

—67254 
+0,695 
—0,004 

-2,-4 
-4,-4 
0,-4 
4,-4 

■ 

+0,04 
+0,44 

+0,62 
+0,86 
+0,06 

-0,03 
+0,04 

+0,04 
-0,72 
+0,06 
+0,04 

+0,02 
—0,64 
+0,04 

-4,-2 
0,-2 
4,-2 

+0,02 
+0,04 
+0,04 

—0,04 
—0,02 
—0,04 

8. 

0,-4 
4,-4 
8,-4 

3,-4 

+0J04 
—6,33 
+4,97 
+0,44 

-0,04 
+0,44 
+  4,54 
+0,29 

-0,04 
+0,04 

-0,08 
+0,53 
+0,03 

+0,04 J. 
-0,09 

-4,-2 
0,-2 
4,-2 
2,-* 
8,-4 

+0,02 
—3,56 
+77,80 
-469,48 
-25,78 
—4,48 

+0,07 
+0,09 
+0,45 
+0,02 
+0,04 

-0,04» 

-0,42 

-0,04 

+0,26 

+0,44 

+0,04 

+0,02 
-0,37 
+0,34 
-0,44 
-0,42 
-0,04 

+0,02 
—0,34 
+0,84 
-0,47 
+0,04 

I 

! 
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2. 

0,  -3 

1,  -3 
8,-3 

3,-3 

— 0?30 
-1-6,87 
—41,40 
—2,28 

4-0;'02 
-0,04 
—  4,48 

-0,37 

-o;o4 

4-0,03 
4-0,02 

— 0T03 
4-0,44 
—0,59 
—0,05 

-0:03 

4-0,03 

4,-4 

2,  -4 

3.  -4 

4-0,36 
-2,24 
—0,12 

-0,45 
-0,03 

4-0,01 

—0,06 

II 

2,  -4 

3,  -4 

4-0,93 
-9,78 
-5,74 

—0,03 
—0,28 
4-0,49 

5,-4 

—0,60 

4-0,05 

2,  -5 

3,  —> 

4,  -5 

4-0,42 
-1,28 

-0,89 

-0,03 
—0,02 

-0,03 
4-0,07 

3. 

M 
3,4 

-0,04 
4-0, '.»8 
—5,91 
—0,33 

—0,02 
—0,01 
4-0,02 
4-0,04 

4-0,02 
4-0,06 
-0,25 
—  0,04 

-0,04 
—0,02 
4-0,03 

0,0 

1,0 
2,0 

3,0 

-0,28 
—0,14 
4-0,24 
4-0,14 

4-M4 
4-1,21 
—6,70 
—0,26 

—0.05 
—  0,22 
4-0,58 
-0,04 

0,-« 
4.-1 

2,  -1 

3,  -4 

-»-0,04 
—0,98 
-1-5,91 

4-0, 

—0,01 
—0,01 
4-0,01 
4-0,01 

—0,01 
-»-0.08 

—0,46 
-0,02 

—0,04 
4-0,04 

4. 
0,4 

-2,28 

—  0,06 

-4,3 

0,3 
4,3 

4-2, 
-41,97 
4-2,28 

4-0,04 
4-0,05 
4-0,10 

-0,42 
4-0,03 

-0,08 

-2,2 
-4,2 
0,2 

M 

2,2 

4-0,36 
4-26,02 
-176,14 
4-26,02 
4-0,36 

4-0,33 
—0,33 
4-0,55 
4-0,08 
-0,01 

4-0,02 
-0,94 
4-0,02 

-u 

A  I 
ü,« 

4,4 

-0,44 
•+■  x,uu 
-Or44 

—0,04 
—  u,  wo 
-0.12 

—•,03 
4-0,48 
—  0.02 

—  U,  Vi 

5. 

0,2 
4,2 
8,2 

3,2 

4-0,48 
-0,94 
-0,06 

4-0,34 
-0,22 
4-0,49 
—0,01 

-0,3i 
4-0,24 
—0,48 
4-0,04 
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12. 

8,-2 
3,-2 

— 0','36 
-»-0,22 
—0,46 

13. 

0,-4 
<,-4 
2,-4 
.  3,-4 

—  0*28 
-0,44 
-1-0,28 
-»-0,14 

-♦-0,01 
—  1,34 
+6,67 
+0,39 

— 0?05 
—0,22 
+0,48 
—0,04 

-4,4 
0,4 
4,4 

.'  + 

—0,28 
+6,26 
-0,41 

+0,28 
—6,22 
+0,41 

Für  (37)  ergeben  sich  die  folgenden  Producle,  in  welchen 
ist. 


9*9 

V 

sin 

^1 

sin 

sin 

sin 

Z8Q 

sin 

4. 

M 

2,0 
3,0 

+  10','893 
+0,784 
+0,050 

+0/002 

— o;'i:n 

+0,007 

—0^210 
—0,060 
—  0,004 

-2,-1 
-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

+■0*04 
+0.65 
—  11,96 
+0,65 
+  0,01 

—0,04 
-0,47 
+  0,02 
+0,90 
+0.nii 

+  0,03 
+0,04 
+  0,04 

+0,22 
—0,02 

+  0,01 
+0,20 
—0,03 
—0,01 

-1,-2 
0,-2 

+0,04 
—0,60 
+0,04 

—0,02 
+0,05 

-0,02 

—0,02 

2. 

0,-1 

4,-4 

2,  -1 

3,  -1 

+  0,01 
—0,33 
+  1.'.'T 
+0,11 

—0,03 
+  0.1* 
+  1,51 
+0,29 

+0,01 
+  0,02 
+0,01 

+0,01 
—0,07 

+0,01 
—0,09 

—  1,-2 
0,-2 

*,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+0,02 
—3,56 
+77,80 
—  469,48 
—25,78 
-1,48 

—0,09 
-0,07 
+0. 1  9 
+0,03 
+0,01 

+0,01 
+0.42 
+0,24 
+0,32 
+0,14 
+0,04 

-0,02 
+  0,34 
-0,21 
+0,48 
—0,01 

—0,02 
+  0,33 
-0,09 
-0,40 
—0,09 
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2. 

0,-3 
4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

— 0*30 
■1-6,87 
-44,40 
-2,28 

-4-0*04 
-0,05 
-1,48 
-0,37 

+0"04 
+0,02 
+0,03 
+0,08 

+0"03 
—0,08 
+0,13 

+0-03 
-0,01 
+0,05 

1  —  4 

«,-4 
3,-4 

+  0  36 
—2,24 

-0,45 
-0,03 

t  '• 

«■ 

i  —  I 

1,-4 
8,-4 
8,-4 

8,-4 

i  .  i .  — 

—0,04 
-4-0,93 
-9,75 
-5,74 
—  0,60 

A~.r 

+0,01 
—0,03 
-0,27 
+0,50 
+0,05 

2,  -5 

3,  -5 

< 

+0,42 
-1,28 
-0.R9 

-0,03 
-0,08 

-0,01 
-0,05 
+0,08 

3. 

0,4 

1,4 
2,4 
3,1 

-0,04 
-4-0,98 
-5,94 
—0,33 

—0,02 
—0,04 
+0,02 
+0,04 

TZ  i 

+0,01 
+0,08 
—0,03 

+0,08 
—0,47 
-0,04 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

-0,28 
-0,13 
+0,24 
+0,13 



+0,05 
+0,83 
-0,55 
+0,01 

-0,09 
+0,75 
—5,63 
-0,87 

0,-1 
3,-1 

4-0,04 
—0,98 
-1-5,94 
-4-0,33 

-0,01 
-0,01 
+0,01 
+0,01 



•  r 

+0,01 

-0,03 

l  'i  -  +- 

—0,04 
+0,06 
-0,39 
—0,04 

Al. 
0,4 

V-  u-f- 
-2,28 

• '  "V 



-0,07 

l 

-1,3 
0,3 
4,3 

-1-2,28 
-41,82 
-1-2,28 

+0,04 
+0,05 
+0,10 

1 

■  i 1 

+0,01 
—0,61 
+0,04 

-0,01 
+0,43 
+0,04 

—2,2 
-1,2 
0,2 

1,8 
2, 2 

-1-0,36 
•+•25,92 
-474,22 
-4-25,92 

•4-0,36 

• 

+0,01 
—0,14 
+0,06 
+0,14 
-0,01 

+0,34 
—0,16 
—0,38 
-0,04 

-u 

0,4 
U 

-0,44 
+4,99 
-0,4  4 

-0,04 
-0,05 
-0,10 



f  '-4 

—0,03 
+0,61 
-0,02 

 ^T" 

-0,17 

r  ■ 

JL 

0,2 

M 
2,2 

'   !  V  v  - 
f- .  J1.-4- 

-1-0,18 
—0,94 

—0,06 

-  0  + 

1  .  V  + 
h.  U  + 

.  •■  ■♦ 
.'.(•+ 

;^;  + 

+0,34 
—0,81 
+0,48 
—0,01 

+0,21 
—0,48 
+0,01 
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8,-2 

— o;36 

+  0,22 
-0,46 

13. 

0,-4 
4,-4 

•J    '  -f 
'    1    1  *| 

-t-0^28 
-1-0,43 
-0,28 
-0,13 

+0705 

-4-0,23 
-0,47 
+0,01 

—0,04 
+1,30 
-6,62 
-0,38 

h       '     •  ■ 

-  •  1    I  f 

-0,28 
+6,20 
-0,41 

+0,27 
—6,46 
+n,Bo 

240. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  Producten  der  Summe  des  Inhalts  der 
Tafda  des  vor.  Art.  mit  Sr-t-»'  und  bez.  r.  Setzen  wir  um  Raum  zu 
gewinnen 

(3*)'= 

so  ist  (34)'  der  Summe  der  Functionen  (34),,  (34),,  etc.  gleich,  und 
setzen  wir 

(35)'=  6  (^) 

so  ist  (35)'  der  Summe  der  Functionen  (35),,  (35),,  etc.  gleich.  Führt 
man  ferner  die  eben  genannten  Multiplikationen  aus,  so  ergiebl  sich  der 
Inhalt  der  folgenden  Tafel. 


9.9' 

(34)' 

(34)'  (2*+**) 

cos 

(35)' 

(35)'  p 

sin 

j_ 

0,0 

M 

2,0 

3,0 

— 1007002 
-239,05 
-27,22 
—2,49 

—667918 
-104,72 
-11,33 
-0.91 

—2427048 
-17,384 
-1,142 

—57^12 

-4,15 
-0,25 

-2,-4 
-4,-4 
0,-4 

-0,85 
-6,66 
-44,73 
-22,77 

-0,42 
-3,81 
—9,80 
—8,81 
-0,92 
-0,09 

+0,440 
+4,566 
+87,056 
-25,284 
-1,884 
-0,130 

+0,15 
+2,25 
—0,94 
-4,73 
-0,28 

« 
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1. 

»,—2 

1,  -2 

2,  -2 

—0,73 
-1,09 
—0,13 

-o;i;i 
—0,49 
-0,43 
—0,06 

+0?084 
+  4,358 
— 1,216 
—0,098 

+0:11 

—0,03 
—0,21 

0,  -3 

1.  -3 

+0,168 
+  0,044 

2. 

1,0 

2,0 

-0,06 

  .  mm^ 

-0,02 

—0,054 
—0,484 

+0,01 
+0,03 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

•i  j 
■ . — i 

4,-1 

-»-0,28 
-0,74 
-78,03 

1  1  \7 
—  1  1  , .»  i 

—  1,19 

+0,35 
-2,48 
+  1,93 
+  «,«* 

+0,22 

—0,062 
-1-4,168 
—77,614 

—0,706 

+0,09 
—  1,08 
+  1,47 
+  1  ,oo 

+0,08 

—  1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

■i  —  i 
3,-2 

5,-2 

-»-0,45 
-»-1,39 
— 866,51 

.     1  1 1  L  .)  II  IIC 

+  1  Ii »  ü.i.nn 

-4-855,40 
-»-61,86 
+4,39 

+0,31  , 
+  2,83 
+  17,75 

1  <  1  IQ 

—  1  .1.1,  |  51 

-5,15 
+0,07 
+  0,05 

—0,620 
+  78,611 
—  1732,032 

i    lAld't   QU  1 

-j- 569,380 
+30,754 
+  1,738 

-0,10 
—  1.66 
+  12,33 

—  »in,  U  / 

-0,99 
+0,12 
+0,01 

A  Q 

1,-3 
i— 3 

3,  -3 

4,  -3 

u,uu 
—74,1 1 
+  952,63 
+85,01 
+  6,58 

.    (1  AO 

+3,. 18 
-10,49 
-2,94 
-0,27 

i  c  700 

1  —151,796 
+952,'246 
+58,402 
+3,414 

rt  94 
—  11,2.) 

+  1 .49 

-5,64 
-1,37 
—0,40 

0,-4 

1»— * 

2,  -* 

3,  -4 

-3,93 
+53,34 
+5,13 

+0.27 
-0,49 
-0,29 

+0,346 
-8,220 
+53,312 
+3,614 

+0,10 
-0,29 
—0,15 

2,  —5 

+  2,372 

—0,02 

11. 

2,  -2 

3,  -2 

+0,010 
-0,180 

2,-3 

J,  — <J 

4,  -3 

5,  -3 

+0,20 

— O,U0 

-2,48 

—0,03 
.  i  i> 

+ 1  ,  »0 

+  1,63 

+0,304 

9  iivv 

— z,yoo 
_2,33f> 
-0,342 

—0,08 

.  A  M 
+  ll,DO 

+  0,81 
+  0.K» 

1,-4 

1,-4 

*,-* 

5,  -1 

6,  -4 

+0,06 

ii  i Ii 
—  1 1 , 49 

+220,88 

+  4  35,92 

-f- 19,36 

+2,03 

+  0,15 
+  6,29 
-100,60 
-85,71 

-io,;iO 

-0,95 

+0,056 

an  OOO 

—  Z(),ö88 

+246,416 
+  126,520 
+  13,250 
+  1,108 

-0,21 
+  7,17 

—  47,40 
-41,49 
-4,03 
-0.  (1 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

-1,50 
+  29, 92 
+  21,68 

+3,22 

+  0,79 
—13,31 
-n,76 

-1,80 

-2,756 
+29,192 
+20,370 

+2,280 

+0,96 
-6,18 
—  6,68 
-0,71 

Google 
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11. 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

+  2;36 
-»-1,99 
4-0,89 

-iro0 

-1,24 
-0,14 

4-  2^294 
4-1,884 
4-0,208 

-o;so 

-0,62 
-0,07 

15. 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

-1-2,37 
+4,75 
+  1,91 

-2,43 
—3,51 
—  1,42 

4-3,692 
4-4,504 
4-1,646 

-1,34 
-1,93 
—0,75 

Seien  ferner 


W-3|(^)-^)( 

dann  ist  (36)'  gleich  der  Summe  der  Functionen  Ä,  Ät,  etc.,  Und  (37)' 
gleich  der  Summe  der  Functionen  Y,  Yt ,  eic.  des  vor.  Art.  Somit  er- 


0.  9 

(36) 

(36]  (2*+*») 

(37) 

(37)  [Zp+v*, 

CO» 

cos 

sio 

sin 

0,0 
4,0 
2,0 
3,0 

-8?979 
4-11,975 
4-0,842 
4-0,054 

4-2*1792 
4-4,337 
4-0,133 
4-0,022 

4-10','552 
4-0,733 
4-0,046 

4-5-233 
4-0,381 
4-0,024 

-2,-1 
—  1,-1 
0,-1 

2,-1 

4-0,04" 

4-0,44 

—0,74 

4-1,00 

4-0,07 

4-0,02 
4-0.13 
4-0,40 
4-0,38 
4-0,04 

-0,03 
4-0,22 
-11,48 
4-1,54 
4-0,06 

—0,02 
—0,22 
4-0,16 
4-0,43 
4-0,04 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -* 

4-0,01 
4-0,02 
4-0,03 

4-0,01 
4-0,03 
4-0,02 

4-0,02 
-0,64 
4-0,09 

—0,01 
4-0,01 
4-0,02 

2. 

J.-J 
3,-1 

-0,01 
-0,26 
4-3,93 
4-0,43 

—0,03 
4-0,12 
—0,09 
—0,09 

—0,01 
—0,17 
4-3,33 
4-0,40 

4-0,02 
—0,16 
-0,09 

0,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

-4,32 
4-78,43 
—  469,95 
—25,73 

-1,41 

—0,05 
-1,06 
4-6,20 
4-0,05 
-0,02 

~  -2,86 
4-77,64 
—  468,95 
-25,7i 
-1,40 

4-0,16 
—  1,09 
4-6,07 
4-0,05 
—0,02 
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2. 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

-o;35 

-»-6,94 
-43,41 

+o;-oi 

-0,17 
+0,50 
+  0,11 

— 0','22 
+6,81 
-42,67 
—2,63 

+0';oi 

-0,07 
+0,55 
+0,12 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

+0,37 
-2,45 
-0,15 

—0,01 
+  0,02 

+  0.01 

+0,30 
-2,39 
-0,15 

—0,01 
+  0,02 
+0,01 

11. 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -i 

+0,90 
—  10,06 
-5,22 
—0,55 

-0,64 
+  1,26 
+3,73 
+  it,:tr, 

+  0.90 
-10,02 
—5,21 
-0.55 

—  0,64 
+  4,25 
+3,72 
+0,36 

2,  -5 

3,  -5 
1,-5 

+  0,12 
—  1,34 
-0,84 

—0,09 
+  0,56 
+0,61 

+  0,11 
—  1 ,36 
-0.83 

—0,09 
+0,56 
+  0,00 

3. 

0,1 

U 
2.1 

3,1 

—  0,05 
+  1,01 
-6,11 

-0,33 

—  0,01 
+0,30 
+  0,33 
—0,01 

—0,05 
+  l,"l 

—  6,09 
—0,33 

—0,01 
+0,38 
+  0,33 
-0,01 

0.0 
1,0 

2,0 
3,0 

—  o.;{2 
+  0.83 
—5,88 
—0,13 

—0,14 
+  i,56 
+3,30 
—  0,03 

—  0,32 
+0,85 
—5,94 
—0,43 

—0,14 
+  4,55 
+3,25 
—0,03 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

+  0,02 
—0,92 
+5,50 
+0,32 

+  0,18 
+0,14 

+0,02 
-0,92 
+5,50 
+0,33 

+  0,18 
+0,15 
+0,01 

4. 
0,4 

-2.31 

+0,02 

-2,35 

+0,02 

-1,3 
0,3 
1,3 

+2.32 
-42,42 
+2,41 

+0,06 
+0,51 
—0,08 

+2,32 
-42,25 
+2,43 

+0,05 
+0,50 
—0,08 

-2,2 
-1,2 
0,2 

M 
2,2 

+0,69 
+  2.5,71 
—  476,50 
+26,21 

+o,r> 

—0,01 
—  0,65 
+6,14 
-0,48 
—0,01 

+0,68 
+  25,62 
—  474,54 
+  26,02 

+  0,36 

—0,01 
-0,73 
+6,10 
-0,48 
—0,01 

~U 
0,1 
U 

-0,IS 

+2,41 

-0.25 

-0,08 
-0,13 
+  0,06 

-0,18 

+2,38 
-0,23 

-0,08 
—0,13 
+0,00 

12. 

2,  -8 

3,  -2 

4,  -2 

—  0,36 
+0,22 
-0,46 

+0,07 
+  0,01 

-0,36 
+  0,.'.' 
—0,46 

 m  

+0,07 
+  0,04 
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iL  I 

4  -o^f  _o-H  +0?32  +0^44 

I, — 4|  -1,70  +4,57  +1,66  -4,56 

«,—4  +7,43  +3,10  -7,37  -3,10 

3,-4}  +0,58  1     -0,03  1    -0,50  |  +0,03 

211. 

Es  können  jetzt  die  Werthe  der  Coefficienten  der  Gleichung  (75), 
Kialich  der  Gleichung 

^  =  (34)  nJz  +  (35)  Jv  +  (36)  JP  +  (37)  JQ  -l-  ($5) 

zusammen  gestellt  werden,  und  ergeben  sich  wie  folgt. 


J.  j' 

(34) 

OOS 

(35) 

sin 

(36) 
cos 

(37) 

sin 

±- 

0  0 

M 

9,0 
3,0 

-343,77 
—38,55 
-3,40 

—899717 
—21,53 
-1,39 

—  0, 1  o  1 

+  16,312 
+0,957 
+0,076 

+  15^785 
+  1,114 
+  0,070 

-8,-1 
-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

-1,27 
-40,47 
-24,53 
— 31,58 
—3,72 
-0,35 

+0,59 
+6,82 
+86,12 
—30,01 
-2,16 
-0,13 

+0,06 
+0,57 
—  0,34 
-4-1  38 

-T-  >  ,<J" 

+0,11 

—0,05 
0,00 
-11,32 
97 
+0,10 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

—0,32 

—  1,22 

—  1,52 
-0,19 

+0,19 
+  4,33 
-1,43 
-0,(0 

+0,08 
+0,05 
+0,05 

+0,01 
—  0,63 
+0,11 

0,  -3 

1,  -3 

+0,17 
—0,04 

8. 

1,0 
2,0 

-0,08 

-0,04 
-0,15 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

4,  -1 

+0,63 
-3,22 
—76,40 
—0,45 
—0,97 

+0,03 
+3,09 
-76,44 
—7,90 
—  0,63 

—0,04 
-0,14 
+3,84 
+0,34 

-0,01 
-0,15 
+3,17 
+0,31 

-1,-2 

0,  -8 

1,  -8 
2  —9 

3, '—* 

4,  -2 

5,  -2 

+0,76 
+3,62 
—848,79 
+  10298,67 
+850,85 
+61,93 
+  4,44 

—0,72 
+76,95 
—  1719,70 
+  10357,92 
+568,39 
+30,87 
+  1,75 

-4,37 
+77,37 
-463,75 
—  25,68 
-1,43 

—8,70 
+76,55 
—  462,88 
—25,67 

-1,42 
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2. 

4,-1 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

-70,73 
+942,14 
+  82,07 
+6,31 

-1-6  "50 

ff      '  J  y  *  J  \ß 

-150,31 
+946,61 
+57,03 
+3,31 

— 0"34 
+6,77 

-lf.91 

—2,57 

— 0','zi 

+6,74 
-iz,l  f 
—2,51 

2,  -4 

3,  -4 

—3,66 
+52,85 
+  4,84 

-8,12 
+  53,02 
+3,46 

-2,43 
-0,44 

-4-ii  3S 

-f-  U,  tili 

-2,37 
-0,44 

i  —  5 

*,— w 

+2,35 

14. 

2,  -2 

3,  -2 

• 

+0,01 
-0,12 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+0,17 
—  1,61 

—0,85 

+  0,22 
—  x,oo 
—1,53 
-0,23 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

3,  —  * 

6,-4 

+0,21 
—  5,20 
+120,28 
+  50,18 

■  O  Oft 

+  1,08 

-0,15 
—  1d,bZ 
+  169,02 
+85,03 

+0,79 

+  0,Zo 

—  5,80 
-1,49 

—  0,49 

1    A  Oft 

+  U,  zo 
-5.77 
-1,49 
—0,49 

i,-5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  —5 

-0,71 
+  16,61 
+  7,9* 
+  1  ,*Z 

—  1,80 

+2:}, 'ii 
+  13,69 

+  1,0/ 

+  0,03 
-0,78 
-0,23 

+0,02 
—0,80 
-0,23 

-3,-6 

4,  -6 

5.  -6 

+  1,36 
+  0,75 
+  0,15 

+  1,79 
+  1,26 
+  0,11 

15. 

4,  -6 

5,  -6 

6,  -6 

—  0,06 
+  l,il 
+  0,19 

+  3,0.) 

+2,57 
+0,'io 

3. 

0,1 
1,1 
2,« 

-0,53 

-0,53 

—0,06 
+  1,37 
-5,78 
—0  34 

—0,06 
+  1,39 
—5,76 
—  0,34 

0,0 

1  0 

2,0 

3,0 

-0,4H 

+5,39 
-2,58 
—0,16 

—0,46 
+5.10 
-2,69 
—0,46 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -4 

3,  -1 

+0,53 

+o,:.;< 

+0,02 
-0,74 
+5,64 
+0,8« 

+0,02 
—0,74 
+5,65 
+  0.31 

Google 
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4. 
?'* 

— 2T38 

-2T33 

-4,3 
0,3 
4,3 



 — — 

-3,'76 

+2,38 
—  41,91 

+2,33 

+2,37 
—44,75 
+2,35 

-8,2 
-4,2 
0,2 

4,8 
2,2 

-1-17 
-1-1,17 

+8,33 
-41,67 
+2,33 

+Ö,68~ 
+25,06 
—  470,36 
+25,64 

+0,34 

+0,67 
+24,89 
-468,44 
+25,54 

+0,34 

-4,4 
0,4 
4,4 

—  0,26 
+2,28 
-0,19 

"  —0,26 
+2.25 
-0,17 

42. 

2,  -8 

3,  -8 

4,  -8 

-0,36 
+0,29 
-0,42 

—0,36 
+0,29 
-0,42 

43. 

0,-4 

4,-* 
8,-4 

3-1 

-0,46 
+2,87 
+10,53 
+0,49 

+0,46 
—2,90 
-10,47 
-0,47 

6. 

0,-1 
4,  —  < 
8,-1 

0 

-1-3,  zi 

-0,17 

-4,38 
+9,63 
—0,26 

4,-2 

-1-0,33 

+  1,00 

8,-3 

3,  -3 

4,  -3 

-7,95 
+47,66 
+5,86 

—  41,93 
+  47,66 
+3,94 

3,-4 

+5,34 

+5,34 

242. 

Da  auf  die  Breitenslörungcn  das  Quadrat  und  die  höheren  Poten- 
zen der  störenden  Kraft  weit  weniger  Einfluss  äussern,  wie  auf  die 
längen  Störungen .  so  können  wir  uns  begnügen ,  in  einigen  Coefficien- 
leo  der  Gleichungen  für  dJP  und  dJQ  des  Art.  4  93  die  Zahlenwerthe 
blos  in  Zehntetsecunden  anzusetzen.  Die  vorbereitenden  Producte  für 
diese  Coeffieienlen  sind  die  folgenden,  in  deren  Ueberscbriften,  uro  Platz 
zu  gewinnen,  die  folgenden  Abkürzungen  angewandt  worden  sind. 

(38).  -(£) 
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fUO 


(38),  : 

(38),  ■ 
(38), 

(38)4 
(*6). 

(*6), 
(«), 

(*«). 


für  Ä 


(3)"*  ' 
*($)(«*>• 


nirC 


9,9 


1. 

2,0 


•4,-4 

0,-1 
4,-4 


3. 


2 


2 
3 
4 

5 


—4 
-4 
—  1 


—2 
-2 
-2 
-2 
-2 


—3 
—3 
-3 


-4 


-4 
-4 
—  4 
—4 


—5 

—5 


(38), 
•in 


+8?64 
+  0,24 


(38), 
sin 


+3?62 

+0,44 


-0,22 
0 

+  0,22 


—0,44 
-1-4,31 
+0,41 


0 

+  12,96 
-456,41 
—  12,89 
—0,94 


+0,76 
-9,19 
-0,76 


-0,38 


1  t  ' 


H 


-0,42 

—0,03 
+0,20 


+0,06 
+0,51 
+0,42 


+0,07 
+0,02 
+0,4  4 

+  0,05 


-0,04 
-0,54 
-0,44 


—0,04 


+0,47 
-3,32 
-2,05 
-0,29 


-0,35 
-0,26 


(38), 


sin 


+0^04 
+0,02 
+0,04 


(38), 


sin 


+0,44 


-0,02 
+0,23 
+0,02 


+0,05 
+0,08 
+0,44 
+0,06 
+0,04 


—0,04 
—0,04 


-0,45 
+2,04 
+0,45 


+0,04 
—0,08 
—0,04 


-0,01 


-0,04 
-0,08 
+0,46 
+0,04 


+0,02_ 


(38)4 


sin 


-0?09 
+0,08 


+0,04 


-0,47 
+4,73 
+0,45 


—0,04 
+0,4  4 
+0,04 


+0,04 
-0,07 
+0,45 

+o,o< 

■ 

+0,02 
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3. 

M 
2  4 

3,4 

— 0?33 
+3  94 
-4-0,32 

— 0?10 
—0  54 
-0,42 

— O';oi 

+0  12 

+0,01 

+o;oi 

—0,07 
—0,04 

0,0 
4,0 
2,0 

3  0 

4  0 

0 

-42,95 
-1-456,27 
•4-42  87 
-•-0,94 

-0,05 
—0,02 
-0,05 
—  0  02 

V|VA 

— o;o4 

-0,40 
—0  06 

+0,19 
—9,06 
—0  1  9 

+0,44 
-4,74 

—0.4  4 

\  -  1 

—0,33 
+3,94 
__+0132_ 

+0,08 
+0,54 

.+•.« 

+0,02 
-0,28 
-0,02 

—0,07 

4. 

-M 
0,3 

4,3 

•4-0,23 
• 

-0,25 

+0,04 
-0,47 
-0,23 

+0,04 
+0,04 

-0,02 

•  •  i- 

 2  2 

-4> 
0,2 

M 

2  2 

-1-0,42 
+4,32 
0 

—4,32 
-0,42 

-0,12 
-4,77 
—3,59 
-0,44 

—0,11 
+0,06 
-0,34 
+0,06 
+0,03 

+0,4  4 
—0,44 

—0,02 
+0,45 
+0,02 

6. 
2,2 

+0,32 

-2,03 

+2,02 

4,  -2 

5,  -2 

+0,14 
+3,46 
+2,05 
+0,29 

—  ^  --  == 

-0,12 
-0,03 

-0,01 

-0,09 
+0,13 
—0,32 
—0,03 

•3,-3 
_V^3 

i  5  ii  - 

+0,23 
+0,49 

+0,01 
+0,01 

-0^02 

8,-4 
3.-4 

"-"*-*-   



+0,01 
—0,04 
-0,02 

—0,04 
—0,01 

-0,19 
+2,06 
+0,19 

+0,19 
—2,03 
-0,19 

deren  Summe  (Hdl()  giebt.  Ferner 


1 — - 

hr 

(*«)• 

cos 

(*6), 
cos 

(46), 

OOS 

("). 

1  0,0 
4,0 
2,0 

Sf.O-. 

-1J54 

-3,6 
-0,4 

»- 

+0J01 
-0,4 

-0T35 
+0,1 

r 

,. 
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1. 

—  1,-1 
0,-1 

i  i 
+. 

-o;i 

-0,2 
-0,2 

i    ii  ._ 

.i      II  — 
\l    .*  + 

|  1 

2 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+o;i 

-1,3 
-0,1 

-0,1 
-0,5 
-0,1 

■  i  t;  . 

M 

V,v»_ 

— 0*2 

1 

0 

—  13,0 
+156,4 
-f-12,9 

+0.U 

+o;i 

—0, 1 
-0,1 

^io,i 

LI  +2,0 
-0,1 

+0*2 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

-0,8 
+9,2 
+0,8 

:w 

* 

-r  + 

+0,1 

-o, 

i 

2,-4 

+0,4 

11. 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

► 

-0,2 
+  3,3 

+  2,1 
+  0,3 

 1 

+0,1 
-0,2 

- 

3,-5 

+  0,4 
+0,3 

_ 

3. 

*,< 

3,1 

+0,3 
-3,9 
—0,3 

+0,1 
+0,5 
+0,1 

—  0,1 

«G 
+0, 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
M 

~0 
+  13,0 
-156,3 
-12,9 
—0,9 

+0,1 
+  0,1 

+0,1 
+  0,1 

I  II  .  1 1  + 

-0,2 

+2,1 

+0,2 

-0,1 
+  1,7 
-0,1 

2,-1 

4. 

-1,3 
0,3 

+0,3 
-3,9 
-0,3 

-0,1 
-0,5 

!    'k  ■ 

+0,3 

+0,1 

-0,1 

-0,3 
0 

+0,2 

1,3 

-2,2 
-1,2 
0,2 
M 
2,2 

-0,1 
-4,3 

0  ! 

+4,3 
+0,1 

+0,1 
+  1,8 
+3,8 
+0,4 

-0,1 
+0,2 

—0,2 

+<M 
-0,1 
+0,3 

5. 

2,2  . 

-0,3 

i 

r  

4.0- 

+_2,0 
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deren  Summe        giebl.  Ferner*) 


*  9' 

(£) 

((*)) 
sin 

CO» 

Vfi) 

1. 

0,0 
4,0 
2,0 

+12:05 

+0,87 

+i:5i 

+0,43 

— 4?85 

—3,5 
—0,6 

—4733 

-4,5 
-0,4 

-1,-1 
0,-4 
4,-4 

—0,33 
-0,01 

—0,06 
-0,08 
+0,10 

-0,1 
-0,2 
-0,2 

-0,4 
-0,4 

2. 

4,-4 

2,  -4 

3,  -4 

-0,07 
+2,06 
-1-0,25 

+0,04 

-0,04 
—0,03 

0,0 
-2,0 
-0,2 

0,-2 

4,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+0,12 
+  42,74 
—452,42 
-42,48 

-0,93 

+6,43 
—0,06 
+  1,48 
-0,14 
-0,04 

+0,1 
-12,7 
+152,6 
+  12,5 

+0,9 

+0,2 
-4,2 

4,-3 
f,-3 

3,-3 

+0,72 
—9,67 
—0,90 

-0,09 
+0,06 
+0,04 

+0,8 
+9,7 
+0,9 

-0,4 

-0,43 

+0,4 

44. 
2,-4 

-0,17 
-3,47 
-1,74 
-0,27 

-0,42 
+4,34 
+  4,58 
+0,49 

-0,2 
+3,5 
+  4,7 
+0,3 

+0,4 
-4,3 
-4,6 
-0,2 

V*,-4 
5,-4 

*)  Cur  Abkürzung  ist  hier 

W  -  (£)  {(•+<-•}  i  (M)  -  (£)  {(•+<  "  < ) 
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1  J 

3,-5 
i.-i 5 

-0?36 
— 0,23 

+0V4  4 
+0,20 

+0?4 

+0,3 

— or  i 

3. 

U 

M 
3,4 

f 

— 0, 4:< 
+3,48 
+  0,20 

—0,04 
0,00 
+  0  03 

+0,4 
-3,4 
—0  2 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

—0,05 
—  42,68 
+  i:>2,:i:i 
+42,49 

+0,94 

—0,05 
+0,15 
-1,20 
+0,05 
+0,01 

+0,1 
+  12,7 
-152,3 
—42.:. 

—0  '» 

-0,2 
+  1,2 

4,0 

-0,1 

2,-1 

—0,23 
+  1.40 

+0,03 
0,00 
—0,04 

+0,2 
-4,0 

3,-1 

+0.11 

-0,4 

4. 

-M 

0,3 
4,3 

+0,26 
—0,18 
—0,47 

+0,01 
—0,43 
—0,40 

—0,3 
+0,2 
+  0  5 

+  0,4 
-«-0  4 

-2,2 
-4,2 

0,2 

1.2 

2,2  | 

+0,42 
+  4,42 
-2,13 
—7,70 
—0,48 

+  0,06 
-4,31 
-1,16 
-0.12 

-0,1 

—  *,2 
+2,1 
+7,7 
+0,5 

+  4,3 
+  4,5 
+  0,1 

0. 

2.2 

+0,31 

-0,3 

42. 

2,  -2 

3,  -2 
*,-2 
5,-2 

-0,10 
+3,50 
+  1,7.1 
+0,25 

+0,12 
—  1,36 
-1,58 
-0,48 

+0,4 
-3,6 
-4,8 

—0,3 

-0,4 
+  1,3 
+  1,6 
+0,2 

3,  -3 

4,  -3 

+0,24 
+  0,18  , 

—  0,40 
-0,14 

-0,2 
—  0,2 

deren  Summen  die  Coefticienton  (38)  und  (46)  geben. 

24  3. 

Ferner  erhalt  man 


9>  9 

—2B  " 

CO« 

*• 

cos 

-2C:*- 

<  +  »• 

sin 

-Cd- 
*• 

SiO 

4. 

0,0 
1,0 
2,0 

+  1?40 
+0,53 
+0,06 

— o;i8 

-0,04 
-0,02 

+o;9 

+0,4 
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1 

0,-1 

4,-1 

— o;o2 

+0,06 
+0,07 

+o;o2 

-o;4 

0,0 

+".1 

2. 

4,-4 

2,  -4 

3,  -1 

+0,05 

0,00 
—  0.01 

+0,04 

0,-2 

—  0  05 

—0,02 

4,-? 

2,  -2 

3,  -2 

+  1,28 
+  2,00 
0,00 

—  0,09 
0,00 

—  0,04 

-0,2 
+  1,0 

+o;i. 

-0,4 

1,  -3  +0,09 

2,  -3  +0,16 

3,  -31  +0,02 

—0,01 
+0,01 

+  0,1 

11. 

2,-4 
8.-4 
4  —4 
5,-4 

—0,10 
+6,18 
+  0.(10 
+  0,05 

—0,01 
-0,09 
+0,17 
+0.02 

-0,1 
+0,7 
+  0.(1 
-M,l 

-0,1 
+  0,2 

3. 

4,1 
2,4 

» 

—0,07 
—0,03 
+  0.01 

0,0 
4,0 
8,0 
3,0 

+0,0I~ 
-0,57 
-1,49 
—0,01 

+  0.02 
+  0,03 
+  0.17 
+0,02 

—  0,6 
-1,5 

+0,2 

4,-1 
3,-1 

—0,01 
—  0,05 
—0.02 

4. 

-1,3 
0,3 
4.3 

—0,01 
—0,09 
—0,04 

+0,01 

-0,1 

-1,2 
0.2 

2,2 

+  0,13 
-1,40 
—0,67 
—  0,06 

+0,01 
+0,17 
+  0,03 
+  0,02 

+0,2 

-0,7 
-0,1  , 

[+0,2 

-4,4 
0,1 
1,4 

+  0,01 
+  0.02 
—0,04 

42. 

2,  -2 

3,  -* 

4,  -2 

+0,14 
— 0,C9 
—  0,00 
—0,06 

+0,01 
+0,09 
-0,17 
-0,02 

+  0,1 
-0,7 
-0,6 
-0,1 

+  0,1 

-0,2 

Ahb.nJI.  d.  K.  S.  Cr»clUcb.  J.  WiMeueh.  XI.  40 
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43. 

0,-4 

<  -4 

8,-4 

+o;o5 

-0,70 
-0,54 

-+-0T04 
-»-0,07 
-0,17 

+o;7 

+  0,5 

-o';i 

+0,2 

welche  mit  den  Werlhen  von  B  und  C  der  Arlt.  82  und  84  verbunden, 
die  Coefficienlen  (39),  (40),  (47),  (48)  geben.  Ferner*) 


0.  9 

(**)' 

(42)* 

(43)' 

(43)" 

sin 

sin 

CO» 

cos 

i 

i . 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

— 20?0 
-4.5 
-0,1 

—  9','4 
-0,5 

+  863;2 
-114,5 
-2,8 
—0,1 

-14?1 

-0,5 

—  1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

+  0,7 
+0,1 

+0,3 
+0,1 
-0,5 

-2,9 
+43,0 
-3,6 

+  0,1 
—0,9 
-0,8 

0,-2 

+  1,0 

-0.4 

Z. 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+  1,0 
-10,2 
-0,9 

-0,2 
+0,2 
+0,2 

+1,0 
—  10,4 
-1,0 

—0,5 
-0,4 
+0,2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+6,6 
-145,7 
+877,4 
+  47,9 

+2,6 

—0,3 
+  1,3 
-7,3 
+0,3 
+  0,1 

+7.3 
—  142,9 
+862,5 
+  46,7 

+2,5 

+0,9 
—  43,5 
—22,8 
+0,5 
+0,4 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

-8,5 
+54,4 
+3,5 

+0,3 
-0,3 
-0,2 

—8,3 
+53,4 
+3,4 

-0,7 
-4,8 
-0,2 

2,  —  * 

-+-2,3  | 

+2,3 

11. 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

-1,8 
+  18,2 
+  10,7 

+  1,4 

+  1,3 
-6,8 
—8,8 
-0,8 

i  -,, 

+  18,0 
!  +10,5 
+  U 

+ 

—6,9 
-8,7 
—0,8 

3,-5 

+  1,9 

—0,6 

+  1,9 
-M.4 

—0,6 

-i.« 

/.»  * 

«_  | 

•)  Zur  Ahkürznng  ist  hier  (41)'-  (JJ)  -  F        ;  (43)'= 
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3. 

u 

2,4 
3,1 

-:i"9 
-1-10,0 
-»-0,7 

—  0*6 

-0,4 
+0,2 

+;v;8 

-18,8 

+o;r, 

+  0,i 
—  0,2 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

+  7,1 
—  143,6 
+805,8 
+  J7.1 

+  2,6 

+  0,4 
—  6,0  ! 
-15,1 
+  0,4 
+0,1 

+  142,5  ; 
—  85«,  4 
—  40,8 
-2,6 

-0,3  ~ 
+  6,4 
+  14,9 
-0,4 
-0.1 

1,  -1 

2,  -4 

3,  — 1 

-3.5 
-»-24,5 

+V  . 

-0,5 

+  3,5 
1  -2-4,1 
-4,9 

+  0.5 
+  0,2 

i. 
0,4 

+2,1 

-0,1 

-2,0 

+  0,1 

-1,3 
0.3 
l|3 

-2,9 
+51,0 
-4,1 

-0,1 
-0,9 
.-0,3 

+  2,8 
-50,4 
+  4,0 

+  0,1 
+  0,9 
+  0,3 

-2,2 
-<,2 
0,2 

4,2 
8,8 

—0,6 
—  48,0 
+872,6 
—07,6 

-?,4 

+  1,7 
-14,1 
-7,4 
—0,5 

+  0,6 
+  47,4 
—862,5 
'  +07,0 
+  2,1 

—  1.7 
+  14,1 

+  7,3 
+0,5 

-4,1 
0,4 

4,4 

+0,5 
-7,5 
—0,1 

+  0,2 
+0,1 
-0,4 

-0,5 
+7,4 
+0.1 

—  0,2 
-0,1 
+  0,4 

5. 

4,2 
8,2 
3,2 

—0.8 

+  *,7 
+0,2 

+0.* 

;   -  " 

1 

+  0,8 
-4,7 
-0,2 

-0,2 

— .  4 

aus  welchen  die  Coefficienten  (42:  und  (43)  hervorgehen.  Ferner*) 
Hie,  u  (*)  -  FQ  ,  (|) 

<-r-      -  'Cf)|  |<'+< - « j'  ««"■- Gl)         - 1 ) 

10* 


I 
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0.  i 

(50)' 

(50)' 

(51)' 

(5i  r 

sin 

i»  i 

0,0 
4,0 
2,0 

3,0 

— 873"4 
-1-115,3 
-1-2,7 
-4-0,4 

+  14?2 
-4-5,3 
-4-0,5 

-20*,'3 

-M 

—0,1 

-9?4 

-9,5 

-4,-1 

0,  -1 

1,  -1 

-4-2,9 
-43,5 
-4-3,6 

-0,1 
-4-0,8 
+0,8 

+0,7 
+0,1 
—1,1 

+0,3 
+0,4 
-0,6 

0,-« 

— 1,1 

-4-0,1 

0,0 

-0,5 

2. 

1,-' 
2   \ 

3,-1 

-1,0 
•4-10  2 
-4-1,0 

-4-0,5 
-4-0.2 
—0,2 

+0,9 
—  10.1 
-0,9 

-0,2 
+0,2 
+0,2 

0,-2 

3,  -2 

4,  -2 

-7,8 

.Ich  j 

+  1 15,4 
-876,2 
—47,4 

—2,6 

—0,9 
-4-13,5 
-4-23,0 

—  0,5 
-0,1 

+6,5 
—  1  4-1,5 
+863,4 
+  47,2 

+2,5 

-0,3 
+1,6 
-7,3 
+0,8 
+0,1 

4  —3 

? 

2,  -3 

3,  -3 

—  54,3 
—3,5 

_>_0  7 
-4-1,8 
-4-0,2 

—8  3 
+53,5 
+8.5 

-i-O  3 
-0,8 
-0,2 

2,-4 

-2,3 

-4-0,1 

+2,3 

II. 

*,-* 
3,-4 

5,-4 

+  1,7 

IAO 

—  4  K,z 
-10,7 
-1,1 

-1,2 
-4-0,9 
-4-8,8 
-4-0,8 

-1,7 

+  lo,U 

+  10,5 
+  M 

+M 

— o,o 
-8,7 
—0,8 

3,  -5 

4.  -5 

-2,0 
-1,4 

-4-0,7 
+  1.1 

+  1,9 
1  +1,4 

—0,6 
-•,1 

3. 

i  • 

1,1 
2  1 

3,1 

-4-3,8 
—  19  0 

-0,7 

+0,6 
+0  4 
-0,2 

+3,8 
—  18,8 
—0,6 

+  0,6 
+0.4 
-0,2  [ 

0,0 
2,0 

3,0 
4,0 

-7,1 

—  865,8 
—  47,1 
-2,6 

—  0,3 
_i_5  7 

+  15,2 
-0,4 
-0,1 

-7,1 
-4-1  i?  5 
—859,4 
-46,8 

-2,6 

-0,3 
+6.4 
+15,4 
-0,4 
—0,1 

2,  -4 

3,  -1 

-4-3,7 
—24,5 
-1,9 

+0,5 
+0,2 

+3,5 
—24,4 
-1,9 

+0,5 

-0,2 

4. 
0,4 

+0.1 

+o,r 

r        •  —  • 

1  V-  '  i 
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4. 

0,3 

+2;'9 

—  5», 6 

+o;i 

+  0,9 
-1-0  3 

+  2?8 
—  51,0 

+o;i 

+  1.0 
-1-0  3 

-1.2 

0,2 

1,2 

- 

+0,6 
+  47,8 
— 882  ,r, 
+r>8,2 

+  ;,  i 

-2.1 
+  14.3 
+  7.3 

■   A  K 
"T*  "  .  •> 

+  0.6 
+  47,2 
-872.6 
+  «7,5 

+  Z,  » 

—  2  1 

+  14,2 
+  7,3 
-Hl»,  o 

-'•! 

0,1 
11 

-o,r, 

+  7,6 
+  0  1 

—  0.2 
-0,1 
+  0,4 

-0,5 
+  7,5 
+  0,1 

—  0.2 
-0,1 
+0,i 

5. 

1,2 
2,2 
3  « 

■  Au 

-4,7 

 9  T 

-0,2 

+  0,8 

—  02 

.....  . 

- 

-0,5} 

12. 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

+  1.6 
-17,7 
-10,5 

-1,1 

-1,2 
+0,7 
+8,8 
+  0,8 

+  1,8 
-18,2 
—  10,5 

-1,1 

-1,2 
+7,0 
+  8,7 
+  0,8 

3,  -3 

4.  -3 

-1.» 
-1,0 

+  0,4 
+  0.0 

-•,3 
-1,0 

+  0,4 
+  0,8 

43. 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

• 

-0.6 
-0,4 
+0,5 
+0,3 

—  0,6 
+  7,5 
+7.9 
-0,1 

+  0,6 
+  0,3 
-0,3 
-0.3 

+  0,6 
-7,4 
—  7,8 
+0,1 

•)  Hior  ist  (44),  -  (jjr);  etc. 
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2. 

1,  -1 

2,  —  » 

1  J 

,i,  —  I 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+0?1 
-0,7 

0,0 

— 0','5 
-0,1 

-0';2 

■4-1,2 
—25,9 
-#-156,4 
-1-8,6 
+  0,5 

-o;i 

-0,1 
-0,1 

"  — 0,1 
-0,2 

— 0?1 
+0,1 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

-2,3. 
-4-13,8 
•4-0,8 

+0,5 
_+0,l 

+0,1 

+0,2 

2,-i 

-1-0,8 

11. 

2,  -i 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

—0,3 
+3,3 
+  1.9 
+0,2 

+0,1 
—0.2 

+0,1 
-0.2 

3,  -5 

4,  -5 

+  0,4 
+0,3 



3. 

2,1 
3,1 

-0,3 
+2,0 
+0,1 

+0,1 

+  0,1 

0,0 
1,0 
2,0 

3,0 

+0,1 
0,0 
-0,1 

-0,4 
+2,2 
+0,1 

—  0,3 
+  1,9 
+  0,1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+0,3 
—2,0 
-0,1 

+  0,1 

+0,1 

4. 

0,4 

-1,3 
0,3 
1,3 

+0,8 

-0,8 
+  13,9 
—0,8 

+0,2 

-2,2 
-'|2 
0,2 
1,2 
2,2 

-0,1 
—8,6 
+158,0 
—8,6 
-0,1 

+0,1 

+0,1 
-0,1 

-0,1 

-0,2 

0,1 

-0,7 

-0,2 

5. 

2,2_ 

+0,3 

-0,2 

+0,2 
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iL 
8,-8 

4,-8 

t  — 

+o(;i 

-0,1 
+0,2 

+0?1 
—0,1 
+0,2 

Tyii 

3,-4 
3,-4 

•  -»- 
t  ■  • 
i 

■  — 

+07« 

+  0,3 

-1,9 
-0,1: 

—0,4 
+2,2 
+0,1 

Ii»- 

lamme         giebt.  Ferner*) 

(52)0 

cos 

cos 

(52), 

cos 

cos 

/dY\ 
cos 

1. 

0,0 
4,0 
8,0 

+15-36 

+3,5 

+0,3 

-2/87 
+0,3 

-i','89 
+0,1 

-1,-1 

0,-1 

«,-« 

+0,1 
+0,2 
+0,3 

-0,2 

-0,2 

2. 

<  -1 

2,-1 
3-1 

— o;i 

+0,7 
0,0 

+0,5 
+0,1 

+0,2 

0,-2 
4,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

 1  9 

+25,9 
—  156,4 
—8,6 
—  0,5 

+0,1 

+  0?1 
+0,1 

-0,1 
+0,1 
-0,1 

-0,1 
+  0,1 

4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

+2,3 
-13,8 
—0,8 

-0,5 
-0,1 

-0,2 

+0,1 

8,-4 

-0,8 

-0,1 

41. 

|  2,-* 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

+0,3 
-3,3 
-1,9 
-0,2 

-0,1 
+0,2 

-0,1 
+0,2 

3,-5 

L 4 

-0,4 
-0,3 

•)  Hier  ist  (M)0=(^);  «*. 
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3. 

M 

3,1 

-1-073 

9  n 
— z,ü 

-0,1 

—071 

-071 

0,0 
f,0 
2,0 
3,0 

—  0?l 
0,0 
-1-0,1 

-»-0,4 
-2,2 
-0,1 

+0,2 

-1,9 
—0,4 

* « —  ■ 

2,  -1 

3,  -1 

—  0,1 
-»-2,0 
+0,1 

-0,1 

-0,4 

4. 

—  U.O 

■ 

—  i,.f 
0,3 
1,3 

+  V,0 

—  14,0 
+0,8 

-0,2 

—  2.2 
-1,2 
0,9 

-4-0, 1 
+R,'7 
—  158,6 
+8,7 
+  0.4 

-0,1 
+  0,2 

—  U,1 

-0,2 

+  U,Z 

5. 
0,2 

-0,3 

'■  '■  1  ^ 

+0,2 

j~  '■ 
-0,2 

12. 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

-0,1 
+0,1 
—0,2 

-0,1 

+0,1 
—0.2 

13. 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -1 

-f-0,1 

-0,4 
+2,2 
+  0,4 

+0.4 
-2,0 
-0.1 

deren  Summe  l-^.J  giebl.  Ferner*) 


0.  0' 

(«*) 

SiD 

im 

sin 

cos 

cos 

1. 

0,0 
4,0 
2,0 

-377 
-0,2 

—r/7 
-0,4 

— 2','80 
+3,9 
+  0,3 

+  1:28 

+1,3 
+  0,4 

•)  Werfst       =  (;£){(<-»-»)'£ -l);  [(C,J «  +  ,)■£- 4  j 
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4. 

-4,-4 
0,-1 
4,-4 

o;-o 

+  3.78R 
—0.5 

+0?l 

— o,or,2 

-0,4 

— 07t 
+0,2 
+0,3 

+0':» 

+0,4 

">  * 

+  U.I'.) 

*• 

2,  -1 

3,  -4 

+  0,4 
-1,4 
-0,4 

+  0,1 

+  4,* 
+0,4 

0,-2 

+  1,0 

-0,1 

-4,4 

<,-2 
«,-2 

3,  -2 

4,  -2 

-26,0 
+  4  56.2 
+8,5 
+0,5 

+0,2 

-M 
+  0,4 

+  26,0 
-4  56,2 
-8,5 
—0,5 

-0,3 

-4-1,* 
-0,4 

4,-3 
2>-3 
3?-3 

-2,3 
+  11.:. 
+0,9 

-0,4 

+2,3 
—  14,4 
-0,9 

-0,4 
+  0,1 

2,-1 

+  0,W 

-0,9 

II. 

2,  -4 

3,  -S 

4,  -4 

5,  —  4- 

-0,3 
+3,5 
 +1,5 

+0,2 

-4,2 
-4,6 

+0,3 
-3.5 
-4,5 

-0,2 
-4-»,2 
+  1,6 
+0  2 

+0,2 

-0,2 

-0,2 

8.  —  51      -H»,  4 
4,-5'  +0,3 

-0,2 
-0,2 

-0,4 
-0.3 

+0,2 
+0,2 

3. 

4,4 
2,4 

3.4 

_n.:? 
+2,2 
+  *',< 

—0,1 
-0,4 

+  0,3 
-2,2 
—0,4 

+  0.1 
+  0,4 

0,0 
1  0 
2,0 
3,0 

+  0,1 
-0,7 
+  l,<» 
+0,2 

+  0,1 
-4,4 
-',5 

—0  4 
+0,6 
—  4.0 
-0,2 

—0,4 
-4-1,4 
+  1.". 

4,-4 

2,  -4 

3,  -4 

+  0,3 
-4,8 
-0,4 

-0,4 
-0,4 

-0,3 
+4,8 
+0,1 

+0,4 
+0,1 

4. 
0,4 

+  0.8 

—0.8 

-4,3 
0,3 
4,3 

-0,8 
+  44,4 
-0,8 

-0,4 

-4-11  S 

-14,2 
+0.8 

+  0,4 

-8,2 
-4,2 
0,2 
4,2 
2,2 

-0,4 
—  8,ß 
+  157,0 
-8,7 
-0,1 

+0,4 
-1,3 
+  0,4 

+0,4 
+8.6 
—  458,6 
+8,7 
+0,1 

-0,2 
+  1,3 
-0,4 

0,4 

— — _  — 

—0,9 

+0.0 

Google 
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5. 
0,2 

+0?3 

1 

-0?3 

4  2. 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+0,2 
—0,2 
+0,4 

-0,2 
+0,2 
—0.4 

IL  1 

4,-4  -0,4 
2,-4|  +0,4 

+  1.4 

0?0 
+0,3 

+  1T4 
+  1.4 

deren  Summen  die  Coefficienten  (44)  und  (52)  geben. 

214. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  erhalten  wir  die  folgenden  Werlhe  der 
Coefßcienten  der  Gleichung 

=  (38)  nJz  -h  (39)  Jv  +  (40)  j\  +  (41 )  Ja 

+-  (42)  JP-h  (43)  JQ  -h  (44) n  Jz  +  (45)  Jv  +J  B 


0.  9 

(38) 

sin 

(39) 

cos 

(40) 

CO« 

(«) 
cos 

4. 

0,0 

M 

2,0 

+  13?56 
+  1,00 

+151?61 
-20,55 
-0,72 

— 75','29 
+40,50 
+0,37 

-4855676 
-3 

—  1,-1  —0,39 
0,-1 ;  —0,03 
4,-l|  +0,53 

—0,48 
+7,44 
-0,74 

+0,23 
-3,66 
+0,39 

2. 

4,-1 

2,  -4 

3,  -1 

—0,03 
+2,02 
+0,22 

+0,4  2 
-2,05 
-0,16 

—0,07 
+  1,04 
+0,08 

0,-2 
4,-2 

2,  -2 

3,  -2 
*.— 2 

+  0,25 
+  42,68 
-151,24 
—  12,59 

-0,94 

+1,28 
—26,05 
+  149,57 
+8,36 
+0,47 

—0,69 
+  13,58 
-73,79 
-4,22 
—0,24 

—5 
-45 
+  41 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

+0,70 
-9,61 
-0,94 

-1,52 
+9,40 
+0,61 

+0,79 
-4,64 
-0,29 

+1 

2,-i 

-0,43 

+0,40 

-0,20 
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11. 
i,-4 

3,-4 

*,-* 
5,-4 

+G,,'05 
-8,16 
-0,16 

-0,08. 

-0?18 
+2,88 
+0,G0 
+0,07 

+0?03 
-1,16 
+0,17 
+0,01 

<t 

M 
«,< 
.1,1 

—0,47 
+3,18 
+0,2  J 

+0,78 
-3,46 
—0,15 

—0,40 
+  1,72 

.  a  no 

+  0.08 

-r 

0.0 
1,0 
9,0 
3,0 
4,0 

—0,10 
-12,53 
+151,18 
+18,54 

+0,9;> 

—  1,09 
+25,67 

-150,89 

—  8,39 
— 0,46 

+0,57 
—  43,09 
+74,87 
+4,81 
+0,2.5 

—26 
+  13 
-37 
-1 

8,-1 
3^  ^ •  i 

—0,20 
+4,10 
+0,40 

+0,57 
—  4,00 
-0,30 

—0,29 
+  1,98 
+0,U 

-1,3 
0,3 
1,3 

+0,87 
—0,31 
— 0,f)i 

+0,50 
—9,01 

A    ^  Ä 

+0,72 

—0,26 
+  4,47 

—  0,38 

-19 

-2,2 

-1,8 

0,2 

<,* 
2,2 

+0,12 
+  4,18 
—3,44 
—9,16 
—0,60 

+  0,12 
+  8,17 
—  151,42 
+  12,38 
+0.36 

—0,06 

—  4,01 
+75,18 

—  6,50 
-0,18 

—5 
—  486 
+  6 

-1,1 
0,1 

U 

—0,13 
+  1,59 
+0,05 

+  0,07 
-0,78 
-0,04 

+10 

1z. 

2^2 
3,-2 
_4,-? 

+0,02 
+2,20 
+0.15 

+0,44 
-2,84 

—0,62 

—0,15 
-+-1,17 
— 0,1 6 

13. 

0,  -i 

1,  -1 

2,  -l| 

—0,18 
+0,39 
+  1,34  1 

+0,11 
-0,48 
—  1,10 

f.  / 

(«) 

sin 

(43) 

cos 

(44) 

sin 

(45) 

0,0 

M 

2.0 

-2,0 

+u;'2 

—  120,2 
-3,3 

—  5^4 

—  0,3 

-2*5732 

+31,6 
+  1,2 

A.Ii- 
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1. 

-1,-1 
0,-1 

+1?0 

+ö,9 

-1,6  i 

—2:8 

+48,1 
—4.4 

+0?4 

+3,726 

—0.6 

i  l 

+o;t 

—  41,031 
+4.9 

0,-2 

+0,9 

+0,49 

—0,27 

z. 

2,  -1 

3,  -1 

+0,8 
—  10,0 
-0,7 

+0,5 
-10,2 
—  0,8 

+0,1 
-1,3 
—0,1 

-0,9 
+3,4 
+0.2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+6,3 
—  144,4 
+870,2 
+  18,8 

+2,7 

+8,2 
—  156.4 
l  +839,7 
+  47,2 
+2,6 

+0,9 
—95,8 
+  154,9 
+8,6 
+0,5 

-f,6 
+  H,0 
—221,4 
-12,5 

-0,7 

1,-3 

2  ,-3 
3,-3 

-8,2 
+  54,1 

+3,3 

-9,0 
+51,6 
+3,2 

-2,3 
+  14,4 
+0.9 

+2,4 
—43,9 
—0,9 

2,-4 

+2,3 

+2.3 

+0,9 

11. 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

—0,5 
+  11,4 
+  1,9 
+0,3 

—  0,5 
+  11,1 
+  1,8 
+0,3 

k  -4- 

-0.1 
+2,3 
-0,1 

+0.4 
-3,8 

3,  -5 

4,  -5 

+1,3 
+0,3 

+  1,3 
+  0,3 

+  0,2 

+A< 

-0,1 

— 

3. 
0,1 

M 

2,1 
3,1 

-4,5 
+18,6 
+0,9 

+4,4 
r-18,4 

—0,8 

t-'i    it  - 

-0,4 

+2,1 
+0.1 

+0,06 

 1  9 

+5,; 

+0,2 

0.0 

2,0 
3,0 
4,0 

+7,5 

+  850,7 
+  47,5 
+2,7 

-7,4 

,118  O 
-f-  1  *n,5f 

—814,3 
-47,2 
-2,7 

+  0,2 

—  Z,l 

+2,5 
+0,2 

+  «,? 

+221,1 
+  42,6 
+  0,7 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

-3,5 
+24,0 
+  U 

+3,5 
—23,9 

-ü 

+0,2 
-1,9 

-o,i 

+  0,03 
-0,8 
+5,9 
+0,4 

4. 

0,4 

+2.0 

—  1.9 

+0,8 

+0,5 

-1,3 
0,3 
1,3 

-3,0 
+50,1 
-4,4 

+2,9 
-49,5 
+  1,3 

—0,8 
+  14,0 
-0,8 

-0,8 
+  13,4 
-1,1 

-2.2 
-1,2 
0,2 
M 
2,2 

-0,6 
—  46,3 
+858,5 
-75,0 

-2.6 

+0,6 
+  45,7 
-848,4 
+74,3 

+2,6 

-0,1 
-8,5 
+  156,6 

-sie 

-0,1 

-0,8 
—  12  1 
+225;0 
-19,6 

-0.6 
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4. 
0,1 

+0^7 
-7,4 

-0?7 
+7,3 
+0,5 

-079 

+o;2 

-2,4 

5. 

M 
2.« 

—  0,6 
+  4,7 
+0,2 

-1-0,6 
-4.7 
-0,2 

+0,3 

+0,4 

42. 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

-0,5 
+  H,0 
+  «,7 
+0,3 

+0,6 
-11,2 
-4,8 

—  0.3 

+0.2 
-0,2 
+0,4 

-0,5 
+3,2 

3,  -3 

4,  -3 

+0,9  ~ 
+0,1 

-0,8 
-0  2 

4  ». 
0,-4 

2,  -4 

3,  -4 

—      -  -  - 

+7,1 
+8.4 
+0,2 

-1,2 
+  7,1 
+  K,6 
+0,4 

+4,3 
+1,8 

+  0,3 
-1,6 
-2.8 

215. 

Ferner  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe  der  Coefficienlen  der 
Gleichung 

=  (46)  nJz  +  (47)  Jv  +>  (48)  j\  +  (49)  Ja 

+■  (50)  JP  +•  (5 1 )  JQ  +  (52)  n'Jz  +  (53)  Jp'+  J'C 


9.9' 

(46) 

(«) 

(48) 

(49) 

cos 

»in 

sin 

sin 

4. 

0,0 
1,0 
2,0 

-37 18 

-5,0 

-0.7 

—  473 
-0,4 

+276 
+  0,3 

-11" 

-1,-1 
0.-1 
4,-4 

-0,4 
—0,3 
-0,3 

0,0 
+  0,5 
-0,2 

-0,1 

-0,2 
+0,2 

-49 

2. 

1,  -1 

2,  -1 

»,-1 

0,0 
—8.0 
-0,2 

-1-0.2 
—2,0 
-0.2- 

-0,1 
+  1,0 
+0,1 

-1 

1 
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2. 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+o;4 

-42,5 
+  154,4 
+42,5 
+0,9 

+  4?4 

—25,2 
+  452,4 
+8,4 
+0,5 

— 0?7 
+  12,6 
—76,0 
-4,2 
-0,2 

-5" 
—  46 
+  40 

+  1 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

+0,8 
+  9,6 
+0,9 

-4,5 
+9,7 
+0,6 

+0,7 
-4,8 
—0,3 

-1 

+3 

2,-4 

+0,4 

+0,4 

-0,2 

14. 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

-0,4 
+2,2 
+0,4 

-0,2 
+  2,9 
+0,6 

+0,2 

3. 

U 
2,4 

3,1 

+0,4 
—  3,4 
—0,2 

+  0,7 
—3,4 
-0,2 

-0,4 
+  4,7 
+0,1 

—  1 

0,0 
4,0 
2,0 
3,0 
4,0 

+0,4 
+  12,5 
—  4  54,4 
—  12,6 

-0,9 

-4,4 
+25,6 
-450,9 
—8,4 
-0,5 

+0,5 
—13,1 
+74,9 
+4,2 
+0,2 

-26 
+13 
-37 
—1 

2,-4 
3-4 

+0,2 
-4,0 
-0,4 

+0,6 
-4,0 

-0,3 

—0,3 
+2,0 
+0,1 

—  1 

4. 

-1,3 
0,3 
1,3 

-0,3 
+0,3 
+0,6 

+0,5 
-9,1 
+0,8 

-0,3 
+  4,5 
-0,4 

-19 

-2,2 
—  1  2 

0.  2 

1,  « 
2,2 

-0,4 
—  4.2 
+3,4 
+9,2 
+0,6 

+0,4 
+8.4 
—  152,0 
+  12,4 
+0,3 

—  3,9 
+75,5 
-6,5 
-0,2 

—5 
-  484 
+6 

0.4 

+  1,6 

—  0,8 

+  10 

12. 

2,  -2 

3,  -2 
4-2 

0.0 
-2,3 
-0,2 

+0,4 
-0,6 

-0,2 
+  4,2 
-0,2 

13. 

0,-4 
4,-4 
2,-4 

+0,2 
+0,4 
-1,4 

-0,4 
+  0,5 
+  4,4 
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(50) 

(54) 

(52) 

(53) 

■  CM 

Ria 

cos 

sin 

1. 

0,0 

M 
M 

-24?3 
-1-120,6 
•4-3,2 

— 29?7 
-4,9 

— 1;52 

+5,2 
+0,4 

+778 

+0,8 

—  1,-1 
0,-1 

-«-2,8 
—  48,7 
-»-4,4 

+1,0 
+0,2 
-»,6 

+0,4 
0,0 
+0,4 

—0,2 

—0,697 

+0,5 

0,-2 

-4,0 

—0,5 

0,0 

—0,03 

8. 

1,— 1 

8  —4 

3,-1 

-0,5 
■4-40  4 
•4-0,8 

+0,7 
—9  9 
-0,7 

-0,4 

+  4  4 

—  ■ » • 

+0,4 

-0,3 
+  3  0 
+0,2 

0,-8 

j   9 

,  • 

8,-8 

3,  -8 

4,  -2 

-8,7 

T"  1  UO|  VI 

—853,2 
-47,9 

+  6,2 
—  141  9 
+856,4 
+  47,5 

+2,6 

-M 

-154,8 
-8,6 
-0,5 

-2,0 
•4.37  6 
-226,7 
-12,6 

-0,7 

4,-3 
8,-3 

3,-3 

+9,1 

—  52,5 
-3,3 

—  8,0 
+53,2 
+3,3 

+2,2 
—  14,3 
-0,9 

+  *,2 
-14,3 

—  0,9 

8,-4 

-2,2 

+2,3 

—  0,9 

—0,6 

11. 

«,-* 
3,-4 
i  —4 

5,-4 

+0,5 
-11,3 
—  4  9 

-0,3 

-0,5 
+  11,2 

•4-1  8 

+0,3 

+0,1 
-2,3 
-i-O  1 

+  0,1 
-3,2 

3,  -5 

4,  -5 

-4,3 

-0,3 

+  1,3 

+  0,3 

—  0,2 
-0,1 

-0,4~ 



3. 

0,1 
1.1 

*,« 

3,1 

+  M 

— 18, G 

—0,9 

+  4,4 
-18.4 
-0.8 

+0,4 
-2,1 
-0,1 

+0,06 
-«,2 
+5,1 
+0,2 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

^-7,4 
+  149,2 
—850,6 
-47,5 
-2,7 

-7,4 
+  148,6 
—844,3 
—  47,2 

-2,7 

-0,2 
+  2,0 
-2,5 
-0,2 

+  1,6 
—39,3 
+  224,1 
+  12,6 

+  0,7 

0,-« 

2,  -4 

3,  -4 

!  +3,7 

—24,0 
-«,7 

+3,5 
—  23,9 
-1,7 

-0,2 

+  1,9 
+  0.1 

 - 

+0,03 
—  0,8 
+5,9 
+0,4 

 _ 
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i. 

0,4 

-2?0  -270 

—078 

+0:5 

— M 

0,3 
4,3 

+3,0 
—50,7 
+  4,4 

+2,9 
—50,0 
+4,4 

+0,8 
-44,4 
+0,8 

-0,8 
+  43,4 
-»,2 

—2,2 
-4,2 

0,2 
4  2 

2,2 

+0,6 
-1-45,7 
—868,3 
4-75,5 

-1-2,6 

+0,6 
+45,1 
—858,4 
+74,8 

+2,6 

+0,4 
+8,4 

—  457,3 
+8,6 
+0,4 

—0,8 

—  14,8 
+225,9 

—  49,6 
—  0.6 

—4,4 
0,4 
1,1 

-0,7 
+7,5 
-»-0,5 

-0,7 
+7,4 
+0,5 

+0,9 

-2,4 

5. 

1,2 

2,2 
3,2 

+0,6 
-4,7 
-2,3 

+0,6 
-4,7 
-0,2 

-0,3 

■  + 

+0,4 

l 

iL 

2,  -2 

3,  -2 

5,— z 

'.  '  * 

—  11,0 
-1,7 
—0,3 

>  • 

—  «1,2 
-1,8 
-0,3 

-0,8 
+0,2 
-0,4 

—0,5 
+3,2 

3,  -3 

4,  -3 

-0,9 

-o,i 

—0,9 
-0,2 

+0,2 

43. 

0,  -4 

1,  -4 

3,-4 

-1,2 
H-7,4 
+8,4 
+0,2 

+  1,2 
-7,4 
-8,4 
-0,2 

+  4,4 
+4,7 

+1,7 
+2,7 

216. 

ländlich  haben  wir  noch  die  Coefficienten  der  Gleichung  des  Art. 
193  neinlich 

^  =  J,j  +  (54)  Ja  +  (55)  JP  +  (06)  JQ 

aufzustellen.  Die  Berechnung  derselben  ist  so  einfach,  dass  ich  so- 
gleich das  Resultat  aufstellen  kann. 


9,  9 

(54) 

(ÖS) 

(56) 

cos 

sin 

cos 

t. 

0,0 

—  448','3 

— 37?6 

4,0 

-0,1 

— or6 

+2,6 

o,t 

-0,9 
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- 1 

— o?2 

-4-o;3 

1,  -2 

7 

2,  -2 

-1-48,9 
■4-4,1 

-1-3,4 
-18,4 
-1,0 

-♦-4,2 

—1,2 

3. 

— 
2  1 

',0 

4,0 
3,0 

i 

-0,4 

+  0.4 

-2 

-1-3,3 
-18,7 
-1.0 

-3,3 
-1-48,7 
-4-4,0 

-4-0  Ä 

0,3 

-1 

•4-1.4 

M 

-22 

-1-1,0 
—18,3 
-1-1,6 

-1,0 
-1-18,3 
-4,6 

0,1 

-4-0,2 

7 

Hiemit  sind  alle  VariationscoefGcienten  gegeben. 

$  17.  Allgemeine  Methode  zur  Berechnung  der  in  der  Mondbewegung 
vorhandenen  Störungen  sehr  langer  Periode. 

Verbindung  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 
mit  der  Variation  der  Differentialgleichungen. 

217. 

Alle  in  der  Mondbewegung  vorhandenen  Ungleichheiten  sehr  lan- 
ger Periode  in  Bezug  auf  die  Umlaufszeit  des  Mondes  um  die  Erde 
haben  kleine  Coefficienten.  Alle  diese  Coefficienten  sind  lange  nicht  so 
gross,  dass  das  Quadrat  derselben  merklich  werden  könnte,  wie  z.  B. 
bei  der  grossen  Ungleichheit  des  Jupiters  und  des  Salurns  der  Fall  ist. 
Aber  das  Product  der  genannten  Ungleichheiten  und  der  von  ihnen  ab- 
hängigen ,  anderweitigen ,  Ungleichheiten  mit  der  von  der  Sonne  be- 
wirkten, bedeutenden  störenden  Kraft  ist  merklich  ,  und  dergestalt  auf 
die  Ungleichheiten  sehr  langer  Periode  rückwirkend ,  dass  es  manchmal 
die  Werthe  der  Coefficienten  derselben  wesentlich  ändert. 

Es  ist  daher  nolhwcndig ,  bei  der  Berechnung  dieser  auf  das  ge- 
nannte Product  Rücksicht  zu  nehmen.  Die  Erfüllung  dieser  Bedingung 

Abb,»«,  d.  K.  S.  G«MlUeh.  d.  WU*Mcb.  XI.  t  4 
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isl  nicht  ohne  Schwierigkeilen,  da  hier  eine  Wechselwirkung  stall  An- 
del, die  ohne  zweckmässige  Auswahl  der  Methode  das  erhaltene  Resul- 
tat zu  entstellen  im  Stande  ist. 

Bei  den  Ungleichheiten,  deren  Periode  minder  lang  ist,  leistet  die 
im  Vorhergehenden  angewandte  Methode  der  successiven  Substitutio- 
nen ausreichende  Dienste,  wie  man  im  Vorhergehenden  bei  der  Un- 
gleichheit, deren  Argument  2  («— &>')  ist,  gesehen  hat,  und  weiter  unten 
bei  andern  ahnlichen  Ungleichheilen  sehen  wird.  Aber  wenn  die  Pe- 
riode bedeutend  langer  ist,  so  kann  die  Anwendung  dieses  Verfahrens 
sehr  umständlich,  und  sogar  mislich  werden ,  weshalb  ein  anderes  Ver- 
fahren in  Anwendung  gebracht  werden  muss.  Das  einzig  rationelle  Ver- 
fahren ,  welches  an  die  Stelle  jenes  gesetzt  werden  kann ,  ist  die  Verbin- 
dung der  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  erklärten  Methode 
der  Variation  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mit  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefticienten.  *)  Dieses  Verfahren  lasst  sich  so  aus- 
bilden, dass  man  einige  wenige  allgemeine  Gleichungen  erhalt,  aus 
welchen  sich  alle  Ungleichheiten  sehr  langer  Periode  leicht  berechnen 
lassen,  und  aus  denselben  Gleichungen  kann  man,  wenu  man  nur  die 
Grundlage  derselben  hinreichend  weit  ausdehnt,  auch  die  Sacularände- 
rungen  berechnen,  die  ja  im  Grunde  auch  Ungleichheiten  sehr  langer 
Periode  sind.  Die  Entwickelung  dieser  allgemeinen  Gleichungen  soll 
jelzt  ausgeführt  werden. 

218. 

Sei  nxt  -+•  «  das  Argument  irgend  einer  Ungleichheit  sehr  langer 
Periode,  dann  ist  nolh wendiger  Weise  x  eine  sehr  kleine  Zahl.  Setzen 
wir  zur  Abkürzung 

X  =  nxt  -+•  « 

dann  ist  leicht  einzusehen,  dass  in  dem  Ausdruck  von  njz  nicht  blos 
ein  Glied  von  der  Form  a  sin  (nxt+a)  vorkommen  wird,  sondern  wegen 
der  Verbindung  dieser  Ungleichheit  mit  der  störenden  Kraft  der  Sonne 
in  n.Jz  überhaupt  die  folgenden  Glieder  entstehen  werden, 

nJz  ss  a  sin  X 

■+■  2p  sin  {ig  -+■  ig  f  w  -h  f  «'  ■+•  A) 
■+-       sin  (ig     ig' tw     »V  —  X) 

•)  S.  Sctium.  Aslr.  Nachr.  B.  XXV.  p.  Ml  ».  m. 
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weoo  o,  p,  p,  die  numerischen ,  zu  bestimmenden ,  Coefficienlen  be- 
zeichnen, und  unter  den  Summenzeicben  das  Glied  ausgeschlossen 
wird ,  in  welchem  t « i'=  r=s  Ts  0  ist ,  da  dieses  für  sich  angesetzt 
worden  ist.  In  den  Ausdrücken  für  Jv  und  <J^*-  müssen  ahnliche,  aber 
mit  Cosinussen  mulliplicirte ,  Glieder  entstehen. 

Da  hier  der  Coefficient  von  /  in  X  weit  kleiner  ist,  wie  die  Coefli- 
cienlen  von  t  in  ig  tV  *+-  *"w  *4" m»  ,  so  darf  man  ihn  bei  den  Differen- 
lialiooen  in  Bezug  auf  die  letzteren  übergehen .  und  demzufolge 

*j  =  xa  cos  X 

-+-        cos  («7  +  »V-H  fw  -+-  iV-h 
2'$),  cos     -+■  i'g'+  f«  ■+-  t"V—  X) 

selrcn.  wo  /?,  wie  im  §  6,  den  CoefBcienten  von  nt  im  Ausdruck  von 
ig  •+■  tg'-i-  i'o)  -t-  f«  bezeichnet.  Die  vorstehende  Form  werde  ich  in- 
dess  nicht  der  Kntwickelung  zu  Grunde  legen,  sondern  die  folgende, 
die  damit  identisch  ist,  und  in  der  Anwendung,  die  hier  davon  gemacht 
werden  wird,  wesentliche  Vortheile  mit  sich  bringt.  Ich  setze 

n  Jz  —  a0  sin  X 

-f-  sin  X.  ±k  cos  [ig  -f-  i'g'-h  io>  +  *  V, 

H-  cos  X.Xk'  sin  ig     i'g'-h  Tw  «+>  f  »</) 
.  /*»  =  ii,  cos  X 

-I-  sin  X. 2/  sin  (ij  +  ij  +  h-j  +  j  wy 

•4-  cos  X.  2'f  cos  (i£  -h  i'g'+  Tw  4-  f  <•/ 

u.  s.  w.  Man  sieht,  dass  hier 

k=p-Pi.  k'  =  p+pt 
isl,  und  für  die  übrigen  Functionen  ähnliche  Gleichungen  vorhanden 
sind,  die  hier  aber  nicht  angefahrt  zu  werden  brauchen.  In  Folge  der 
obigen  Bemerkung  haben  die  Differentiale  in  Bezug  auf  die  Zeit  nun 
die  folgenden  Ausdrücke, 

JA£  =  xa0  cos  X 

—  sin  X.  Xßk  sin  [ig  •+■  i'g'-¥-  i'to  -f-  «  V) 
-I-  cos  X.Xfik'  cos  dg  +  ig'-i-  Co  -+•  tV; 

=—  ro,  sin  X  , 

4-  sin  X  2  p/  cos  [ig  +  tg'+  f«  +  fV) 

—  cos  X.  2'f>/'  sin  (19  -+-  t'y-F      ■+- 1  V) 

und  ahnliche  für  die  übrigen  Functionen. 

1 1  * 


164  P.  A.  Hakse*,  [I6i 

I 

Man  wird  weher  unten  sehen,  dass  diese  Form  auf  zwei  aufzu- 
lösende Systeme  von  linearischen  Gleichungen  führt,  wahrend  jene 
Form  auf  Ein  solches  System  gefuhrt  halte,  welches  aber  doppell  so 
viele  Gleichungen  und  Unbekannten  enthalten  hätte.  In  der  Ausdeh- 
nung, die  ich  hier  diesem  Verfahren  geben  werde,  wird  man  auf  zwei 
Systeme  von  je  12  Gleichungen  und  Unbekannten  geführt  werden, 
wührend  die  Anwendung  jener  Form  die  Auflösung  eines  Systems  von 
24  Gleichungen  verlangt  hatte.  Da  nun  die  Arbeil,  die  die  Auflösung 
von  zwei  Systemen  von  je  m  Gleichungen  und  Unbekannten  erfordert, 
weit  geringer  ist,  wie  die,  welche  die  Auflösung  von  Einem  System 
von  2m  Gleichungen  und  Unbekannten  verursacht,  so  ist  die  oben  zu- 
letzt angegebene  Form  von  nJz,  Jv,  etc.  die  vorteilhaftere. 

219. 

Die  im  vor.  Art.  aufgestellten  Ausdrücke  begreifen  auch  die  Säcu- 
laranderungen  in  sich.  Diese  bestehen  in  der  Thal  aus  der  Summe  einer 
Anzahl  von  periodischen  Gliedern,  die  alle  ausserordentlich  lange  Pe- 
rioden haben,  und  von  welchen  man  aus  dieser  Ursache  mit  den  ersten 
Gliedern  der  Reihenentwickelung  derselben  Tausende  von  Jahren  aus- 
reicht. Setzt  man  a  =  90«  in  X  s  tuet  a ,  nimmt  von  den  Reihenent- 
wickelungen von  sin  X  und  cos  X  nur  die  ersten  Glieder,  lassl  die  Con- 
stante,  die  dadurch  in  nJz  entsteht,  weg,  weil  sie  sich  der  Constante 
c  des  Ausdrucks  nz  =  nl  +  c+  etc.  einverleibt,  und  setzt 

wj^flg  =  —  A0 ,  Mxat  =  —  At 
nxk  =  —  K  ,    nxl  =  —  L 
nk'  =     K' ,     nt  =  L 

so  wird 

nJz  = 

-+-  tZK  sin  (ig  ■+-  i'g'+  i"<a  -+-  Tw') 

+{ZK'  cos  (ig  +  tg'+  ta  +  tV) 

Jv  =  Ait 

■+-  t±'L  cos  (ig  -4-  fg'+  tu»  +  tV) 

-♦--2'L'  sin  (ig     tg'-h  tat  -f-  tV) 

welches  die  Form  der  Säcularanderungen  ist.  Die  hier  mit  Zugrunde- 
legung der  Form  von  nJz,  Jv,  etc.  des  vor.  Art.  abzuleitenden  End- 
gleichungen können  daher  auch  zur  Berechnung  der  Säcularanderungen 
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angewandt  werden,  und  die  in  den  Mondtafeln  aufgenommenen  SBcu- 
laränderungen  siud  in  der  Thal  auf  diese  Art  berechnet  worden.  Die 
vorstehenden  Ausdrucke  enlhallen  die  Glieder,  aufweiche  Adams  vor 
einigen  Jahren  aufmerksam  gemacht  hat,  aber  man  sieht  aus  dieser 
Darlegung,  dass  sie  mir  bei  meinen  früheren  Entwickelungen  und  Be- 
rechnungen nicht  entgangen  sind.  Mein  Verfahren,  welches  ich  hier 
für  die  weiter  unten  folgende  Anwendung  desselben  entwickeln  werde, 
habe  ich  lange  vor  Adams  in  Schum.  Astr.  Nachr.  am  oben  angeführ- 
ten Orte  mit  bestimmten  Worten  bezeichnet. 

220. 

Zur  Berechnung  der  Ungleichheiten  langer  Periode  braucht  man 
in  den  obigen  Ausdrücken  von  nJz ,  etc.  nur  die  grösslcn  der  von  der 
anziehenden  Kraft  der  Sonne  in  der  Mondbewegung  herrührenden  Glie- 
der aufzunehmen ,  da  diese  blos  eine  nachteilige  Rück-  oder  Wechsel- 
wirkung ausüben  können.  Die  minder  grossen  Glieder  können  neben 
diesen,  wenn  sie  merkliche  Wirkung  ausüben  sollten,  immer  noch  durch 
successive  Substitutionen  berücksichtigt  werden,  da  von  ihnen  keine 
nachlheilige  Wechselwirkung  zu  befürchten  sieht.  Ich  werde  daher  in 
n./z,  Jv%  etc.  ausser  den  Gliedern,  die  blos  die  Veränderliche  X  ent- 
halten ,  nur  die  Coefßcienten  der  folgenden  Argumente 

9 

g  —  tg  ■+■  2w  —  2o/ 
ig  —  2g'  -+-  2t«  —  2w' 
30  -  ig'—  2w  —  2w' 

als  unbestimmte  Grössen  einfahren,*)  alle  übrigen  Glieder,  die  in  irgend 
einem  bestimmten  Kalle  noch  merkliche  Wirkung  ausüben  könnten, 
können  den  im  §15  mit  vorgesetztem  J'  bezeichneten  Gliedern  ein- 
verleibt werden.  Um  dieses  deutlicher  zu  machen,  sei 

n./z  s=Z+^ 

wo  unter  Z  die  Summe  der  Glieder  verstanden  wird ,  die  mit  unbe- 
stimmten Coefßcienten  eingeführt  sind,  und  unter  Z'  die  Summe  der- 
jenigen ,  die  bestimmte  Coefficieuten  haben ;  ähnliche  Ausdrücke  muss 


*)  In  meiner  früheren  Entwickelung  nach  dieser  Methode  halte  ich  eine  weit 
grössere  Anzahl  von  Argumenten  aufgenommen. 
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man  sich  für  die  übrigen  Functionen  denken.  Nehmen  wir  nun  irgend 
eine  der  Variationsgleichungen  des  §  18,  z.  B.  (C8)  vor,  so  wird,  wenn 
wir  blos  Rücksicht  auf  das  Glied  (10)  nJi  nehmen,  da  es  sich  mit  den 
übrigen  Gliedern  eben  so  verhalt, 

^  =  (10)  Z  -t-  elc.  -i-  (10)  Z  +  etc. 

und  dieser  Gleichung  wird  dadurch  Gnllge  geleistet,  dass  man  die  Glie- 
der (lO)Z'-hetc.  als  bekannte  Glieder  der  Gleichung  hinzufügt.  In  den 
Variationsgleichungen,  wie  (67),  (70),  elc,  die  ohnehin  ein  völlig  be- 
kanntes Glied  enthalten,  werden  die  betreffenden  Produclc  diesem  ohne 
Weiteres  hinzugefügt. 


221. 

Sei  nun  nach  diesen  Erklärungen 
nJi  =  o0 

■+■  kx  COS0 

-l-*,C08  (1,-2.2) 
-1-  kA  cos  (2.-2,2) 
+  Ä5cos  (3,-2,2)) 
+  Z' 


sin  X 


Jv  = 

/,  sin  g 
+  /,  sin  (1,-2,2) 
-I-  /4  sin  (2,-2,2) 
+  /6  sin  (3,-2,2)  j 
+  V 

m,  sin  g 
+  mi  sin  (1,-2,2) 
-htw4  sin  (2,-2,2) 
-4-ro5  sin  (3,-2,2) 


sin  X 


sin  X 


wo  zur  Abkürzung 


k\  sin  g 

Je,  sin  (1  ,—2,2) 
Jk'4sin  (2.— 2,2^ 
fc'asin  (3.-2,2) 


cos  X 


-+-  l't  cos  g 

-i-r,cos{l,— 2,2)  f  cos .X 

f4  cos  (2, — 2,2) 
+  f5  cos  (3,— 2,2) 


-I-  m\  cos  g 

+  m',  cos  (1.-2,2) 
-hm\  cos  (2,— 2,2) 
H-m'iicos(3,— 2,2) 


cos  X 


1  ,—2, 2  stall  g— 2^-h  2c  —  2«' 

2,  — 2,2  statt  ig — 2g'+  2ta  —  2o>' 

3,  -2,2  slatt  3</— 2</-|-2w  — 2o>' 
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geschrieben  worden  ist,  und  Z\  V,  //'  die  Summe  der  Übrigen,  mit 
bestimmten  Coefßcienten  versehenen,  Glieder  bedeuten.  In  den  Aus- 
drucken von  JP  und  JQ  brauchen  keine  unbestimmten  Coeflicienten 
eingeführt  zu  werden,  da  die  betreffenden  Glieder  dieser  Functionen, 
wenigstens  in  soweit  sie  auf  die  Bestimmung  von  nJz,  etc.  Einfluss 
äussern,  mit  bestimmten  Coenicienten  eingeführt  werden  können.  Die 
Differentiation  der  vorstehenden  Ausdrücke  giebt  nun,  mit  Rücksicht  auf 
das  Vorhergehende,  und  wenn  man  erwagt,  dass  die  Differentiale  von 
l\  V,  H'  hier  nicht  in  Betracht  kommen ,  da  sie  fortwahrend  Glieder 
anderer  Form  wie  die  vorstehenden  hervorbringen, 

/*  = 

'dt 


—  Ätj  sin  g 

—  &*,sin  (1,-2,2) 
— /?4Jfe4sin  (2.-2,2) 
-&Ä,sin  (3,-2,2) 

-f-     /,  cos  g 

+  /V,cos  (1,-2,2) 
-j-/f4/4cos  (2,-2.2) 
-hft/4cos  (3,-2,2) 


sin  X 


sin  X 


J1' 


J<7, 


■+■    wi,  cos  g 
-+■  ,?sfMs  cos(1, — 2.2) 
•+■  ßimi  cos  (2,-2,2) 
-t-/?4fw5cos(3,— 2,2} 


'  sin  X 


-f-    k\  cos  g 

-+■  &*',cos  (1,-2,2) 
+  ft*'4cos  (2,-2,2) 
+  ft*r,C08  (3,-2,2) 

—     T,  sin  g 
-^r,  sin  (1,-2.2) 
-^r4sin  (2,-2,2) 
-ßjtsm  (3,-2,2) 


—  m ,  sin  g 

—  sin  (1,-2,2) 

—  m'4  sin  (2,-2,2) 

—  /V'ssin  (3,-2,2) 


cos  X 


cos  X 


cos  X 


wo  /?,,  ßk,  ß§  die  Coenicienten  von  nl  in  den  Ausdrücken  der  neben 
stehenden  Argumente  bezeichnen.  Ausserdem  setze  ich 


(a3  •+■  Ci)  sin  </ 

-f-  Cjsin  (1,-2.2) 
-h  c4sin  (2,-2.2) 
-I-    sin  (3,-2,2) 


sin  X 


{K  ■+■  c'„) 

(<i4  -H  c'i)  cos  g 

+  c3  cos  (1,-2,2) 
•4-  c'4  cos  (2,-2,2) 
■+■  c'j  cos  (3,-2,2) 


cos  X 
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M6* 


di)  cos  g 
di  cos  (1,-2,2) 
dt  cos  (2, — 2,2) 
rfs  cos  (3,-2,2) 

•(!) 


-(< 


a3-l-ßi)  sin  g 
-et  sin  (1,-2.2) 

-  *  sin  12,-2.8) 

—  <?ssin  (3,-2,2) 

(&tB'\ 


-f-( — 04+^1)  sin  cj 
sin  X  di  sin  (1 , — 2,2) 

-t>rf(  sin  (2,-2,2) 
-Kf5sin  (3,-2,2) 


—  c0 
—(04+  e',)  cos  0 

—  e',  cos  (1.-2.2) 
SinA             -e'4  cos  (2,-2,2) 

—  e\  cos  (3,-2,2) 


cos  X 


cos  Ä 


Die  hier  unter  der  Bezeichnung  b0,  <h,  at  eingeführten  Coefßcieo- 
ten  sind  die ,  welche  bei  den  Integrationen  den  kleinen  Divisor  x  be- 
kommen, und  deshalb  von  den  übrigen  Coefficienten  abgesondert  be- 
trachtet werden  müssen.  Die  Function  ff  bezeichnet  wieder  die  Summe 
der  Glieder  in  (JW0) ,  die  andere  Argument©  haben  wie  die  angeführ- 
ten, und  mit  bestimmten  Coefficienten  versehen  sind.  Sei  überdies 
noch 


(g)  ntz  +  (1 0) (H)  F+  (1 2)  Ü 


x,  sin  g 

*,sin  (1,-2,2) 
xt  sin  (2,-2.2) 
x5sin  (3,-2,2) 


1 

«0 

x ,  cos  g 


sin  X 


cosX 


H(U)Z'-|-(15)F= 
Ao 

A,  cosj; 

;.,cos  (1,— 2,2)  f  sinX 
A4  cos  (2,-2,2) 
As  cos  (3,-2,2) 


x3  cos  (1,-2,2) 
-*>  x'4  cos  (2,-2,2) 
-hx'jcos  (3.-2,2) 


■+•  A'i  sin  g 
-i-A'3  sin  (1,-2,2)  losJ 
+  A'4sin  (2,-2,2) 
-hA'5sin  (3,-2,2) 
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( H)  Z'+  {i  8)  V-t-  (1 9)  JP  h-  (20)  JQ  —  ^'Z ; 
J>o 

-+-  pi  cos  0 

-t-  p3  cos  (  I , — 2,2)  \  sin  X 
•+■  />4  cos  (2,-2,2) 
-I-  p&  cos  (3,-2,2^ 


V 
V 


j  sin  9 

3  sin  (1,-2,2)1  cosX 

4  sin  (2,-2,2) 
6  sin  (3,— 2,2)J 


Hiemit  sind  alle  Functionen  unbestimmter  Coefficienten  aufgestellt,  die 
erfordert  werden,  um  die  ersten  Bedingungsgleichungen  zu  bilden. 

222. 

Es  müssen  jetzt  die  eben  aufgestellten  Ausdrücke  in  die  Gleichun- 
gen (68),  (69),  (70),  nemlich  in 

¥-(^  +  (tFH 

+  {\0)nJz  +  {W)Jp  +  {\2)J± 

-2^=(^)+(d,;^)««fe+(i4)»^+(is)^ 

-~  =  ( 1 7)  nJz  +  (1 8)  Jv  +  (1 9)  JP  ■+•  (20)  JQ  —  J'Z 

substituirt  werden,  bei  welcher  Substitution  die  mit  (liefe)»  und  Jy  mul- 
tiplicirten  Glieder,  die  oben  weggelassen  worden  sind,  Ubergangen 
werden  können.  Hiebei  müssen  die  numerischen  Werthe  von  tiefe  und 
den  Coefficienten  (10),  (H),  etc.,  welche  letztere  in  den  Arlt.  202,  204, 
205  gegeben  sind,  angewandt  werden.  Von  den  Ausdrücken  von  nJz, 

Jv,  J^-  des  vor.  Art.  sind  nur  die  mit  unbestimmten  Coefficienten  ver- 

sehenen  Glieder  anzuwenden,  da  die  Substitution  der  Zusatzglieder  Z', 
V,  H'  nach  dem  Vorhergehenden  schon  als  ausgeführt  angenommen 
wird.  Auch  sind  in  dieser  Substitution  von  den  vollständigen  Werthen 
der  Coefficienten  (\  0).  (1  \ ),  etc.  nur  diejenigen  Glieder  zu  berücksichtigen, 
die  die  im  Vorhergehenden  mit  unbestimmten  Coefficienten  eingeführten 
Argumente  wieder  geben,  da  die  Resultate  aller  übrigen  merklichen 
Verbindungen  den  Functionen  Z't  V,  //'  schon  einverleibt  gedacht  wer- 
den; eine  Bedingung,  die  jedoch  nur  durch  successive  Naberungen  er- 
füllt werden  kann.  Da  nun  die  durch  die  beschriebenen  Substitutionen 
sich  ergebenden  Gleichungen  identisch  statt  finden  müssen ,  so  zerfallt 
jede  derselben  in  so  viele  besondere  Gleichungen,  wie  verschiedene 
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veränderliche  Functionen  vorkommen.  Die  27  Gleichungen,  die  somit 
entstehen,  und  mit  wenig  Muhe  zu  erhallen  sind,  habe  ich  in  der  am 
Schlüsse  dieses  §  angefügten  Tafel  1  aufgestellt.  Die  Substitutionen 
selbst  sind  so  einfach,  dass  sie  keiner  weiteren  Erläuterungen  bedürfen. 

223. 

Aus  diesen  Gleichungen  müssen  zuerst  die  mit  c,  d,  e  bezeichne- 
ten Grössen  eliininirl  werden ,  und  die  Gleichungen ,  die  dazu  erforder- 
lich sind,  giebt  der  Ausdruck  für  JW'o,  den  ich  wie  folgt  aufstelle, 


sin  X 


sin  X 


sin  X 


./W0  = 

bi  sin  (y— 
—  r/2  fr  sin  (2/—  2g) 
•4-  fx  sin  g 

+  U sin  (-r+  2fl) 

■+■  r/2  bi  sin  (2y— g) 
-+-  a3  sin  y 
-4-6„,3    sin  (0,1,—  2.2) 
-t-6-nsin  (—1,2,-2.2) 
-h^t-Msin  (—2,3,-2.2) 
+  61.2    sin  (1,0, — 2,2) 

+        sin  (0,2,-2.2) 
-I- 6-i.s  sin  (— 1.3.—  2.2) 

+ti2       sin  (—2,4,  —2,2) 
+        sin  (1,1,— 2,2) 

H-^6,.2    sin  (2.0, —2,2; 

+  60,5    sin  (0,3, —2,2) 
-h  6_i,o  sin  (-1,4, —2,2) 
-h6,,4  8^(1,2,-2,2) 
+^,,3    sin  (2,1, -2,2) 
+tiA.i    sin  (3,0, -2,2)  ) 
wo  zur  Abkürzung 

(0.1,-2.2)  statt 


cos  X 


sin  X 


sin  X 


-h  6',  cos  iy—g)    )  cos  X 
-h  ^fjcos  (2/-20]J 
-+-  fi  cos  g 

+  f ' cos  )  cos  A' 

■+■  r{2  b't  cos  {iy—g) 

•+■  fl4  cos  / 

+        cos  (0,1,— 2,2) 

H-6'_,,4  cos(— 1,2,— 2.2) 

+^6'-,,,  cos  (—2,3,-2.2) 

+  6',.2    cos  (1,0, —2.2) 

+  6'<M    cos  (0,2,-2.2) 
-+-cV_,,5cos  (—1.3,-2,2) 

+fj2  6-1,«  cos  (—2,4,  —2,2) 
-+-6',,,   cos(1. 1,-2.2) 

-H^'i.a    cos  (2,0,— 2.2) 

H-6'o,»    cos  (0,3. -2,2) 
+  *'_,.«  cos (-1, 4,-2.2j 
+  6',,4    cos  (1,2. -2,2) 
+^6',,3   cos  (2,1,— 2,2) 
+^6'i,a   cos  (3,0, -2,2) 

(j—2g'+  2w— 2o/ 


cosX 


cosX 


( — 1 ,2,  —2,2)  statt   — ^-|-2<j— 2</+2t.j— 2w' 
(—2,3,-2.2)  statt  —  2/-l-3^—  ig'-h  2w— 2w' 
(  1 ,0,  —2,2)  statt       y       —*g'+  2w— 2«/ 
etc.  etc. 


Google 


171]    Berechnung  der  in  de?«  Mondtafeln  angewandten  Störungen.  171 


geschrieben  worden  ist,  und  rti  und  die  im  Art.  35  entwickelten  und 
eben  so  benannten  Factoren  bedeuten.  Aus  diesem  Ausdruck  erhalt  man 

Xb;      ,  sinX 

—  6,  cos  \y—g  ] 

+  fi  tos  g  | 
-h  Ifi  cos  (—y+Zg)  sin  X 
—  töi  cos  y  J 

+ßA.s  cos  (0,1, —2,2) 
+M-m  cos  (-1,2.— 2,2} 
+M,2  cos  (1,0,-2,2) 
+ft&„,4  cos  (0,2,— 2,2) 
+&6_,,s  cos(— 1,3,— 2,2) 
+fabt>  cos  (1,1. —2,2) 
+#6o-,    cos  (0.3,-2,2) 


b\  sin  (y — #)  cos  X 

—  /',  sin  g 

—  2/"2  sin  (— y+2g) !  cos  X 
+  xai  sin  y  J 

-AÄ'oo    sin{0,1,-2,2)  | 
sinX    —  ßib'-ul  sin (—1,2.— 2,2)}  cos  X 
-#*\,2    sin  (1,0.-2.2)  I 

—ßib'w    sin  (0,2,-2,2)  | 
sin  X    —ßsb'-us  sin  (— 1.3  —  2,2)  cosX 
— ^6',,,    sin  (1,1, —2,2}  J 

— A^'.,s    sin  (0,3.— 2,2) 


ßnb-uc,  cos(— 1,4.— 2,2  /  sin  X    —  #>6'-i,«  sin(— 1,4,— 2.2j!  cosX 


+#  bit    cos  (1,2,-2,2) 


,2,-2,2)  j 


—ßib\ti  siu(1 


,2,-2,2)  J 


wo  zufolge  der  in  der  ersten  Abhandlung  enthaltenen  Erklärungen  die 
mit  ij2  und  ^3  multiplicirlen  Glieder  weggelassen  werden  mussten.  Sei 
endlich 


(1)2-+  (2)  V  +  (3)  /7  +  (4)  %  +  (G)  ,//>  +  (7)  JQ  +  J'T  = 


sin  X 


Ol) 

+  ui  cos  (/— 9) 
+  d  cos  9 

-I-  t*  cos  (— y+*g)  J  sin  X 
+  *3  cos  y  J 
+«0,3    cos  (0,1, -2,2) 
+«-,,,  cos(— 1,2,— 2,2) 
-i-a,.2    cos  (1,0,— 2,2) 

+««,4    cos  (0,2,— 2,2)  | 
+«-1,4  cos( — 1 .3, — 2,2)/  sin  X 
+«i,3    cos  (1,1,-2.2)  J 

+«o,5    cos  (0,3,— 2,2) 
+«-i,6  cos(— 1,4,— 2,2)1  sin  X 
+«!.!   cos  (1,2,-2,2) 


cos  X 


+  tt'i  sin  [y — g)  cos  X 

+  *'i  sin  g  \ 
+  #'2  sin  (— y+2^)l  cos  X 
+  «'3  sin  y  I 

+  «'„,,    sin  (0,1, —2,2) 
+  «'_„4  sin(— 1,2,— 2,2) 
+  «',.2    sin  (1,0,— 2,2) 

+«'0.4    sin(0.2,— 2,2) 
+«'_,,:,  sin  (—  1 ,3,— 2,2) J  cos  X 
+«*,.3    sin  (1,1, —2,2) 

+«'0,5  sin(0,3,-2,2) 
+a'_,,6  sin(— 1,4.— 2.2) 
+«'„4    sin  (1,2.-2,2) 


cos  X 
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Die  Coefficienlen  dieses  Ausdrucks  sind  bekannte  Grössen.  Hiemil  ist 
Alles  gegeben,  was  zur  Erfüllung  der  Gleichung  (67),  nemlich 

d^  -  ( 1 )  nJz  +  (2)  Jv  +  (3)  J±  +  (4) 
+  (Q)JP  +  ll)JQ  +  ,/'T 

erforderlich  ist,  und  wenn  man  mit  Rücksicht  auf  die  im  Art.  201  ge- 
gebenen numerischen  Werthe  der  CoefGcienten  (1),  (2),  etc.  die  Sub- 
stitutionen ausführt,  und  wieder  die  verschiedenartigen  Glieder,  jedes 
für  sich,  gleich  Null  setzt,  so  ergeben  sich  die  in  der  anliegenden  Ta- 
fel 2  aufgestellten  Gleichungen.  Diese  sind  indess  in  allen  ihren  Thei- 
len.  so  wie  sie  dort  aufgestellt  sind,  nicht  unmittelbar  erhallen  worden, 

denn  da  in  der  vorstehenden  Gleichung  die  Glieder  [2)Jp  und  (4)  ndt 

vorkommen,  so  ist  ursprünglich  in  jeder  Gleichung  dieser  Tafel  jeder 
der  /  Coefficienten  zwei  Mal  enthalten ,  und  nachher  ist  jedes  Paar  sol- 
cher Glieder  in  Ein  Glied  zusammen  gezogen  worden. 

224. 

Aus  den  Gleichungen  der  Tafel  2  sind  jetzt  die  Ausdrücke  der  mit 
c,  d,  e  bezeichneten  Coefficienten  zu  berechnen ,  und  damit  diese  Gros- 
sen aus  den  Gleichungen  der  Tafel  \  zu  eliminiren.  Die  Relationen  zwi- 
schen den  c,  d,  e  einesteils  und  den  6  andernlheils  ergeben  sich  aus 
der  Vergleichung  der  im  Vorhergehenden  aufgestellten  Ausdrücke  für 
JW9t  {JW*),  elc.  wie  folgt, 

Ci  =  /i      /i  -H  rfl  6, 

CS  =  60.3  -+■         "+-  qifi-i,*  ■+-  6,,2 

d  =  b0.i  •+-  6-1,5  ■+-  ^2^-1.6  ■+■  61.3  ■+-  tjibu-i 

t'5  =  6o.5  "+■  6_i,6  ■+■  bU*  -h  JJ2&1.3  ■+■  tjsbl* 

rfo  =  6,  —  2//2/2 

dt  =  —  /i  -I-  2^2  61 

ds  =  —  6_,,4  —  2i?2&-i.s  ■+■ 

di  =  —  t-.i,5  —  2^26-i.»  ■+■  bi,z  ■+■  2tjt  61,2 

di  =  —  6_i,6  ■+■  61,4  ■+■  2jy26|?3  -f-  3jysfei,2 

et  =  fi  ■+■  4*/2  fci 

c3  =  6-1.4  ■+■  4^26_ll5  ■+-  61.2 

C4  =  6_i, 5  -+■      6_i,6  -+•  61,3  -+•  4^j6,,2 

es  =  6_,,ft  +  6,,4  -1-  4^261,3  +  9^361.1 
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Co  =  bt        tfil  j 

<•  t  =  r>    A    r/j  6\ 

c'j  ==  6'0,s  ■+■  6'_,,4  ■+■  jjj6'_,,s  -+-  6'i,2 

c'<  =  6'0,4  -I-  6  -1.5  -4-  r^b'-ut  -+■  6'i,3  -I-  «?j6'i,j 

c's  =  fr'cs  ■+■  6'_,,»  «+»  6'i,4  ■+■  ^j6'i,3  iyi6'i,j 

=  f  \  —  2/j26'i 

<**3  =  t'_,,4  H-  2j>,26'_1,4  —  6'i.J 

</'4  =  6  _,,s     2>/2 &'_,.«  —  6',,3  —  lipb'xa 
dj  =  6.-i,>  —  6'i,4  —  2>/26',,3  —  ty»b\,t 

e',-/-a  +  4^6', 

«'s  =  6'-!,!  -f-  4^6'_i,s  -f-  6',,j 

g'>  =  6'-t,f,  -4-  6'i,j  -f-  4^6'i.s  ■+■  9;<J6',,2 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  sind  durch  eine  geringe  Arbeit  die  Glei- 
chungen der  Tafel  3  aus  denen  der  Tafel  2  entstanden ,  und  es  ist  in 
denselben  zur  Abkürzung  für  die  völlig  bekannten  Glieder  die  folgende 
Bezeichnung  eingeführt  worden. 

q\  —  d  +  i*2  —  ri7at  -+-  *i 

—  TT    ~JT +    IT     X  +" 


ri         y— 2q2«, 
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V»  =  «i  —  '/jj  ■+•  * » 

</,  =  —  <i  —  -g +  Vi«» 

»                                             «  _t.4                  «  _,.»  .  ..' 

v.i=-7T"t: — ~"a  +  Xt 

' 1           Ä          A        ''2    A          A  '    A  +XI 

,               •                   •                     •  / 

^  =  - ~A  A~       Ä"       '    A  ^  A     +  X 

r',  =—  y  —  2;<2«'i  +A'i 

1             A           '     A          A  +  A 
»«  =  «,  —  4»(2  y 


'    «'_n          i      «'-.  ■  "Vi 

A  '  ~A  Ä~ 

x',  =  _  "-'.--Li  _  4,.a •  -  ^  -  4V, ^ 

TT  -  9'<:'  a 

Diese  Grössen  sind  sehr  leicht  zu  berechnen,  ohne  dass  man  Feh- 
ler zu  befürchten  braucht.  Nachdem  die  et  und  e  Coefficienlen  berech- 
net, und  in  der  oben  angegebenen  Reihenfolge  nebst  ihren  Argumenten 
und  mit  den  Sinus-  oder  bez.  Cosinuszeichen  versehen  zusammen  ge- 
stellt worden  sind,  dividirt  man  mit  den  bezüglichen  Integrationsdiviso- 
ren, multiplicirt  darauf  mit  ^  und  tj3,  und  stellt  alle  Glieder  in  derselben 
Reihenfolge  auf,  wie  es  im  Vorhergehenden  bei  TV©  gemacht  worden  ist. 
Ausserdem  verwandelt  man  die  Sinuszeichen  in  Cosinuszeichen  und 
umgekehrt ,  und  wechselt  bei  den  «'  und  e  auch  die  algebraischen  Zei- 
chen um.  Verwandelt  man  hierauf  y  in  g ,  und  addirt  die  betreffenden 
Glieder,  so  bekommt  man  die  q  —  %  und  die  gf  —  x\  worauf  durch  Ad- 
dition der  x  und  x'  die  q  und  q  hervor  gehen.  Differentiirt  man  hierauf 
nach  y,  verwandelt  wieder  y  in  g  und  addirt,  so  bekommt  man  die 
r  —  A  und  die  r  —  A',  worauf  durch  Addition  der  X  und  )!  die  r  und  r 
entstehen.  Differentiirt  man  nochmals  nach  y,  verwandelt  wieder  y  in 
ff  und  addirt,  so  ergeben  sich  ohne  Weiteres  die  *  und     jedoch  mit 


uigmzeu  uy 
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entgegengesetzten  Zeichen,  und  es  sind  folglich  hier  alle  Zeichen  um- 
zuwechseln. 

Zur  Vervollständigung  führe  ich  aus  dem  §  6  die  Werthe  der  hier 
erforderlichen  ß  und  q  an. 

fr  =—  0,133X298 
^  =  -♦-0,8001702 

#  =  1,800170 

#  =  2,800170 
=  3,800170 

log^=  8,4382213 
logJ73=  8,o:)2.ii 

223. 

Es  sind  hierauf  die  Ausdrucke  der  mit  c,  d,  e  bezeichneten  Grös- 
sen der  Tafel  3  in  die  Gleichungen  der  Tafel  1  substituirt  worden ,  wo- 
durch sich  die  Gleichungen  der  Tafel  4  ergeben  haben.  Diese  Glei- 
chungen sind  in  drei  Gruppen  ringelheilt  worden.  Die  erste  dieser 
besteht  aus  12  linearischen  Gleichungen,  die  die  12  Unbekannten  kly 
ki,  etc.  bis  m5  enthalten,  durch  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  kann 
man  also  diese  Unbekannten  in  Function  der  12  mit  tit  (»etc.  bis 
bezeichneten  Grössen  darstellen.  Die  /.weite  Gruppe  ist  der  ersten  völ- 
lig ähnlich,  und  giebt  die  12  Unbekannten  k\.  k'3,  etc.  bis  m\  in  Fun- 
ction der  12  Grössen  tt,  (3,  etc.  bis  v\.  Die  dritte  Gruppe  enthält  die 
6  Gleichungen,  aus  welchen  die  Coefficienlen  a0.  <h,  <h>  <*u  h  hervor 
geben,  deren  Ausdrucke  den  kleinen  Divisor  x  bekommen.  Von  diesen 
sind  die  beiden  ersten  blos  von  den  k\ ,  etc.,  und  die  andern  vier  blos 
von  den  &i,  etc.  abhangig,  mit  Ausnahme  der  Glieder  jedoch ,  die  von 
den  a  selbst  abhängen. 

Ich  mache  auf  eine  kleine  Uebergehung  aufmerksam,  die  ich  mir 
hier  erlaubt  habe.  In  den  Ausdrücken  der  I  und  i'  mUsslen  in  den  letz- 
ten Gliedern  der  Strenge  nach  die  Coefficienlen  r0  —  Ao,  n  —  Ä, ,  etc. 
r\  —  A'i,  r'3  —  A'3,  etc.  angesetzt  werden,  während  ich  blos  r0,  r,,  etc. 
r'i,  r's.  etc.  angesetzt  habe,  wie  in  der  ersten  Gleichung  der  dritten 
Gruppe  geschehen  ist.  Da  diese  Glieder  überhaupt  nur  geringen  Ein- 
fluss  auf  das  Resultat  äussern,  und  gemeiniglich  die  k  weit  kleiner  sind 
wie  die  r,  so  kann  im  Allgemeinen  hieraus  kein  Nachlheil  entstehen. 
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und  sollte  in  einem  besonderen  Falle  ein  solcher  zu  befürchten  sein,  so 
lassen  sich  die  ausgelassenen  Glieder  sehr  leicht  ergänzen. 

226. 

Die  unbestimmte  Auflösung  der  beiden  ersten  Systeme  von  Glei- 
chungen der  Tafel  4,  oder  mit  anderen  Worten  die  Darstellung  der  Co- 
effirienten  k,  /,  m  in  Function  der  t,  u,  v  giebt  die  Tafel  5.  Ich  habe 
liiebei  nichts  weiter  zu  bemerken ,  als  dass  ich  diese  direct ,  und  zwar 
durch  die  Methode  ausgeführt  habe,  die  ich  in  den  Schriften  dieser  Ge- 
sellschaft gegeben  habe.  *)  Durch  diese  Methode  habe  ich  verschiedene 
Male  noch  grössere  Systeme  von  Gleichungen,  wie  die  hier  vorkom- 
menden ,  mit  Leichtigkeit  direct  aufgelöst. 

In  der  Tafel  5  sind  alle  numerische  Coefficieolen  in  Theilen  des 
Kreisradius  ausgedruckt  worden ,  und  statt  der  Zahlen  selbst  die  Loga- 
rithmen derselben  angesetzt. 

Die  Grössen  t ,  u ,  v  sind  nach  Ausweis  der  Tafel  4  Functionen 
theils  der  bekannten  Grössen  q,  r,  «,  />,  theils  der  Unbekannten  o.  Sub- 
stitut man  die  Ausdrücke  für  die  t ,  «,  v  in  die  Gleichungen  der  Ta- 
fel 5.  so  werden  die  Grössen  k,  l,  m  Functionen  derselben,  ebengenann- 
ten Grössen.  Das  Resultat  dieser  Substitution  giebt  die  Tafel  6,  und 
damit  sind  die  Ausdrücke  der  k,  l,  m  so  weit  entwickelt,  wie  bei  un- 
bestimmt gelassenem  x  möglich  ist.  Substituirt  man  endlich  die  Aus- 
drücke der  Tafel  6  in  die  dritte  Gruppe  von  Gleichungen  der  Tafel  4, 
so  bekommt  man  die  folgenden  allgemeinen  Endgleichungen. 

0=x60-.(4,328i)a0-l-(6,0875)xa1  +(4,339)0,  +A 

0=  b0  — xo«— (7,3727)  o,— (8,5302)*,  —  (7,3925) m+B 
0»      —  (4,309)a0— (0,30  4720)  *o,  +(5,750<)o,  +C 

0=  +(3,987)«,,  —  (4,385)xai  -hxa*  —(3,686)03  +D 
0«  +  (7,1236)    o1+(6,3068)fl,-xaJ -(5,650)  0,+Ä 

0=     -(3,832)a0  — (7,1387)«4  +(5,288)0,  +xa4+F 

deren  völlig  bekannten  Glieder  A,  B,  etc.  in  der  Tafel  7  zusammen  ge- 
stellt sind.  Hier  sind  wieder  die  Logarithmen  der  in  Theilen  des  Kreis- 
radius ausgedruckten  numerischen  Coefficieolen  angesetzt. 

Wenn  es  sich  nun  um  die  Berechnung  einer  Ungleichheit  von  sehr 
langer  Periode  handelt,  so  sind  zuerst  die  numerischen  Werlhe  von 
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qx,  qit  elc  ,  9',,  q'j,  etc.  zu  berechnen  und  in  die  Ausdrücke  für  A,  B,  etc. 
der  Tafel  7  zu  substituiren.  Hierauf  sind  die  erlangten  numerischen 
Werthe  von  A,  B,  elc.  nebst  dem  von  x  in  die  vorstehenden  Gleichungen 
zu  setzen,  und  diese  aufzulösen,  wodurch  die  CoefBcienten  der  Ungleich- 
heilen  langer  Periode  erlangt  werden.  Will  man  auch  die  CoefBcienten 
der  übrigen,  hier  mit  unbestimmten  Coefflcienten  eingeführten  Ungleich* 
heilen  kennen  lernen,  so  braucht  man  nur  die  numerischen  Werthe  aller 
jetzt  bekannten  Grössen  in  die  Gleichungen  der  Tafel  6  zu  substituiren. 

In  den  Fällen,  in  welchen  ausser  den  hier  mit  unbestimmten  Co- 
efficienten  eingeführten  Gliedern  keine  anderen  merklicheu  Einfluss  auf 
das  Resultat  haben  können,  ist  das  hier  erklärte  Verfahren  direct,  und 
giebl  sogleich  die  genauen  Werthe  der  Unbekannten.  Wenn  aber  auch 
andere  Störungsglieder  von  Kinfluss  sind,  und  mithin  die  mit  Z\  V,  //', 
elc.  bezeichneten  Grössen  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  ist  das  Verfahren 
nicht  mehr  direct,  sondern  gieht  bei  der  ersten  Anwendung  desselben 
nur  genäherte  Werthe  der  Unbekannten.  Dieser  Umstand  rührt  daher, 
dass  man  zuerst  die  Grössen  Z\  V,  H\  etc.  nicht  völlig  genau  erhalten 
kann,  indem  die  Unbekannten  auf  diese  Einfluss  haben.  Mit  den  zuerst 
erhaltenen  genäherten  Werthen  der  Unbekannten  kann  man  aber  die 
ersten  Werlhe  von  Z\  V,  H\  elc.  verbessern,  und  damit  genauere 
Werlhe  der  Unbekannten  erhalten.  Durch  Forlsetzung  dieses  Verfah- 
rens kann  man  schliesslich  die  Unbekannten  mit  aller  wünschens wer- 
then Genauigkeit  erhalten. 

227. 

Die  eben  erhaltenen  Gleichungen  zeigen,  dass  im  schliesslichen 
Ausdruck  von  die  Grösse  A  mit  dividirt  erscheinen  wird,  ohne 
dass  im  Zahler  kleine  Factoren  eintreten,  während  die  anderen  bekann- 
ten Grössen  nur  den  Divisor  x  erhallen.  Aus  diesem  Grunde  muss  aber 
A  mit  grösserer  Genauigkeit ,  oder  mit  einer  grösseren  Anzahl  von  De- 
cimalen  berechnet  werden ,  wie  die  übrigen  bekannten  Grössen.  Wenn 
x  sehr  klein  ist ,  so  kann  es  mit  Schwierigkeiten  verbunden  sein ,  A  mit 
der  erforderlichen  Genauigkeit  zu  erhallen,  denn  kleine  Fehler  in  den 
Grössen  qlt  <y3,  etc.  gehen  sehr  vergrössert  in  den  Werth  von  o«  über. 
Dieses  ist  vorzugsweise  der  Fall,  wenn  Z',  V,  IV,  etc.  in  Betracht 
kommen ,  und  man  sich  bei  der  ersten  Rechnung  mit  genäherten  Wer- 
then dieser  Grössen  begnügen  muss.  Es  kann  sich  in  diesem  Falle  er- 
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eignen,  dass  die  erste  Rechnung  einen  Werlh  von  <h  {iiebt,  welcher 
sich  weit  vom  wahren  Werlhe  entfernt.  Man  vermindert  diesen  Uebel- 
stand  sehr,  und  entfernt  ihn  oft  gänzlich,  wenn  man  sich  hier  wie  im 
Vorhergehenden  der  Gleichungen  (74)  und  (75)  bedient,  um  die  Glei- 
chung für  bo  zu  erhallen ,  denn  hier  tritt  wie  man  gesehen  hat  in  den 
Gliedern,  die  im  Nenner  bekommen,  in  dem  Zähler  der  kleine  Factor 
u  ein,  und  vermindert  die  Wirkung  der  Fehler  in  Z\  V,  //',  etc.  we- 
nigstens 1 3  Mal. 

Um  die  erwähnte  Gleichung  für  60  zu  bekommen,  brauchen  wir 
ausser  den  oben  aufgestellten  Ausdrücken  für  nJz,  Jp,  etc.  auch  die 
für  JfT  und  Jf*P.  Diese  erhalten  wir  aus  dem  Ausdruck  Air  JW0  des 
Art.  223,  und  durch  die  betreffenden  Formeln  des  Art.  90.  Durch  die 
dortige  Analyse  ergiebt  sich  leicht,  diiss 

.  //T  =  (   ..-///_,  -I-  .///« )  sin  (nßl  ■+•  0)  sin  X 
H-  (   JW- {  +  JfJ\)  cos  (nßl  +  ff)  cos  X 
.JfVsst  {-  J1I     •+■  JH<)  cos  (nßl  -h  6)  sin  X 
(   JlT-i  —  Jü\  sin  (nßt  +  0]  cos  X 

wo  ^///_»,  etc.  so  zu  verstellen  sind,  dass  abgesehen  von  den  Glie- 
dern ,  die  kein  y  enthalten, 

=  ////_,  sin  (—  y  -+-  nßt  -+■  0) 
-#-  III  \    sin  (     y  ■+-  nßt 

J/J'-i  cos  {—  y  -h  nßt      0)  \ 
IH'x    cos  (     y  +  nßt +  0)1 

wird.  Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  auf  den  Ausdruck  von  JW0 
des  Art.  223  giebt  mit  bioser  Rücksicht  auf  die  mit  cos  X  mulliplicirten 
Glieder,  da  die  mit  sin  X  multiplicirten  hier  nicht  gebraucht  werden. 

//T=  a4 


0)  ) 

cos  A' 


■+■  b\  cos  g 

■+■  f%  cos  2g 

H-  b\,2  cos  (0,-2  2) 

-f-6',,3  cos  (1.-2,2) 
.(fc'juH-i'-t^cos  (2,-2,2) 
cos  (3,-2,2) 
cos  (4,— 2,2) 

-n/r 


cos  X 
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Jf<P  =     b\  sin  g 
+  fi  sin  2o 

—  6', ,2   sin  (0,-2,2) 

—  6',,,   sin  (1,-2,2)  1  cos  X 
+ !  -6'i.4-ft- b'-ui)  sin  (2,-2,2) 

+  6'_i,i  sin  (3,-2,2) 
+  6'_,t(,  sin  (4,-2,2) 

wo  /T  und  f  V  die  Summen  der  nicht  mit  unbestin.mten  Coefficien- 
len  versehenen  Glieder  bedeuten. 

228. 

Nimmt  man  nun  die  Gleichungen  (74)  nnd  (75),  nemlich 

JZ=  uJZ  +  (27)  J±  -r-  (28)  jpr+  (29)  Jf  V 

-+.  (30)n -h  (31 )  ^  -h  (32)      +  (33) 
—  3.  /W2 

=  (3  4)  n,/z     (35)     +  (36)  JP  ■+»  (37)  ,70 


"GS) 


wo  ich  Z  statt  X  geschrieben  habe ,  weil  X  hier  eine  andere  Bedeu- 
tung hat,  vor,  und  setzt 

(27)tf'-r-(28)/-r'+(29)r^-l-  (30)1' 
+  (3 1 )  V+  (32)  JP -i-  (33)  JQ  -  SJ'aJl  mm  A.  cos  X 
(34) Z'+ (35)  V'-H  (36)  JP+  (31)  JQ 

+  3^)-*rioX 

indem  von  diesen  Gleichungen  blos  das  mit  cos  X  und  bez.  sin  X  mul- 
tiplicirte  Glied  berechnet  werden  soll,  snbslitnirt  mit  Rücksichtnahme 
auf  die  in  den  Artl.  208  und  211  gegebenen,  numerischen  Werthc  der 
Coefßcieoten ,  und  setzt  wie  vorher 

JSmm  bt  COS  X 

und  ausserdem 

s/z  =  e9  cos  x 

so  bekommt  man  unmittelbar  die  beiden  ersten  Gleichungen  der  Ta- 
fel 8.  Die  Grössen  b\ ,  /"2 ,  etc.,  die  in  der  ersten  dieser  beiden  Glei- 
chungen enthalten  sind,  hatten  in  Function  von  *\,  fc'j,  etc.  ausgedrückt 
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und  eliminirl  werden  können,  da  im  Art.  186  die  Relationen  zwischen 
JT  und  J*P  einerseits,  und  n.Jz,  otc.  andernseils  entwickelt  worden 
sind ;  da  aber  diese  Elimination  auf  WeitlöuGgkeiten  geführt  hatte ,  und 
die  Gleichung  auch  ohne  dieselbe  eine  bequeme  Anwendung  darbietet, 
so  habe  ich  die  Ausführung  dieser  Elimination  unterlassen. 

Durch  Hülfe  der  Gleichungen  der  Tafel  2  fUr  b\ ,  f  t,  etc.  sind 
diese  Grössen  anderweitig  eliminirt  worden,  und  das  Resultat  dieser 
Elimination  giebt  die  dritte  Gleichung  der  Tafel  8,  in  welcher  die  in 
Klammern  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  der  in  Theilen  des 
Kreisradius  ausgedruckten  Coefficienten  sind. 

Eliminirt  man  ferner  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  derselben 
Tafel  die  k,  /,  m  durch  die  Gleichungen  der  Tafel  6,  und  subslituirt  den 
dadurch  erhaltenen  Ausdruck  für  6«  in  die  zweite  Gleichung  des  Art. 
226 ,  so  ergeben  sich  die  beiden  folgenden  Endgleichungen, 

O  =  *0O— (4,721 4)  o«  + (4,948)  xo,  +(4,589)a3  +  A' 

0  =  ttöo        — xo,  —  (7,97 1 33)«i— (8,01 970)  o2      —  (7,3925)  at  +  R 

deren  völlig  bekannten  Glieder  Ä  und  ff  in  der  Tafel  9  aufgestellt,  und 
wieder  die  Logarithmen  der  in  Theilen  des  Kreisradius  ausgedrückten, 
numerischen  Coefficienten  angesetzt  sind. 
Ans  dem  Art.  52  führe  ich  an,  dass 

log  «  =  8,8775917 

ist.  Die  beiden  obigen  Gleichungen  vertreten  die  Stelle  der  ersten  und 
zweiten  Gleichung  des  Art.  226,  und  wenn  man  jene  anwendet,  so 
sind  die  andern  strenge  genommen  überflüssig,  geben  jedoch  eine 
Controlle  der  Rechnung. 

§  18.   Berechnung  der  Mondstörungen,  die  den  Abtheilungen  3,  4, 

ft,  12,  13,  16,  17  angehören. 

229. 

Die  in  der  Ueberschiift  genannten  Störungen  hängen  theils  von 
sich  selbst,  theils  von  denen  der  Abiheilungen  1,  2,  II,  15  ab.  Die 
Quadrate  und  Producle  dieser  Störungen  unter  einander  geben,  mit 
Ausnahme  der  Abtheilnng  5  andere  Argumente,  und  erst  bei  den  Guben 
entstehen  dieselben  Argumente  wieder.  Die  Coefficienten  derselben 
sind  so  klein ,  dass  nicht  ein  Mal  die  Quadrate ,  viel  weniger  die  Guben 
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,3         —78,1  3* 
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t  _578?31/a 
-♦-600,9 
-1-5221,6 

—  1763,6 

—  3494,3 
-24,3 

—326,6 
—2716,1 
-1-269,3 
-80,8 
—  5,3 
+  43,3 
-25,7 
-8,3 

-1-11  5,7  f, 

■4-5*03,3 

—  1757,3 
—3466,9 
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-1-336,0 
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-5,1 


Digitized  by  Google 


i. 

i 
s 

- 

■ 

- 

■, 

'4 
>> 
\ 

<> 


Digitized  by  Google 


(8,1898)« 
8,72146) 

7,0835) 
«,1565) 
7,076«) 
(9,737  23) 
(6,9557) 
(5,941) 
'7,6208) 
(6,  17  73) 
(6,0461) 
(5,408) 

(8,1986)1 

(8,71865; 

(6,9228) 

(5,970) 

(7,1045) 

(9,73725) 

(6,9403) 

(5,355) 

(7,6136) 

(6,14  52) 

(5,483) 

(5.52  4) 


(7,9329)r 

(8,931  7lV8,337<)l) 

(7,8968)  H.3I8I90) 
7,4360)  6,9425) 

(9,69854 '«,656«) 
/8, 57009'  S.O0352) 
(6,8022)   8,  166259) 
(6,7791)  7,0019) 
(7,0080)   <>,  459) 
(7,6911)  7,2049) 

6,688)  7,95067) 
(7,1505)  (i,«822) 

(8, 0293)  r  7, 1275)ot 
(8,72431)«,  OOTM) 
(6,96  01)    7  ,  3168) 
(5,729)  ->,9I6) 
(7,1088)    l>,  72  )4) 
,9,73712)  S,  16383) 
(6,9477)  7,97189) 
4,627)  15,649) 
(7,6127)  C.,848ü) 
5,957)  7.M07) 
(5,536)  7,95340) 
(5,271)  <>,511j 


+  (7,223)0-0, 
-(7,203) 
+-(6,1 01) 
+  (5,163) 
+  (6,758) 
—  (6.936) 
+  (5,385) 
+  (1,686) 
+  ,'5, 288) 
-(5,288) 


+  (6,172)0, 

—  (8,24778) 

—  (7,6331) 
-16,157) 
+  (6,6746) 
+  (7,8821) 
+  (7,6014) 
+  (6,309) 
+  (6,345) 
+  (5,101) 
+  (4,531) 
+  (4,385) 


—  (0,00394)0, 
+  (9,30748) 

—  (8,0762) 
-(7,9007) 

—  (9,69643) 
+  (8,94070) 
-(7,5871) 

—  (7,5909) 

—  (7,4230) 
+  (8,1630) 
+  (6,669) 
+  (7,183) 

+  (0,00391  )o, 
+  (9,30824; 
+  («,1872) 
+  (7,9041) 

—  (9,69635) 

—  (8,94103) 

—  (7,8388) 

—  (7,5999) 
-(7,4131) 

—  (8,1649) 
-(6,727) 
+  (7,162) 
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Merkliches  geben  können,  und  es  Ittsst  sich  daher  bei  der  Berechnung 
derselben  die  Methode  des  §  1 5  anwenden. 

Zu  dem  Ende  werden  im  Folgenden  die  den  Abteilungen  . .  2, 
II,  15  angehörigen  Störungen  mit 

ndz,  v,  dj,  etc. 

und  die  den  Abtheilungen  3,  4,  elc.  angehörigen  mit 

nJz.  Jvt  J*±,  elc. 

bezeichnet  werden.  Auf  die  Störungen  von  P,  Q,  K  erstreckt  sich  die 
letztere  Bezeichnung  nicht,  da  diese  schon  vollständig  in  der  ersten 
Abhandlung  berechnet  worden  sind.  Diese  Störungen  werden  also  hier 
ohne  Ausnahme  mit 

dl\  dQt  6K 

bezeichnet.  Die  Störungen  dK  erscheinen  nicht  unmittelbar,  sondern 
werden  eben  so  wie  in  der  ersten  Abhandlung  durch  dP  eliminirt. 

230. 

Es  ist  nun  zuerst  die  im  Art.  182  mit  ST  bezeichnete  Function 
zu  berechnen.  Setzt  man  zu  diesem  Zwecke 

./T  =»  3T.+        ndz  +  1         (ndz?  +  U<)P+  MQ 

.  /'Cm  =  G«  +  (£)  ndz  +  i         (»«fe?  +  mV  -h  NAQ 

fZ=  X»  -I-  (^)  «fe  -l-  i  -I-  //dl'  -h  AW 

so  wird,  ähnlich  wie  früher,  nach  (IG)  und  (17)  des  Art.  43 

und 

.  /  f  +  /     -h        j  { 1  -I-     (--)'  —  1  j  ■+-  J  2  (iP  +  »>) 

Da  in  diesen  Ausdrücken  nur  die  Glieder  aufzunehmen  sind,  die  den 
Abtheilungen  3,  4,  etc.  angehören,  so  sind  von  T«,  G0,  nur  die 
Glieder  aufzunehmen,  die  den  Abtheilungen  3  und  4  angehören.  Die 
Abtheilung  3  hat  zu  kleine  CoefGcienten ,  als  dass  sie  Merkliches  geben 
könnte.  Die  Producte  IUP  und  NdQ,  die  hier  vorkommen,  sind  die 
Fortsetzung  der  in  der  ersten  Abhandlung  vorkommenden,  eben  so  be- 
nannten Producte,  und  zwar  haben  für  T  die  Factoren  H  und  N  die 
Werthe  die  im  Art.  71,  für  G  die  Werlhe  die  im  Art.  73,  und  für  2*  die 
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Werthe  die  im  Art.  74  angegeben  sind.  Am  angeführten  Orte  wurden 
von  diesen  Produclen  nur  die  Glieder  angesetzt  und  gebraucht,  die  den 
Abiheilungen  1,  2,  H,  15  angeboren,  hier  werden  nur  die  Glieder 
gebraucht,  die  den  Abtheilungen  3,  4,  5,  etc.  angehören,  und  nur  diese 
sind  daher  hier  anzusetzen. 


231. 

Nach  diesen  Erklärungen  lasse  ich  die  Producle  folgen.  *) 


9>9 

sin 

•in  sio 

H&P 

•in 

NdQ 

Im 

3. 

0,2,2 

-4-07013 
—0,004 
—0  048 

—0^003 
4-0,001 
4-0,004 

4-o;ooi 

—0  004 

0 

—0,00148 
—  0  00047 

.  n  n  n  n  A  *] 

4-U,UUOlM 
—  0,00047 
4-0,00025 

—0:00001 
—0,00003 
4-0,00003 

—0,00015 
—0,00027 

1  v ,  v  v  yi  i  1 

4-070004  4 

—0,00057 
4-0  000">5 

0,4,4 

-0,044 
4-0,029 
4-0,04900 

—  0,008 
4-0,007 
4-0,00988 

4-0,00022 

-0,007 
4-0,004 
4-0,00619 

4-0,002 
—0,001 
—0.00241 

0,2,4 

i  >: 

4-0,532 

=i$ 

-0,068 
4-0,036 
4-0,036 

4-0,070 
-0,021 
-0,072 

—0,014 
4-0,003 
4-0,016 

0,3,4 

4-0,044 
-0,049 
—0,020 

—  0,016 
4-0,009 
4-0,006 

4-0,006 
—  0,003 
—0,003 

—0,001 
4-0,001 
4-0.001 

0,-4,0 

4-0,001 
0,000 

0,000 
—0,00004 

0,000 

-  ■  •  

4-0,00031 

—0,002 

4-0,00477 

4-0,001 

0,0,0 

0 

—0,05874 
—0,01872 

—0,00605 
—0,00095 
4-0,00340 

4-0,00001 
—  0,00019 
4-0,00002 

-0,00195 
—0,00146 
4-0,00266 

4-0,00199 
-0,01773 
4-0,01690 

o,M 

-4,748 
4-1,162 
4-1,94554 

—0,003 
4-0,077 
4-0,07880 

—0,005 
4-0,004 
4-0,00125 

—0,028 
4-0,017 
4-0,03913 

4-0,035 
—0,010 
—0,05924 

—07270 

t!i:JSi 

-24,209 

—  0,006 
4-0,044 
4-0.037 

-0,012 
4-0,009 
4-0,003 

4-0,546 
-0,164 
-0,562 

-0,474 
4-0,440 
4-0,548 

'j   •    .  i 

1 

r  1 

*)  Um  Platz  zu  gewinnen,  habe  ich  iu  den  Ueberschrifteu  gesetzt 
und  werde  im  Folgenden  analoge  Bezeichnungen  anwenden. 
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3. 

0,3,0 

+  17730 
—0,768 
-0,776 

— 07003 
+0,003 
+0,001 

-0','007 
+0,006 
+0.001 

+0:024 
-0,013 
0,000 

—0f025 
+  0.010 
+  0,004 

~M,0 

+0,127 
—0,066 
—0,037 

+0.002 
—0,002 
—  0,001 

—  0.003 
+0.002 
+  0.001 

0.0,-1 

0 

—  0  00148 

—  0,00047 

-0,0001? 
+0,00024 
+  0.00007 

+0.00001 

+0.00001 

—0.00002 

—0,00009!  +0,00008 
+  0,00025!  —0,00045 
+  0,00018  +0.00025 

0,1. -T 

—0,044    1  -»-0.005 
+0,029  +0,002 
+0,04900]  -0,00102 

;  +0,1)03    1  +0,002 
—  0,001     I  —0,001 
_0,00006:  —0,00385  —0,00244 

0.2,-1 

0,3, -1 

+0,532 
-0,176 
-0,534 

+0,068 

—  0,030 

—  0,031 

—0,032 
+0,012 
+0.03? 

—0,021 
+  0,003 
+0,023 

+0,044 
—0,019 
—  0,020 

+0,019 

—  0,01 1 

—  0,008 

—  0.0Ö3 
+0,001 
+0.001 

—  0.002 
+0,001 
+0,001 

0,2,-2 

~+U~ÖT3"- 

—0,001 
^0,013 

+0,003 
—0,001 
—0,001 

-0,002 
+0,001 

+0.001 

. . . . 
4. 

0,»,4 

0 

+0,01  70 
-0,0170 

—0,0004 
—0,0006 
—0,0006 

...  -         ■   1 

! 

1  —0,0001 
+0,0013 
|  -0,0012 

—  0,0002 

—  0,0009 
+0,0012 

0,-2,3 

+0,001 
u 

0,000 

+  0,00?  +0,002 
!  —0,002  —0,002 
—0,001  —0.001 

0,-1,3 

~o,ö;3 

+0,034 

—0,0343 

—0,011 

"+0,001 
—0,0027 
—  0,002 

-0,0001 

0,000 
+  0,0007 
—0.001 

—  0.005 
+0,0032 
+  0,002 

0 

+0,4155 
—0.4155 

—0,0197 
—0,0024 

—  0,0000 

+  0,0009 

—  0,0008 

—  0,0001 

—  0,0021 
+0,0167 
-0,0144 

—0,0005 
—0,0237 
+0.0256 

0,1,3 

—0.034 
+0,01  1 
+0,0343 

—0,034 
+0,016 
+  0,0155 

+0.002 
-0,001 
-0,0004 

—0,003 
+0,001 
+0,0012 

+0,002 
—0,001 
—0,001 

+0,004 
—0.001 
—  0.0038 

0,-3,2 

+6,001 
0,000 
0,000 



+0,002 
—0,001 
—0,001 

0,-2,2 

+0,0lü 
0 

—  0,008 

1 

+0,0?8 
—0,028 
—  0,009 

+0,026 
—0,027 
—  0,009 

+0,583 

-0,5*28 

—0,194 

+0,003 

-0,0084 

+0,003 

-0,0004 

—  0,023 

+0,0234 

+0,006 

—  0,052 
+  0,0456 
+0,022 

070,2 

0 

+7,0G88 
—  7,0088 

—  0,2017 
+0,0847 
+0. 1115 

— Ö,00Ö2~ 
—  0,0009 
+0,00(0 

—  0,0147 
—0,0212 
+  0,0379 

—0,0040 
—  0,3669 
+0,3721 
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4. 

0,4,2 

i  . 

-0T583 
-1-0,494 
-1-0,5828 

-0';484 
+0,242 
+0,2380 

+o;ooo5 

+0','002 
0,000 
—0,0057 

+0t049 
—0,040 
—0,0109 

0,2,2 

—0,016 
-1-0,008 
0 

—0,056 
+0,033 
+0,017 

+0,006 
—0,002 
—0,006 

+0,009 
—0.004 
—0,008 

0,-1,1 

—0,005  ! 

-»-0,00490!  +0, 00409 
+0,002    |  -1-0,001 

+0,00004 

—0,004 

+0,00469 

+0,004 

0,000 
+0,00030 
0,000 

0,0,1 

0          |  —0,00309 
—0,05940,  -1-0,01246 
+0,05940  +0,01300 

-0,00086 
+0,00053 
+0,00026 

+0,00026 
—0,04868 
+0,04827 

-0,00014 

—0,00271 
+0,00474 

0,4,4 

+0,005    •  -0,010 
—0,002    ]  +0,007 
—  0,00490|  +0.00645 

-0,002 
+0,004 
+0,00046 

+0,003 
—0,00t 
—0,00215 

+0,001 
—0,001 
—0,00093 

0,0,0 

0 

o 
o 

—0,00009 
+0,00008 
+0.00008 

—0,00002 
+0,00003 
0,00000 

+0,00006 
-0,00013 
0,00000 

~+Työoöbi 

-0,00005 
+0,00001 

5. 

_ 

0,0,2 

0 

—  0,0001 
0,0000 

t 

+0,0044 
—0,0089 
+0,0094 

■+  *  —  ,t  .11 

—0,0014 
+0,0088 
—  0,0092 

0,4,2 

—0,002 
+0,001 

+0,041 
—0,025 
—0,0522 

—0,040 
+0,026 
+0,0528 

0,2,2 

1  +0,024 
-0.007 
—0,024 

—0,549 
+0,166 
+0,564 

+0,550 
—0,466 
—0,566 

0,3,2 

+0,002 
—0,001 
—0,004 

—0,037 
+0,017 
+0,012 

+0,037 
—0,047 
-0,042 

42. 
0,2,-4 

• 

•t 

V" 

-0,001 
+0,004 
0,000 

..,  n  a 
■  1  Ui 
■4 :  ii  .H 

+     "  ii  { 

0,3,-4 

\  t    •  .. 

Ii  • 

+0,009 
-0,005 
—0,005 

—0,002 
+0,004 
0,000 

•   r{KD  ii 



0,4,-2 

1  'l 

0,000 
—0,001 
+0,0003 

—0,002 
+0,002 
+0,0022 

+0,002 
—0,002 
-0,0024 

0,2,-2 

V  '  | .  ii 

-          :  -  Ii  i: 

—0,023 
+0,027 
+0,002 

+0,027 
—0,014 
-0,028 

-0,025 
+0,609 
+0.026 

0,3,-2 

+0,448 
—0,244 
-0,230 

-0,026 
+0,009 
+0,033 

+0,025 
-0,010 

-0,033 

_  

f     ''I'"  • 
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12. 

0,4,-2 

•4-0,276 
-0,142 
—0,127 

.  AttAAA 

+0,090 
-0,030 
—0,096 

AWAAQ 
 0,09d 

+0,031 
+0,089 

0,5,-2 

a     A     A  *>  f  k 

+0,0o9 
—  0,023 
—0,012 

•     A  All 

+  0,01 1 
—0,005 
—0,008 

— 0,01 1 

+0,005 
+0,008 

0,3,-3 

-»-0,031 
-0,015 
ft  ai ß 

— U,U1 Ü 

+0';oo2 

-0,001 

—0,002 
0,000 

+0,002 
0,000 

0  AAO 

0,4,-3 

-1-0,025 
—0,013 

A  fl  J  9 

+0,001 

—0,001 

a  aaa 

+0,008 

—0,002 
a  aar 

— 0,008 
+0,002 

13. 

A    A  Q 

0,4,-3 

A  AAA 
0,000 

0,000 
-0,0011 

• 

-0,0001 

A  AAl 

— 0,001 
+0,001 
+  0,0013 

A  AAl 

+0,001 
+0,0014 

0,2,-3 

m    A    Ii  1  O 

+0,01 9 
-0,007 
—  0,017 

+0,01 7 
—  0,006 
-0,017 

0,0,-4 

A  AA97 

— 0,00x7 
—0,0023 
-1-0,0017 

A   A  A  *"  O 

—  0,00;)8 
+0,0014 
+0,0041 

+0,0004 
+0,0027 
—  0,0008 

,   /.   A  A  A  U 

+0,0008 
+0,0028 
—0,0011 

0,1,-4 

•    A    Alt  i 

+  0,001 
+0,075 
+0.0768 

A  AA!' 

— 0,00o 
+  0,001 
+0,0053 

-0,024 
—0.0617 

t   A   A  l  A 

+u,oia 
—0,030 
—  0,0652 

A    CB  1 

0,2,-4 
0,3,-4 

■ 

a  a  n  £ 

—  0,00o 
+0,040 
+  0,036 

A   A  A  J 

—0,001 
+0,001 

— 0,.>.»o 
+  0,161 
+0,557 

rt   K  t  Cfc 

—  U,D4;F 

+0,164 
+0.566 

A    A  A  ■> 

— 0,00.) 
+0,003 
+0,001 

A  M  t  O 

— 0,04ö 

+0,022 
+0,024 

+  0,022 
+0.025 

0,4, -i 

A  AA*) 

— 0,003 
+0,002 
+0,001 

fl  ilA*) 

+0.002 
+0.001 

0,1,-5 

A   A  Aj\ 

0,000 
+0,008 
+0,0077 

+0,0003 

■    A    A  A  •* 

+0,00o 
—0,003 
—0,0059 

•  A  AA  n 

+  0,00o 
—0,003 
—  0,0061 

0,2,-5 

* 

0,000 
+0.005 
+0,00) 

—  0,056 
+0,016 
+0,0.)  i 

—0,056 
+  0,016 

■   A  A  K  Tf 
+  0,057 

0,3,-5 

—0,005 
+0,002 
+0,002 

— 0,00.ri 
+  0,002 
+0,002 

0,4,-4 

+0,003 
—0,002 
-0,002 

+0,005 
—  0,004 
-0,001 

i  ! 
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1  D. 

0,5,-i 

-*-o;'ooi 

-0,002 
—0,002 

+0?006 
—0,005 
—0,001 

n. 

0,3,-6 

-0?012 
-♦-0,005 
+0,007 

-0?013 
+0,006 
+0,007 

0,4,-6 

—0,00« 
+0,004 
+0,004 

—0,008 
+0,004 
+  0,004 

Die  Summe  der  Grössen  dieser  Tafel  giebt  J'T.  Ferner  ergab  sich 


1 

sin 

G, 

sin 

"2 
sin 

HUP 

sin 

sio 

3. 

o,U 

+0^029 
0 

+0,029 

— 0';oo2 

+0,004 
+0,008 

+0','004 
+0,004 

—0^001 
—  0,001 

0,2,1 

+0,001 
0 

-0,356 

+0,002 
+0,025 

+  0,001 
-0,049 

—  0,003 
+0,013 

0,3,1 

0 
0 

—0.010 

+0,004 

0,0,0 

— 0,0UÜ 
-0,005 
-0,005 

—  0,006 
—0,001 
+0,003 

—  0,001 
—0,003 
+0,002 

+0,004 
—0,018 
+0,017 

0,1,0 

+1,167 
0 

+  1,167 

—0,003 
+0,0T7 
+0,079 

+07001 

+0,030 
—  0,006 
+0.024 

-0,027 
+0,014 
—0.044 

0,2,0 

+0,032 
0 

-14,154 

—0,006 
+0,041 
+0,037 

+0,002 

+0,015 
—0,380 

—0,001 
—0,0  15 
+0,359 

0,3,0 

+0,001 
0 

-0,388 

—  0,003 
+0,003 
+0,001 

+0,001 

-0,001 
+0,004 

+0,003 
—0,001 
-0,001 

0,4,0 

0 
0 

-0,01ü 

0,1,-1 

+0,029 
0 

+0,029 

"+ö,o"ö~i~ 

0 

-0,356 

+0,002 
+0,002 
—0,001 

-0,001 
-0,001 

-0,001 
-0,001 

0,2,-1 

+0,003 
-0.020 

+0,001 
+0,021 

—  0,003 
+0,017 
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3. 

0 
0 

-oroio 

—0:005 

'  II 
1 

1  -  5  H 

4. 

0,0,4 

+0,017 
—0,017 

—0,004 
—0,001 

i 

■' 

0,-4,3 

4 

+0,034 
-0,034 
-0,014 

+0,001 
—0,002 
—0,003 

+01001 
—  0,001 
—0,001 

— 07001 

+0,002 

0,0,3 

0 

+0,415 
-0,415 

-o,on 

-0,004 

+0,015 
-0.017 

—0,025 
+  0,026 

0,4,3 

—0,034 
+0,011 
+0,034 

+0,001 
—0,002 
+0,010 

-0,002 
+0,001 

+0.ÖÖ1 
-0  002 

+0,016 
0 

—0,008 

-0,019 

-0,019 

0,-1,8:  +0,583 
j  —0,583 
[  -0,494 

—0,006 
+0,002 

+0,019 
—  0,007 

-0,029 
+0,040 
+0,009 

0,0,8 

0 

+7,069 
—7,069 

—0,013 
+0,004 

+0,075 

-0?001 
+  0.001 

-0,028 
+  0,034 

-0,369 
+  0,372 

0,4,2 

—0,583 
+0,194 
+0,583 

-0,001 
+0,4  57 

+  0,002 
—  0,003 
—0.003 

+0,030 

—  0,001 

—  0,046 

0,8,8 

—0,046 
+0,008 
0 

| 

+  0,008  i 

—0,004 

—  0,004 

0,-4,4 

-0,005 
+0,005 
+0.002 

-0,001 
+0,001 
+0,002 

-0,001 
+0,002 
+0,001 

+0,001 
-0,001 

0,0,1 

0 

-0,059 
+0,059 

+  0,011 
+0.012 

—  0,019 
+  0,019 

-0,004 
+0,003 

0,4,4 

+0,005 
—0,002 
—0,005 

—0,001 
+0,003 
+0,005 

+  0,002 
-0,002 

-_ö,oor 

+o,oni 

3. 

0,2,2 

0 
0 

-0,014 

i 
1 

—  »,01  i  -1-0,014 
+0,379  —0,380 

4  2. 

0,2,-2 

+0,013 
+0,001 
+  0,002 

-0,002 
-0,017 

+0,002 
+  0,017 
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1«. 

M»— « 

.      AHA  A1^ 

+0,007 
+  0,001 
—0,152 

+0*004 
i  +0,029 

—  07005 

— 0,021 

n  (  9 
"r»i  — * 

A,    A  A  A 

0,000 
0,000 
-0,082 

-0,060 

1 

+0,060 

0,5,— X 

0,000 
0,000 
-0,004 

 _ — 

—0,003 

+0,002 

0,3,-3 

0,000 
0,000 

A   A  I  A 

—  0,010 

+0,002 

0,4,-3 

0,000 
0,000 
—0,007 

-0,004 

■ 

+0,005 

13. 

o,r,—  j 

0.000 
0,000 
—0,011 

—  0,011 

0,0,-1 

—0,006 
—0,002 
+  0,003 

1  +0,002 
+  07001  +0,002 
t  —0,002 

+0,003 
+0,002 
—0,002 

1)  1  ( 
U,  1, —  4 

—  0,003 
+0,076 
+0,079 

+  0,001 

—  0,03! 
+  0,008 

—  0,040 

—0,031 
+0,003 
—0  044 

0,«,— * 

—  0,006 
+  0,041 
+0,037 

- 

-0.015 
+0,377 

-0,017 
+0,381 

0,3,  —  * 

— 0,003 
+0,003 
+0.001 

+  0,001 
+  0,013 

+0,001 
+0,013 

0,000 
+  0,008 
+  0,008 

—0,003 
-0,003 

—0,003 
—0,003 

0,2,-5 

0,000 
+0,005 
+0,005 

—  0,002 
+  0,038 

—  0,002 
+  0,038 

Summen  der  Grössen  dieser  Tafel  geben 

./'6\  Ferner 

sin 

i, 

sin 

sin 

UdP 

sin 

Nt)Q 

sin 

3.~ 
2,2 

+  0'.'004 

— orooi 

I 

I 

0,1 
3,1 

+  0,00130 
—0,029  j 
+0,177 
+0,010  j 

+0.00028 
+0,002 
-0,022 
-0,004 

+O7OO0I3 
—0,004 
+0,023 
+0,001 

 !  

— 0';00005 

+0.001 

-0,004 
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3. 
0.0 

M 

2,0 
3,0 
4,0 

+0*05349 
—  1,167 
+7  (»45 
+0,387 
+0,021 

+  0"OÜ0l  6 

■     V  j  *'V  V  ■ 

-+-0  "oOOOl 

g     w  f       V      "  V 

—  0,002 
—0,004 
—0,003 

+0"0004  4 
—0,024 
+  0,183 
+0,00  4 

—  0"000'l."> 
+0,025 
—0,155 

—  0,006 

0,-1 

+0,00130 

—0,00047 

—0,00022 

+0,00005 

1.-1 

8,-1 
3,-1 

[  —0,029 
+  0,177 
+  0,010 

+0,022 
+0,008 

+  0,001 
—0,011 

+  0.001 
— 0,006 
-0,001 

2,-2 

+0,00  4 

+  (),(lll| 

4. 
0,4 

■  ■ 

—0,0004 

=— — 

0,3 
4,3 

—0,0062 
—0,01  1 

+0,0003 
+0,001 

—0,0007 

+  0,0019 

—2,2 

+0,004  . 

+0,010 
—  0,008 

+  11.  Olli 

-0,007 

02 

—  0,0009 

—0,159 

—0,012 

—  0,0001 

»1  \ 

-0,0045 
—  0,001 
+0,002 

—0,001' 
+0,006 

+6,004 

) 

—0,00081 
-0,004 

—  0,00027 

+0,00004 

—  0.00007 

0,(1 

-0. (»01102!» 

-«».(  o7 

+  0,000010 

+0,000010 

5. 

0,2 
1.2 
2,2 
3,2 

+0,007 

—0,001  | 
+0,028 
— 0.1S2 

—0,008 

i  ... 

+  0,001 
—  0.028 
+  0,183 
+  0.008 

I 

42. 

3,-1 

— -2  

+0,004 

1,  -2 

2,  -2 
»,-2 

 -  

—0,014 
+0,447 

+0,086 
+0,009 

—0,002 
+  0,010 
—  0,018 

+0,1127 

+  0,002 

+  0.002 
—0,010 
+0,011 
-0,031 
—0,002 

3,-3 
i.-:» 

—0,001 

+  0,0  1  1 

+  0,007 

+0,001 
-»-(».002 

—0,002 

13. 

2,-3 

1t  ff 

+0,  006 

 : 

+  0.000 

0,  -4 

1,  -4 

1,  -5 

2,  -0 

3,  -5 

+0,001  1 
+  0,001 

—0,0018 
—  0,002 

—0,0017 
+0,032 
—0,180 
—0,012 

-0,001 
+  0,032 
—  0,183 
-0,012 

Ei 

+0,003 
—0,018 
—0,001 

+  0,003 
—0,018 
-0,0»<1 

y  Google 


190 


P.  A.  Hansen, 


[190 


16. 
5,-4 

f  ■ 

H-0V004 

+otoo« 

+0?002 
+0,002 

•    !  i 

, >. 
M 

17. 

3,  -6 

4,  -6 

-r 

'.- ',  U 

-0;004 
-0.002 

'  i-.t. 

-0^004 
-0,002 

Dio  Summen  der  Grössen  dieser  Tafel  geben  J"2£. 

232. 

Bildet  man  nun  die  Summen  der  Glieder  der  vorstehenden  Tafeln, 
und  berechnet  daraus  J"U ,  so  erhalt  man  die  folgende  Zusammen- 
stellung. 


y.  9*9 

,/T 
sin 

JG 
•in 

J'S 
sin 

J'Ü 

•in 

3. 

0,2,2 

+o;oh 

—0,003 
—  0,013 

+0T003 

- 

 . 

0,0,1 

—0,00002 
-0,00282 
+0,00057 

+0,00166 

—0,057 
+0,039 
+0,06288 

+o;'03o 

+0,004 
+0,040 

-0,030 

— 0','057 
+0,035 
+0,023 

0,2,1 

+0,520 
-0,158 
-0,554 

+0,001 
-0,367 

+0,174 

+0,345 
—0,158 
—0,187 

0,3,1 

+0,033 
-0,012 
—0,016 

-0,006 

+0,007 

* 

+0,026 
—0,012 
-0,040 

0,-1,0 

—0,001 

+0,00280 

+0,001 

.           •  1 

0,0,0 

-0,00600 
-0,07907 
+0,00426 

—0,099 
—0,027 
+0,017 

+0,05318 

+  0,040 
-0,052 
-0,013 

0,1,0 

L-       t  -  _ 

—1,749 
+1,250 
+2,00548 

+  1,167 
+0,085 
+  1,227 

-1,108 

■ -r«    •  * 

-1,748 
+1,165 
+0,778 

0,2,0 

*  \ 



+21,156 
—6,974 
-21,213 

+0,025 
+0,011 
-14,136 

+7,0.69 

+  14,064 
—6,986 
—7,078 
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3. 

0,3.0 

+  1:728 
—  0,762 
-0,770 

+  HV002 
—0,383 

+0','382 

+  r;:uo 

—0,764 
—0,387 

0,4,0 

+0,126 
— 0,000 
—0,037 

-0.016 

+0,021 

+0,105 
—  0  066 
-0,021 

0,0,-1 

—  0,00042 
—0,00143 
+0,00001 

+0,00096 

o,<,-i 

—0,034 
+0,029 
+0,04163 

+0,029 
+  0.002 
4-0,020 

— 0,0*7 

—0,036 
+  0,027 
+0,016 

0,*,-l 

+0,547 
—  0,191 
—0,510 

+0,001 
+  0,001 

—0,338 

+0.182 

+0,364 
—0,192 
—0,172 

0,3,-1 

+0,058 
-0,028 
—0,026 

—  0,015 

+0,011 

+0,047 
—0,028 
—  0,011 

0,2,-2 

+0,014 
—0,004 
—0,013 

+0,005 

+0,009 
—  0,001 
—0,013 

4. 

0,0,4 

—0,00007 

+0,0168 

—0,0176 

+0,016 
-0,018 

-0,0004 

0.-2,3 

+0,005 
—0,004 
—0,002 

■ 

0,-1,3 

+0,030 

-0,0332 

-0,012 

+0,035 
-0,035 
-0,015 

-0,005 
+  0,002 
+0,003 

0,0,3 

—0,0214 
+  0,4053 
—0,4050 

+  0,394 
-O.ilO 

—0,0047 

—0,016 
+0,011 
+0,005 

0,1,3 

—0,065 
+0,026 
+0,0468 

—0,034 
+  0,009 
+  0,013 

—0,040 

—0,021 
+  0,017 
+  0,004 

0,-3,2 

+0,005 
—0,002 
—0,002 

0,-2,2 

+0,070 
—0,055 
— 0,0M 

+0,016 
—0,038 
—0,008 

+0,020 

+0,034 
—0,017 
—0,018 

0,-1,2 

+0,514 
-0,5226 
-l)  163 

+0,548 
-0,524 
-0,190 

-0,011 

—0,025 
+  0,001 
+0,027 

0,0,2 

-0,220«, 
+  6,7645 
-6,5463 

—0,013 
+  6.672 

—6,587 

-0,0674 

—0,141 
+  0,093 
+0,041 
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i. 

0,1,2 

< 

— iro46 

+0,426 
+0,7657 

— 0*352 
+0,190 
+0,691 

—07454 

— o;340 

+0,236 
+0,075 

0,2,2 

-0,057 
+  0,035 
+0,003 

-0,016 
+0,008 

-0,008  p 

i  » 

i 

—0,006 

+0,00799 

+0,004 

-0,006 
+0,007 
+0.005 

1  4  i  ' 1 1 1  ,   1  -' 

■ 

F-^00383 
—  0,06780 
+0,09267 

j  -0,074 
\  +0,093 

-0,00114 

+0,003 

0,1,1 

j  —0,003 
+0,004 
-0,00107 

j  +0,005 
+0,004 
—0,001 

-0,004 

-0,00« 

+0,003 
0,000 

0,0,0 

-0,00004 
—  0,00007 
+0,00009 

-0,000010 

5. 

0,0,2 

0 

—0,0002 
+0,0002 

*    I  It. IM« 

-0,001 
+0,002 
+0,0026 



',  ■  >■•<..>  •  1  -  . 

0,2,2 

+0,022 

—0,007 
-0,023 

—0,015 

+0,008 

,».•/'•« 

0,3,2 

+0,002 
—0,001 
—0,004 

■ _ 

12. 

0,2,-4 

i •  •  •. 

*- 

—0,004 
+0,004 

0,000 

i 1      •  •»• 

i  i 

i  1  *•"».««— 
;<•«-•.  . '»  + 

,-  — 

.  : 

-  - — -  ■  . 

0,3,-4 

+0,007 
—0,004 
—0,005 

..  . 

+0,004 

0,1,-2 

0,000 
— 0,004 
+0,0003 

10  * 

0,2,-2 

—0,024 
+0,025 

0,000 

+0,043 
+0,001 
+0,002 

—0,044 

1  1  il,li  + 

-0,020 
+0,024 
—0,002 

0,8,-2 

iii  <■  .. 

+0,447 
-0,215 
-0,230 

+0,006 
+0,001 
-0,451 

+0,440 

,  .,  , 

+0,301 
-0,221 
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42. 
0,4,-2 

+0?273 
-0,44« 

—  U  ,  l  o  * 

+0?082 

—  

+0V1 91 
-0,144 

0,5,-2 

4-0,039 
—0,023 
—0,042 

—0,005 

+  0,009 

0,3,-3 

-1-0,033 
—0,046 

a  Air 
— 0,01 0 

A    A  A  □ 

+  0,044 

+0,022 

—  0,016 

A  AAO 

—  0,0()N 

0,4,-3 

+0,026 
—  0,044 

+0,007 

™" 

— 0,01z 

n  nnc 
—  (I.IMM) 

43. 
0,4,-3 

—0,002 
-1-0,002 
•4-0,0015 

- 

0,2,-3 

-4-0,036 
—0,013 
—0,034 

-0,022 

+0,01  i 

+0,024 
—0,043 
-0,012 

0,0,-4 

—0,0073 
•4-0,0046 
-1-0,0042 

— 0,001 
+0,003 
—0.004 

—0,0042 

0,4,-4 

-4-0,095 
-f-0,022 
—  0,0448 

— 0,065 
+0,088 
—0,005 

+0,063 

+0,097 
—0,066 
—0,040 

0,2,-4 

—  4,093 
-HO, 365 
+  1,460 

—  0,006 
+0,009 
+0,795 

A   n  An 

—0,363 

—0,724 
+0,356 
+0,365 

0,3,-4 

—0,404 
+0,047 
+0,050 

— 0,004 
+  0,003 
+0,027 

—0,024 

— 0,076 
+0,044 
+0,023 

0,4,-4 

—0,006 
+  0,004 
+0,002 

0,4,-5 

+0,040 
+0,002 
—0,0040 

A  AAÜ 

— 0,006 
+0,008 
+0,002 

+0,006 

0,2,-5 

-0,442 
+0,037 
+0,4  49 

+0,004 

>    A    AU  1 

+0,081 

—0,036 

-0,076 
-Ht.036 

A    A  O  O 

+0,0J8 

— 0  010 

+0,004 
+0,004 

—0  002 

in. 
0,4,-4 

+0,008 
—  0,006 
—0,003 

+0,003 

Ahhiodl.  d.  K.  S.  Cocll.ch.  d.  WUieaach.  XI. 
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16. 
0,5,-4 

+o;oio 

-0,007 
-0,003 

+0?003 

■*  lt  y 

1  ..'"1 

4  7. 
0,3, -6 

- 

-0,025 
-»-0,  OH 
+0,014 

-0,008 

?:?  's ,«  + 

• 

0.4,-6 

—0,016 
+0,008 
+0,008 

-0,001 

1 1 1  -f 

.  !  .1 

* 

"ff 


Berechnet  man  hierauf  die  Producle 

die  ich  der  Kürze  wegen  bez.  mit  A,  B,  C  bezeichnen  v 
man  J'T  wie  folgt. 


I  '  '1 


- 


r.  9.9 


sin 


sin 


0,2,2  !  +0-0 H 
i  —0,003 
j-0,013 

—0, •00002 
—0,00282 
-0,00057 


0,0,  r 


0,0,1 


-0,057" 
+  0.039 


B 

sin 


c 

sin 





— o;'00029| 
+0,00012 


+0700035 
—  0,00024 
—0,00006 


0. 


,0 


\ 


0,2,1 

+0,520 
-0,058 
—0,554 

0, 

i  ; 

+0,033 
—0,002 
—0,00  6 

o,- 

1,0 

—0,000 

+0,00280 

+0,000 

—0,00600 
-0,07907 
+0,00426 


—  0,00* 
+0,00341 1 

—0*001 
+  0,001 


— (r,003 

+0.002 
+  0,00147 


-0,001 


+0,00024 


—0,00196 
+0,00216 
+0,00178 


—  1,749  —  O-,O0O 
+  1,200  —0,032 
+2,00548,  +0,0231 6 


+0,001 


+0,003 
-0,001 
—0,001 




+0,00013 


— 0,001 H 
+0,00090 
+0,00047 


+0^00025 

t,o—  'J 



-0,002 


—0,000 

o,h+  n 


+0,001 

r.d-  : 
nt*.'+  , 
Tyrz  


+0,014 
—  0,008  I 
—0,00807 


—0,00004 
-*-<»,  im» 


- 


+0?0H 
—0,003 
— Q,0t3 

+0,00)029 
-0,00294 
+0,00041 


—0,062 
+  0,039 
+0,06776 


,06" 
,5«C 


+  0.MO 
-^0,159 
—0,553 


+0,037 
-♦,003 
-0,018 


—0,000 

+0,00317 

+  0,001 

—0,00011 

^.0,07601 

+0,00651 

26 

+4,210 
0?057 
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1  - 

l'ftrtlt.'M 

-1-217456 

—6,974 
—24,243 

+07003 
-0,025 
+0,4  4  3 

—07049 
+0,025 
+0,025 

-07090 

• 

+21;020 
—  6,974 
—21,075 

»,*,. 

+  4,788 

-0,762 
-0,770 

+0,002 
-0,002 
-0,003 

+0,008 
-0,005 
—0,006 

-0,001 

+4,737 
—0,769 
—0,779 

0,4,0 

•1-0,426 
—0,066 
—0,037 

+0,002 
-0,004 

:  i 

+0,428 

—0,067 
—0,037 

o(o,-« 

—0,00042 
—0,004  43 
-1-0,00004 

+  0,00002 
+0,00005 
+0,00044 

-0,00031 
+0,00021 
+0,0004  4 

-0,00018 

"+M04""" 

-0,00089 
—0,00117 
+0,00023 

0,4,-4 

—0,034 
-1-0,029 
-1-0,04463 

t 

—0,004 
-0,00054 

"+0,003  "~ 
-0,004 
—0,004  43 

—  0,030 
+0,027 
+  0,03966 

0,8, -r 

-1-0,547 
—0,494 
—0,540 

-0,002 
+0,003 

-1-0,004 

—  0,001 

+0,547 
—  0,193 
-0,507 
+0,053 
—0,026 
—0,022 

0,3,-1  j  -4-0.058 

j  —0,028 
i  —0,026 

+0,002 

—  0,003 
+0,002 
+  0,002 

-0,002 

0,2,-2 

+0,0(4 
—0,004 
-0,043 

+  0,014 
—0,004 
—0,013 

.,0,, 

—0,0007 
-1-0,0468 
-0,0476 

+0,0003 

—0,0008 
+0,0004 
-1-0.0005 

-0,0003 

—0,0018 
+0,0172 
—  0,0168 

+0,005" 

—0,004 

-0,002 

0,-8,3 

-1-0,005 
-0,004 
-0,002 

0,-4,3 

-1-0,030 

—0,0332 

—0,042 

—  0,0001 
+0,004 

—0,0006 
—  0,004 

+  0,001 

+0,034 
—  0,0339 
-0,042 

0,0,3 

«Ott;* 

—0,0214 
-1-0,4053 
—0,4050 

-0,0003 
—  0,0049 
-+-0,0065 

-0,0151 
+0,0073 
+  0,0078 

—0,0040 

-0,0408 
+0,4407 
—  0,3907 

0,1,3 

—0,065 
-1-0,026 
-1-0,0468 

+  0,001 
+  0,0039 

— 0,009~ 
+  0,004 
+  0.0044 

—0,005 

!  —0,079 
+0,034 
+0,0554 

0,-3,2 

-1-0, 005 
—0,002 
—0,002 

+  0,005 
—0,002 
—0,002 

!4W.l;- 

+0,070 
-0,055 
-0.026 

—  0,001 

+  0,070 
—  0,056 
-0,026 

0,-1,9 

+0,514 

—0,5226 

—0,163 

—0,008 

+0,0089 

—0,003 

+  0,007 

-0,0068 

-0,003 

+0,007~ 

+0,547 

—0,5205 

-0,469 

43* 
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4. 

0.0,2 

— 0J8206 
4-6,7648 
—6,5463 

— o?oe«2 

—  0,0408 
+0,0894 

— O7M6OO 
+  0.0772 
+0,0812 

— 0J0412 

— o;42so 

+6.8009 
—  6,3760 

0.1. s 

—  1,061 
+0.426 
+  0,7657 

1  +0,004 

■           7  w 

+  0.001 
+0,0066 

—0,133 
+  0,067 
+0,6639 

|  —0,672 

—4,817 
+0,494 
+0,8962 

0,8,2 

—  0,057 
+0,035 
4-0,003 

+0,004 

—0,009 
+0,006 
+0.002 

—0,006 

—0,072 
+0,044 
+0,009 

o.— 1,1 

—0,606 

+0,00799 

+0,004 

+0,00059 

-O.OOI 

-0,00015 

—0,006 
+ 0,06843 
+0,003 

o,o,T 

—0,00383 
—0,06780 
+0,09267 

—0,00084 
+0,00106 
—0,00089 

—0,00271 
+0,00144 
+0,00121 

—0,00061 

—0,00739 
—0,06530 
+0,09359 

0,1,4 

—0,003 
+0,004 
—  0.001 1 1 7 

—  0,001 

+  0,0021« 

—0,002 
+0,002 
+  0,00106 

—0,008 

—0,007 
+0,005 
+0,00215 

0,0,0 

—0,00064 
—0,00007 
+  0,00009 

+  0,00002 
—  0,00008 

—0,00005 
+0,00002 
+0  00012 

+0,00008 

—0,00007 
—  0,00003 
+0,00019 

:.. 

0,0,8 
• 

0 

-0,0002 
+0,0002 

0 

—  0,0002 
+0,0002 

0,1,5» 

-0,001 
+0.002 
+0,0026 

—  0,004 
+0.002 
+0,002« 

0,8,2 

+0,022 
—0,007 
—0,023 

+0,022 
—0,007 
—0,023 

M,8 

+0,002 

—  0,001 

—  o.ooi 

+0,002 
—0,001 
—0,001 

Ii. 
0,2,-1 

—0,001 
+0,001 

0,000 

+0,001 

0,000 
+0,001 
0,000 

0,3,-1 

+0,007 
—0,004 
—  (1,005 

+0,00z 

—  0.008 
+0,001 
+  0,002 

—  0,008 

+0,003 
—0,003 

A   AA  1 
 0.001 

0,4,-2 

0,000 
-0,001 
+0,0003 

—0,0003 

+0,0002 

0,000 
—0,001 
+0,0008 

"Mr-2 

—  0,021 
+0,025 
0,000 

—0,006 
-0,004 

+  0,018 
—  0,011 

-0,007 

+  0.010 

+0,001 
+0,014 
—0,041 

y  Google 
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42. 

+0J447 
—0,245 

—0,230 

— o;oo4 

+0,066 

— 0','098 
+0,045 
+0,051 

-0','064 

• 

+o;*8i 

-0,170 
—  0,1 13 

0,1,-2 

+0,273 
-0,444 
-0,434 

+0,054 

—0,476 
+0,088 
+0,087 

-0,056 

+0,041 

-0,053 
+0,007 

0,5,-2 

+0,039 
—0,023 
-0,042 

+  0,063 

—0,024 
+0,014 
+0,009 

—0,005 

+0,010 
—0,009 
0,000 

0,3,-3 

-1-0,033 
—0,046 
—0,046 

* 

+0,005 

r  -0,007 
+0,003 
+0,002 

-0,005 

+0,021 
—0,013  j 
—0,009 

0,4,-3 

-1-0,026 
-0,04  4 
-0,042 

+0,005 

—0,045 
+0,008 
+0,008 

—0,005  ~ 

+0,006  i 
—0,006  j 
+0,004" 

43. 
0,1,-3 

-0,002 
-1-0,002 
-1-0,00(5 

—0,0007 

—0,002 
+0,002 
+  0,0008 

0,2,-3 

-1-0,036 
-0,043 
-0,034 

+0,036 
-0,013 
-0,034 

0,0,-4 

—0,0073 
+0,0046 
+0,0042 

—  0,0028 
+0,0023 
+0,0048 

—0,0047 

+0,0002 
+0.0018 

-0,0043 

—0,0134 
+  0,0074 
+0,0078 

0,4,-4 

+0,095 
+0,022 
—0,0448 

-0,002 
—0,030 
+0,0343 

—0,004 
+0,004 
+0,0037 

-0,003 

+0,086 
—0,007 
—0,0068 

0,2,-4 

—  4,093 
+0,365 
1  +4  ,  4  64) 

+0,003 
-0,025 
+0vO24 

—0,002 
+0,004 
+0,004 

+  0,005 

-1,087 
+0,344 
+  4,482  1 

0,3,-4 

,  —0,4  04 
+0,047 
+0,050 

+0,002 
—0,002 
—0,004 

—0,099 
+0,045 
+0,049 

0,4,-4 

—0,006 
+0,004 
+0,002 

—  0,006 
+0,004 
+0,002 

0,4,-5 

■ 

+0,040 
+0,002 
'  — 6\09*0 

—0,003 
+0;0034 

+0,0005 

+0,040  i 
—  0,001 

— o.ooof 

— ft,4  42~ 

+0,033 
+0,123 

0,2,-5 

•  »*i*0«j  4  4  2 
+0,037 
'  +0,119 

—0,004 
+0,00*4 

♦,3,— 5' 

"—0,010 
+0,004 
+0,004 

• 

—0,04^ 
+0,004  , 
+0,004 
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16. 
0,4,-4 

4-0?008  ' 
—  0,006  | 
—0,003  | 

— 0?004 
4-0,002 
•4-0  001 

-0:001 

-4- 

4-07003 
—0,004 
—0  002 

0,5,-4 

4-0,010 

—0,007 
-0,003 

4-0,"00« 

—0,007 
4-0,004 
4-0,00t 

-0,002 

4-0,004 
-0,003 
-0,001 

17. 
0,3,-6 

i  . 

—  0,025 
4-0,011 
4-0,014 

-0,004 

4-0,005 
—0,002 
-0,003 

4-0,004 

—0,016 
4-0,009 
4-0,007 

0,4,-6 

—0,016 
4-0,008 
4-0,008 

-0,003 

4-0,010 
-0,004 
-0,001 

4-0,003 

-0,003 
4-0,004 
4-0,001 

Hiemit  ist  zugleich  auch  der  Ausdruck  von  //'^gegeben,  da 
ist. 


233. 

Von  den  eben  berechneten  Functionen  sind  sogleich  die  richtigen 
Wcrthe  erhallen  worden .  da  sie  von  den  schon  völlig  bekannten  Fun- 
ctionen ndz,  r,  etc.  abhängen.  Anders  verhall  es  sich  mit  den  nun  zu 
berechnenden  Functionen,  die,  da  sie  von  den  unbekannten  n^/z,  Jv, 
etc.  abhängen ,  nur  durch  successive  Näherungen  erhalten  werden  kön- 
nen. Bei  diesen  Annäherungen  bilden  die  eben  erhaltenen  Wcrthe  von 
J'T  und  J'2  die  Grundlage,  die  zuerst  mit  Weglassung  aller  der  Glie- 
der, die  von  den  mit  vorgesetztem  d  bezeichneten  Störungen  abhän- 
gen, in  die  Gleichungen  (67),  (68),  (69),  (70)  substituirt  werden  müssen. 

Die  Werlhe  von  nJz,  Jv,  J± ,  die  hieraus  hervorgehen ,  und  das  Re- 
sultat der  ersten  Annäherung  bilden,  werden  nun  nebst  denselben 
Worthen  von  J'T  und  J'Z  in  diese  Gleichungen  substituirt,  wodurch 

neue  Wei  the  von  nJz,  Jv,  sfi±  erlangt  werden ,  die  den  wahren  Wer- 

then  schon  näher  kommen,  und  in  der  folgenden  Annäherung  substi- 
tuirt werden  müssen.  Hiemit  muss  fortgefahren  werden,  bis  die  zuletzt 
subsliluiilen  Werthe  mit  so  geringen  Unterschieden  wieder  erhalten 
werden,  dass  eine  fernere  Substitution  keine  Aenderung  hervorbrin- 
gen kann. 
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Es  ist  hier  eben  so  wenig ,  wie  bei  den  in  der  ersten  Abhandlung 
berechneten  Störungsgliedern .  nothvvendig,  alle  diese  Näherungen  an- 
zuführen, indem  die  letzte  Annäherung,  dadurch  dass  ihr  Resultat  sich 
nur  wenig  von  den  derselben  zu  Grunde  gelegteu  Wcrlhen  entfernen 
darf,  die  Richtigkeit  der  erhaltenen  CoefGcienlen  beweist.  Ich  werde 
daher  hier,  wie  in  der  ersten  Abhandlung,  die  bezuglichen  Glieder  der 
in  den  Mondtafeln  angewandten  Störungen  substiluiren,  und  die  Einzel- 
heiten dieser  letzten  Annäherung  ausfuhrlich  angeben. 

Die  Werthc  von  n./z  und  Jw ,  die  hier  zu  Grunde  zu  legen  sind, 
findet  man  im  Art.  66  angeführt,  aber  statt  Jw  wird  Jv  gebraucht 
werden,  und  der  Ausdruck  jener  Grösse  muss  daher  auf  den  Ausdruck 
dieser  hingeführt  werden.  Die  Gleichung 

I  -|-  v  =  c"> 

giebt  zu  dem  Ende 

Jv  =  .  /w  =  v.lva 

und  es  ist  daher  zuerst  das  Product  vJio  zu  berechnen ,  in  welchem 
von  v  nur  die  Abtheilungen  1 ,  2,  41,  4  5  gebraucht  w  erden ,  die  in  der 
ersten  Abhandlung  gegeben  sind.  Es  wird  somit,  wenn  man  zur  Ver- 
vollständigung auch  nJz  ansetzt, 


0.  9 

ll.  Jl 

sin 

.  Zw 

cos 

v  fw 

COS 

Ii 

ros 

:t. 

0,1 
1.1 

2,1 

+  0?0 18 
— 0.  :{:•>:< 
+0,1:10 
+0,002 

— 07008 

+  0.179 
—  0,094 
—0,003 

— OT006 
—0,0dl 
+  0,003 

-o;ot  i 

+  0,178 
—  0,091 
—0,003 

-1,0 
0,0 
1.0 
2,0 

+  0.07:! 
+  .'>,'.  )98 
—  81,900 
-1-4,230 
+0.085 

+0,030 
+  1,122 
+  42,572 
—  2,824 
-0,106 

—  0,001 

—  0,024 

—  0,332 

—  O.Ott 
—0,040 

~^0,02«J 
+  1,098 

+42,210 
-2,835 
—  0,116 

0,  -4 
•»  —  4 

1,  -1 
3,-1 

—0,042 
+0,276 
+0.12:] 
+  0.0IU 

—  0,006 

—  0,142 

—  0,094 
—0,003 

+0,003 
+  0,002 
—0,007 
-D.00I 

—0.003 
r-0,140 
—0,101 
—0,004 

2.-* 

+0,005 

—0,003 

—  0,003 

i. 

-i.:: 
—  1,3 

v\ 

+  0,010 
+0,5*1 
—{.117 

+  +0,006 
+  ii,220 
+  0.182 

—0,002 
—0,014 
—  0,014 

+0,004 
+0,206 
+0..J7I 

1.3 

—0.109 

"TP0,Ttry" 

+0,001 

+  0,103 
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4. 

-3,2 

-2,* 

-<,2 
0,2 

2,2 

+0:004 

+0,158 
-1-10,093 
—  81 ,610 
—  4,700 
—0,074 

+  07005 
+0,129 
+  4,830 
+  6,352 
+  2,636 
+  0,080 

— o:on 

—  0,191 
—0,200 
-0,007 
+  0,001 

+0^005 
+0,118 
+  4,639 
+6,152 
+2,629 
+0,081 

-2.1 
-M 

0,1 

U 

—0,005 
-0,195 
+  2,008 
—0,054 

—0,003 
-0,090 
—0,085 
+0,028 

+  0,005 
+0,002 
—  0,001 

—0,003 

—  0.085 

—  0,083 
+0,027 

0,0 

+0,004 

+0,004 

+  0.001 

5. 

M 
2,2 

—0,008 
+0,005 

+  0,005 
-0,004 

+0,005 
-0,004 

12. 

•  ,  —  ,  ^ 

3,-1 

+  0,002 
+0,006 

—0,002 
—»,005 

+0,001 

—  0,002 

—0,004 

<  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+0,015 

—  1,085 

—  0,599 
+0,009 

~^ö7oon 

+  0,629 
+  0,442 

+0,005 

-0.0H 
—0,222 
-0,145 
+0,0Q4 

—0,019 
+0,407 
+  0,297 
+0,009 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

+0,002 
—  0,044 
-0,041 

—0,001 
+0,026 
+  0,029 

—  0,008 

—  0,009 

—  0,001 
+  0,018 
+  0,020 
—0,001 

4,-3 

+0,002 

-0,001 

i  ■  > . 

1,  -3 

2,  -3 

-0,029 
—0,014 

+0,01 1 
+0,012 

+  0,011 
+0,012 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

+0,034 
+  0,193 
+0,236 
—0,064 
—0,003 

—  0,016 

— 0,1  n 

—0,191 

+  0,036 
+0,004 

-0,014 
—  0,048 
—0,048 
—0,021 
—0,001 

—0,030 
—  0.161 
—0,239 
+0,015 
+0,003 

4,-5 
3.-5 

—0.087 
-i-O  034 
-1-0,008 

+0,004 

 0  024 

+0,004 

—0,004 
 0  005 

—0,002 

0,000 
 n  02<J 

+  0,002 

16. 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

• 

-0,014 
—0,019 
—  o.oor, 

+  0,010 
+0,014 
+  0,000 

—0,004 

—  0,006 

—  0,003 

+  0,006 
+  0,008 
+0,002 

17. 

2,  -6 

3,  -6 

4,  -6 

+0,004 
+0,007 
+0,003 

—0,002 
-0,005 
—0,003 

+0,001 
+0,001 
+0,001 

—  0,001 
-0.004 
—0,002 

y  Googl 
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23  i. 

Es  sind  jetzt  zuerst  die  Gleichungen  (67)  und  (70)  der  Arlt.  186 
und  188,  aber  mit  folgenden  Abkürzungen  anzuwenden, 

*w  -  (w* + (*)  * + $)A + Wm  +  * 71 

—  (1 7)  n_/z  +  (1 8)  ^  —  ^/'^' 

Substiluirt  man  zuerst  mit  Anwendung  der  im  Art.  20 5  gegebenen  nu- 
merischen Werthe  der  Coefficienlen  (17)  und  (18)  die  Ausdrücke  von 
ndi  und  drv,  die  im  vor.  Art.  gegeben  sind,  in  die  zweite  der  vorsie- 
henden Gleichungen,  ao  bekommt  man  die  folgenden  Werlho, 


9<  9 

(17)  n  /: 

Summe 

sin 

■in 

sin 

3. 

0.  1 

1.  j 
2,1 
3,1 

— 0^00034 
—0,007 
-f-0,020 
-1-0,002 

— 0?00020 

—  0,002 
—0,003 

—  0,001 

—  0','00054 

—  0,009 
+  0,017 
+  0,001 

—  1.0 

0,0 

M 

2,0 
3,0 
4,0 

—0,00469 

-0,164 

4-0,617 

+0,092 

+0,008 

—  0.(11»  1 
—0,00147 

—  0,030 

— o.oto 

—  0,023 
—0,002 

—  0,001 
—0,00616 
—0,194 
+  0,607 
+0,069 
+  0,006 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -« 

3,  -1 

—  0,00016 
-0,007 
+0,024 
+  0,005 

—0,00002 
—0,001 

—  0,002 

—  0,001 

-0,00018 
-0,008 
+  0.022 
+  0,004 

.  +0,001 

+0,001 

t. 

0,4 

—0,0004 

—  0,0001 

—0,0005 

— *,3 
-1,3 
0,3 
1,3 

+0,001 
+0,045 
-0,00*1 
—0,002 

+  0,002 
+  0,023 
-0,0057 

+  0,003 
+  0,068 
—  0,01  40 

-0,002 

...  '.i.i. — — 

-3,2 
-2.2 
-1,2 
0,2 
1,2 
2,2 

+  0,009 
+  0,688 

—  0,1126 

—  0,020 
—0,004 

+  0,001 
+  0,027 
+  0,350 
—  0,0805 
+  0,008 
+0.001 

+  0.001 
+  0,036 
+  1,0:<s 

—  0,1931 

—  0,012 
—0,003 
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4. 

-u 

0,1 

-o;oio 

—0,00406 

m 

—07005 

-0^045 
—0,00406 

0  0 

vj  V 

—  0  00008 

—0  00009 

*f  ,  UVU 

—0  oomo 

.5,-1 

'  i  \ 

a  AAR 

■+  -\  rt  4-Äe«f 

A  Art  U 

— u,uuz 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

+0,004 
—0,408 
-♦-0,698 

.     J\  A^/\ 

-f-0,020 
—0,004 

—0,001 
+0,049 
—0,359 

-    g\    A  A  • 

+0,005 
+0,004 

•    f\  AA4 

—0,059 
+0,339 

a  Amt 

+  0,025 
0,000 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

-0,006 
-1-0,044 
+0,00  4 

+0,002 
-0,024 
+0,004 

-0,004 
+0,020 
+0,008 

43. 

—0,004 
+0,025 

•4-0  001 

• 

4,-3 

2  —3 

-0,004 

0,-4 
4,-4 

3,  -4 

4,  -4 

+0,0024 

+0,047 

—0,694 

+0,034 

+0,004 

+0,0026 

—  0,04  3 

—  0,052 
—0,045 
—0,003 

+0,0050 
+0,004 
-0,743 
-0,04  4 
+0,004 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

+0,002 
—0,072 
+0,005 

—  0,002 

—  0,007 
—0,004 

0,000 

—0,079 
+0,001 

46. 
3,-4 

5,-4 

—0,002 
+0,04  7 
+0,009 

—0,009 
-0,005 

'                                   LI  1 

-0,008 
+0,008 
+0,004 

47. 

3,  -6 

4,  -6 

—0,040 
-0,005 

1 

+0,004 

11  -    .  >  -  1 

1*  +  : '  •  ■  ^  ' 
—0,040 
—0,004 

Addirt  man  hiezu  den  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Werth  von 

—        und  integrirt,  so  bekommt  man  den  folgenden  Werth  von 

Die  Integralion  besteht  hier  nur  darin,  dass  man  mit  den  im  Art.  104 
gegebenen,  und  mit  ß  bezeirhnelen  Integralionsdivisoren  dividirl,  die 
Sinuszeichen  in  die  Cosinuszeichen  abändert,  und  alle  algebraischen 
Vorzeichen  umkehrt. 


j.  .... 

i  .  . 
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9' 

> 

/- 
* 

cos 

3. 
2,2 

-ho:oo4 

i\  i 

U 

*,< 
3,1 

.  n  not 
+u,uz* 

-0,021 

-1-0,074  ; 

-1-0,002  i 

~M 
0,0 

8,0 
3,0 
4,0 

-0,004  t 

+2,347 

—0,932 

-1-3,445 

-1-0,403 

-1-0,004  j 

0,  -4 

1,  -1 

3,-4 

—0,049  i 
—0,019 
•4-0,082 
-f-0,002 
-«-0,002  jj 

4. 
0  4 

F 

—0,004 

-2,3 
-1,3 
0,3 
4,3 

-1-0,002 
-1-0,088 
+0,023 
— 0,'o41 

-2,2 
-4,2 
0,2 

«,* 
2,2 

-1-0,009 
-»-1,239 
-1-0.532 
—0,185 
-0,005 

-U 
0,1 
4,4 

-0,016  ; 

—0,008 

-0,006 

0,0 

-1-0,012 

9»  9 

eos 

5. 
2,2 

+o;oo4 

12. 
3,-4 

-1-0,004 

4,-« 

2,  -2 

3,  -2 

—0,003 
+  0,029 
—0,094 

2,  -3 

3,  -3 

-4-0,002 
—0,005 

13. 

1,  -3 

2,  -3 
0,-4 

3,  -4 

-»-0,001 
—0,008 

-♦-0,036 
+0,081 
+0,225 
—0,005 

4,-5 
2,-5 

+0,009 
+  0,026 
—0,004 

16. 

4,  -4 

5,  -4 

-0,002 
-0,001 

—  —  . 

17. 

3,  -6 

4.  -6 

+0,002 
+0,001 

235. 

Subglituirt  man  nun  die  Werlhe  von  n  /z,  ./v,  in  die  Glei- 
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abhängen,  mit  den  Factoren  tjW,  etc.,  dessen  numerische  Werihe 
auch  im  Art.  104  gegeben  sind,  mullipliciren,  um  die  Glieder  zu  erhal- 
ten, die  von  den  Vieirachen  von  y  abhängen.  Ich  setze  neben  dem 
Auadruck  von  JW^  sogleich  die  Differentialquotienten  desselben  nach 
y,  die  gebraucht  werden  hin. 
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+  0,  000. i 

+0,0010 

+0,0200 

+0,0004 

 . 

0,1,-4 
-4,2,-1 
—  2,3,-1 

1,0,-1 

+0,009 
—0,008 

a   A   AA  t 
+  0,00  I 

+0,398 

—  0,008 

.   A  AAO 

+  0, 002 

-0,398 

+0,008 

A   AA  t 

— 0,00 V 

—0,398 

+  0,008 

A  AA  W 

— 0,00o 
+0,398 

+0,400 

-0,404 

—0,391 

+0,398 

0,2,-1 
-1,3,-1 
1,1,-1 
2,0,-1 

-0,248 
+0,054 

■    A  KAI 

+  0,503 
+0,011 

+0,054 

A  KAI 
 0,ÖU«J 

-0,088 

—0,054 

— 0,5tM 

—0,044 

—  0,054 

■   A    K  A  '> 
+  0,  .)0,J 

+  0.0K8 

+0,320 

— 0.T71 

—0,601 

+0^537~ 

0,3,-1 
-1,4,-1 
1,2,-1 
2,1,-1 

—0,014 
+0,004 
+0,009 
+0,014 

-»-0,004 
—0,009 
-0,028 

—0.004 
—  0,009 
—0,056 

—0,004 
+0,009 
+0,112 

+0,013 

—0,033 

-0/Ki«) 

+0,117 

I  c  - 
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3. 

0,2,-2 
1,1,-8 


0,0,4 

-1,1,4 
1,-1,4 


— 0?006 
+0,001 
-1-0,014 


-»-0,009 


/  0,0000 
1+0,0012 
—0,0122 
—0,0262 


-0,0372 


+0^004 
—0,014 


-0,013 


-0,0122 
-4-0,026* 


-1-0,01 40 


-orooi 

■0,014 


-MI  5 


«Hl.*  **J 

■  ii 

— 


♦  ■ 


■  > 

"  u  s 


0,  -2,3 
-1,-1,3 

-2,0,3 

1,  -3,3 


0,  -4,3 
-1,0,3 
-2,4,3 

1,  -2,3 


0,0,3 

-1,1,3 
-2,2,3 

1,  -1,3 

2,  -2,3 


0,1,3 
—  1,2,3 

1,0,3 
2,-1,3 


0,  -3,2 
-1,-2,2 
-2,-1,2 

-3,0,2 

1,  -4,2 


0,  -2,2 
•1,-1,2 
-8,0,2 
-3,1,2 

1,  -3,2 


0,  -1,2 
-M.2 
-2,1,2 

1,  -2,2 
*,-3,2 


-0,007 
—0,003 
—0,009 
-»-0,003 


-0,003 
-0,018 
•0,003 


+0,003 
+0,036 
—0,003 


—0,016 


-0,240 
—0,345 
-0,008 
+0,044 


—0.54!) 


/+0,0094 
1+0,0073 
—0,3067 
—0,0003 
—0,5570 
+0,0012 

—0,8555 


—0,024 


+  0,036 


-0,345 
-0,016 
•0,044 


-0,405 


—0,3067 
—0,0006 
+0,5570 
—0.0024 


+0,345 
+0,032 
-0,044 

+0,333" 


+0,058 
—0,010 
—0,238 
—0.015 


—0,205 


-0,002 
-0,004 
—0,001 
—0,009 
+0,004 


+0,2473 


-0,040 
+0,238 
+0,030 


+0,258 


—0,012 


—0,065 
—0,081 
—0,212 
—0,006 
+0,028 


-0,001 
—0,002 
—0,027 
-0,001 


+0,307 
+0,001 
+0,557 
—0,005 


+0,860 


+0,010 
+0,238 
+0,060 


+0,308 


—0,034 


-0,286 


-3,093 
-7,742 
-0,430 
+0,652 
+0,00j^ 
-40,332 


-0,034 
0,424 
•0,048 
•0,028 


-f 


—0,501 


-7,748 
—0,300 
—0,652 
-0,002 
-8,696 


+0,031 
+0,848 
+0,054 
—0,028 


+7,742 
+0,600 
-0,652 
—0,004 

+7,686 


+0,034 
+4,696 
+0,1 62 
+0,028 


917 


+7,748 
+  4,200 
+0,652 
+0,008 
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i. 

0,0,« 

-1,1,2 
— 2.2,2 
4, -»,2 
2,-2,8 

f— 074653 
1-0,4672 
-5,4570 
—0,0055 
-8,1628 
-1-0,0179 

—14,0740 

-5J4570 
—0,0110 
+8,1622 

-0,0358 
+2,6583 

+57457 
+0,022 
+8,162 

—0,072 

+  13,569 

- 

+5^457 
+0.044 
—8,162 
+0,144 

-2,517 

0,1,2 
-«,2,8 

1  0  2 
8,-4,8 
3,-8,8 

-1-0,995 
—0,208 
—5,870 
—0,224 
-1-0,001 

-5.30D 

-0,202 
+5,870 
+0,448 

—0,003 

+6,T43T 

+0,202 
+5,870 
+0,896 
—0,009 

+6,959 

+0,808 
—5,870 
—  1,792 
+0,027 
-7,233 

0,2,2 
—  1.3.8 
1,1,2 
8,0,2 
3,-1,2 

-t-  U ,  UZ7 

—0,010 
-0,005 
-0,161 

—0,158 

—0,040 
+0,005 
+0,322 
+0,027 
+0,344 

+0,010 
+0,005 
+0,644 
+0,081 

+0,740 

0  —2.4 

-1,-U 
-2,0,1 

1,-3,1 

-4-0  00? 

0,000 
-1-0,004 
-1-0,001 

+0,008 
—0,001 

-0,016 
-0,001 

-t-0,007 

+0,007 

-0,017 

I  0,-4,4 
—  4  0  4 
-2,4,1 
1,-2,1 

+0,0*o 
+0,163 
+0^002 
—  0,0(0 

+0,201 

+0,163 
+0,004 
+0,010 

+0,177 

—0,163 
—0,008 
+0,010 

-0J6T 

—0,463 
—0,016 
—0,010 

-OjslP 

0,0.1 

-1,4,1 
4,-4,1 
2,-2,4 

|-*-0,0150 
l-t-0  0200 
+0,0631 
+  0,0993 
-0,0003 

+0,0631 
—0,0993 
+0,0006 

—0,063 
—0,099 
+0,004 

—0,063 
+0,099 
-0,002 

+0,1821 

-0,0356 

-0,161 

+0,034 

0  LI 

-1,2,* 
4,0,1 

+0,004 
—0,001 
-0,017 
+0,003 

-0,011 

—0,001 
+0,017 
—0,006 

+0,010 

+0,001 
+0,017 
—0,042 
+0,006 

> 

|        0,0, c 

-1,1,C 
|  4,-1,C 

'  1+0.00073 
l  +0,00014 
>  +0,00007 

+0,00094 

+0,0004  4 
—0,00007 
+0,00007 

.  _ 

5. 

j  o,i,s 

1,0,* 

\  +0,004 
{  -0,001 
{  -0,016 
-0,016 

-0,001 
+  0,017 
+0,016 

1                  ~  ■  * 1  — *• 

14' 


t. 
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5. 

0,2,2 
-4,3,2 
4,4,2 

—0?010 
-HO, 002 
+0,020 

+0"002 
-0,020 

•     it  - 

• 

VII  — 

+0,012 

—0,018 

42. 

0,3,-4 
-4,4,-4 

'1  — 

—0,003 
+0,002 
+0,002 

'• '  •  + 

+0,002 
—0,002 

^  *  —  • 

*  •   1  " 

*  . 1 

+0,001 

0,000 

0,4,-2 
-4,2,-2 
-2,3,-2 

4,0,-2 

—0,002 
-0,002 
+0,004 
—0,028 

-0,002 
+0,002 
+0,028 

+0J002 
-0,004 
+0,028 

*  i  1  

—0,03! 

+0,028 

+0,026 

0,2,-2 
-4,3,-2 
-2,4,-2 

4,4,-2 

—0,062 
+0,039 
—0,004 
+0,048 

+0,039 
-0,008 
-0  018 

—0,039 
+0,0(6 
-0,018 

•   '■    -  r. 

,   ►   ...  II 
-  

—0,009 

+0,013 

—0,041 

0,3,-2 
—  1,4—2 
1,2,-2 

+0,263 
-0,437 
-0,449 

-0,137 
+0,449 

+0,137 
+0,119 
+0,256 

f  i. 

i  f  —  i 

+0,007 

-0,048 

0,4,-2 
-1,6,-2 
1,3,-2 

+0,039 
—0,044 
—0,025 
—0,003 

—0,044 
+0,025 
+0,006 

>'■  '■  t 
•  •• 

■'  •*- 

:  _ 

—0,003 

+0,017 

0,5,-2 
-1,6,-2 
«,4,-2 
2,3,-2 

+0,003 
-0,001 
-0,002 
—0,001 

—0,001 
+0,002 
+0,002 

•  ■•  •■  4- 

i.i  l  - 

1 .  \  — . ! 
1  t^v 

-0,001 

—0,001 

0.2,-3 
—  1,3,-3 
1,1,-3 

—0,003 
+0,003 
+0,001 

+  U,UIM 

+0,003 
—0,004 

-0,003 
—0,001 

.« 

1 . : .  J  — 

■  A  Ana 

 n  nni 

— UtUWt 

0,3,-3 
-1,4,-3 
4  2  —3 

+0,014 

—0,007 
—0,006 

-0,007 
+0,006 

■  ,i! 
'•■       .'«  + 

1     '"  " 
'".t,|- 
-  - 

+0,001 
+0,002 
0,000 
-0,002 

-0,004 

0,4,-3 
-1,5,-3 
1,3,-3 

4- 

-0,002 

,t,'l  4i 

0,000 

-0,002 

■  11 

J..  ,   

1  ,  .'    1  •  - 

i 
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13. 

0,1,-3 
-M.-3 
4,0,-3 

ojooo 

-1-0,001 
+0,008 

-1-0,003 

-i- 070*1 

— 0,002 
.  -0,001 

. tJi.  >i  . 

.  __  ,  

t  -   1 .  r 

0,8,-3 
-1,3,-3 
1,1,-3 

-1-0,024 
-0,040 
—0,004 
-1-0.040 

—0,010 
+0,004 

-0,006 

+0*040 
+0,004 

+0,044 

1 
l 

0,0,-4 

-1,1,-4 
-2,8,-4 
-3,3,-4 
1,-1,-4 

1—0,0675 
1—0,0754 
—  0,0180 
—0,0006 
-1-0,0003 
-1-0,0074 
-0,0862 

-0,0480 
—0,0012 
-1-0,0009 
—  0,0074 

-0,0257 

.  i 

i 

0,1,-4 
-.1,8,-4 
-8,3,-4 

1,0,-4 

-0,844 
—0,021 
-1-0,008 
—  0,349 
— 0~603 

—0,021 
-4-0,046 
-1-0,349 
-1-0,344 

+0,024 
—0,032 
+0,349 

i 

0,2,-4 
-1,3,-4 
1,1,-4 
2,0,-4 

—  0,687 
-1-0,886 
-0,061 
-0,040 

-4-0,286 
-1-0,061 
-4-0,020 

—0,286 
+0,064 
+0,040 

l 

—0,472 

-1-0,367 

— o.TslP 

0,3,-4 
-4,4,-4 
1,2,-4 
8,1,-4 

0,000 
+0,004 
—0,023 
—0,002 

-4-0,004 
-1-0,023 
-1-0,004 
-1-0,031 

—0,004 
+0,023 
+0,008 

J 

— 07Ö24 

+0,027 

-1,6,-4 
1.3,-4 
2,2,-4 

.....  . 

-4-0,004 
—0,004 
—0,002 
—0,004 

—0,003 

—0,004 
+0,002 
+0,002 
+0,003 

• 



0,1,-5 
—1,2,-5 
—2,3,— 5 

1,0,-5 

1471  iji 

-0,028 
—0,004 
-1-0,004 

—  0,026 

—0,004 
+0,002 
+0,026 

+0,004 
—0,004 
+0,02« 

.  ;  :  '  ill  •  • 

—0,054 

+0,027 

+0,023 

0,2,-5 

i,0,-5 

—0,078 

3:!X 

—0.004 

+0,033 
+0,006 
+0,002 

—0,033 
^•0,006 
+0.004 

• 

—0,052 

+0,044 

-0,023 

-t:?:=t 

1,2,-5 

0,000 
0,000 
—  0,003 

-0,003 

+  0,003 
+0,003 
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0,3,-4 
-1,4,-4 
1,2  -4 

— o';ooi 

+  0,001 
-0,001 

-0,001 

+0?001 
+0,001 
+0,002 

0,4,-4 
—  1,5,-4 
M,-4 

+0,006 
—0,004 
—0,001 

-»-0,001 

—0,004 
+0,001 
—0,003 

i 

0,5,-4 
—  1,6,-4 
1,4,-4 

-1-0,001 
—0,001 
0,000 
0,000 

-0,001 
0,000 
—0,001 

17. 

0,2,-6 
-4,3,-6 

1.1,  -6 

0,3, — 6 
-1,4,-6 

1.2,  -6 

—0,002 
-»-0,001 
0,000 

—0,001 

_  ^0,005 
+0,005 
—0,002 

—0,002 

+0,001 
0,000 
+0,001 

4 

+0,005 
+0,002 

+0,007 

0,4, -6 
-1,5,-6 
1,3,-6 

+0,004 
+0,001 
-0,002 
0,000 

+0,001 
+0,002 
+0,003 

Die  Zahlen,  die  in  jeder  Abtheilang  dieser  Tafel  unter  dem  kurzen 
Striche  angesetzt  sind ,  sind  die  Summen  der  darüber  siebenden.  Sie 

sind  also  die  Coefßcienlen  der  Functionen  (^/W0),  (^r)»  etc*  ^  den 
doppelten  Zahlen,  die  neben  den  Argumenten  angesetzt  sind,  von  wel- 
chen wenigstens  die  zwei  ersten  Indices  Nullen  sind,  hat  es  dieselbe  Be- 
wandniss  wie  im  Art.  106,  die  obere  dieser  Zahlen  ist  ohne  Weiteres 
aus  den  vorhergehenden  Angaben  entsprungen .  die  untere  aber  durch 
die  Anwendung  der  Gleichungen  (74)  und  (75)  der  Artt.  190  und  191. 
Da  die  letztere  jedenfalls  die  genauere  ist,  so  ist  sie  bei  den  Additio- 
nen, gleichwie  im  Art.  106  geschehen  ist,  benutzt  worden. 

237. 

Ehe  ich  weiter  gehe,  will  ich  die  Einzelheiten  der  Berechnung 
der  eben  genannten  Zahlen  durch  die  Gleichungen  (74)  und  (75)  an- 
geben. Zuerst  ist  die  Function  —  2aTl  nach  der  Formel 
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-3oj2=:  -3oJ2o-  3(^)ikfe-i(^)(«az)' 
+  HdP  +  NdQ 

zu  berechnen ,  und  hiebei  auf  alle  merkliche  Glieder  Rücksicht  zu  neh- 
men. Die  beiden  letzten  Producte  dieses  Ausdrucks  sind  wieder  die 
Fortsetzung  der  gleichbenannten  Producte  des  Art.  116,  und  es  sind 
also  dafür  dieselben,  dort  gegebenen  Werthe  von  H  und  N,  die  sich  auf 
— SaJl  beziehen,  anzuwenden.  Hiemit  ergab  sich*) 


9> 9 

—■laJ20 

cos 

— 3oJ2, 

cos 

—  3oJ22 
cos 

HdP 

COS 

+JVd(? 

co§ 

— 3a  Jl 

cos 

3. 
2,2 

— 0?007 

+0','001 

— o;'oo6 

0,1 

M 
«.1 

3,1 

—0,0020 
+0,044 
—0,266 
—0,015 

^Ö,0008~ 
+0,003 
+0,033 
+0,007 

+o;'007 

-0,036 
-0,001 

+  0^0007" 

-0,002 

+0,011 

—  0,0021 
+  0,052 
-0,258 
-0,009 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

-0,08012 
+  1,748 
-10,551  • 
—0,580 
—0,032 

-0,00666 
-0,003 
+0,007 
+0,003 

— 0700005 

+0,002 
+0,006 
+0,003 

+0,00120 
+0,047 
—0,292 
—0,006 

+0,02944 
—  0,072 
+0,340 
+0,006 

—0,05619 
+  1,722 
—  10,490 
-0,574 
-0,032 

0,  — « 

1,  -4 

2,  -1 

3,  -1 

—  0,0020 
+0,044 
—0,266 
—0,015 

■    l\   hl)  A  1 

+0,0001 
—0,001 
-0,034 
—  0,009 

+  0,0002 
—0,002 
+0,014 
+0.001 

+  0,0000 
—  0,002 
+0,015 

A.    AA  1  1 

— 0,001 1 

+0,039 

-0,271 

-0,023 

2?-2 

—0,007 

—0,001 

—  0,008 

4^ 

0,4 

- 

—0,0256 

+0,0006 

1 

—0,0019 

+0,0014 

—0,0255 

-1,3 

0,3 
1,3 

+0,034 
—  O.0?69 
+0,034 

+0,0093 
+0,016 

—  0,0005 

—  0,001 

+0,ÖÖ1 
—  0,0229 
+0,002 

—  0,001 
+  0,0»7fr 
—0,002 

+  0,034 

—0,6040 

+0.049 

-2,2 
-1,2 
0,2 
1,2 
2,2 

+0,008 
+0,583 
—  10,6672 
+0,583 
+0,008 

—0,006 
+0,0913 
+0,238 
+0,018 

+  0,0001 

+  0,015 
—  0,024 
+0,0459 
+  0,002 
-0,003 

+0,014 
—  0,044 
+  0,5552 
—0,054 
—0,004 

+0,037 
+0.509 
—  9,9747 
+  0,769 
+0,019 

-1,1 
0,1 

—0,005 

+0,0896 

+0,005 

-0,001 

+0,0012 

+0,006 

+0,0004 
+0,001 

+  0,0276 
—0,002 

—0,001 

+0,0032 

—0,001 

—0.007 
+  0,1210 
—0.001 

0.0 

0 

+0.00005 

+0.00010 

-0,00010 

+  0,00005 

•)  E»  ist  wieder  hi«r  zur  Abkürzung  gesetzt 
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3.-4 

-oroo5 

+  0?004 

— o;ooi 

•-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

-1-0,021 
-0,220 
—0,1  29 
—0.013 

•   =i'  Ms 

+o#;oo2 

-0,014 
-f-0,047 
—  0,046 
-0,002 

— o;oo2 

+0,014 
-0,016 
+0,047 
+0.001 

0,000 
+0,0«! 
—0,249 
—0,128 
—0,014 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

4-0,001 
—0,015 
—0,012 

-0,001 

-0,003 

+0,003 

+0,001 
-0,046 
-0,012 

13. 
2.-3 

-0,008 

-0,009 

-0,017 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

—0.0046 
-0,001 
-f-0,007 
-1-0,003 

—0,0027 

-0,002 

-0,001 

+0,0009 
—0,059 
4-0,292 
+0,017 

+0,0008 
-0,057 
+0,296 
+0,018 

—0,0056 
—0,119 
+0.594 
+0,038 

1,  -5 

2,  -5 

—0,005 
+  0,030 

-0,004 
+0,029 

—0,009  ~  / 
+0,059  | 

238. 

Hierauf  werde  ich  die  ganz  ärmliche  Berechnung  des  Ausdrucks 

für  3(d<°?)  folgen  lassen.  Die  hiezu  erforderlichen  Ausdrücke  \on  H 

und  N  erhallen  w  ir  aus  dem  Art.  209,  denn  es  ist  sehr  leicht  zu  finden, 
dass  hier 

H  =  Ii  +  /fj  -i-  R2  -h  i  SdP  +  i  YdQ 
N=  1  +  F,  -4-  7,  -i-  tVdP  -+  4ZdQ 

weun  unter  R,  Y,  etc.  die  dort  gegebenen  Werthe  verstanden  werden. 
Es  wird  somit  zuerst 


9<  9 

II 

cos 

N 

sin 

9.9 

1. 

2. 

0,0 
1,0 
2,0 

-2745 

+  11,16 
+  0,80 

+  10',72 
+  0,78 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

-1,-1 
0,-1 

+0,44 
-0,06 
+0,95 

+  0,21 
-11,69 
+4,56 

3,  -2 

4,  -2 

0,-3 

0,-2 

+0,03 

—  0A62 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

2. 

1,  -1 

2,  -1 

-0,23 
+3,71 

-0,48 
+3.41  1 

2,-4 

H 

cos 


-3J79 
+78,16 
—469,51 
—25,68 

-1,41 


-0,32 
+6,89 
-43,14 
-2,65 


N 

8in 


— 3?49 
+77,79 
-468,99 
-25,67 

—1,40 


-0,25 
+6,82 
—42,76 
-2,63 

-2,39 
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II. 

♦,—4 

+0*91 
-9,92 
—  5,46 

+0"91 
—9,89 
—5,46 

4. 
0,4 

—2*31 

—2*32 

-4.3 

0,3 
4,3 

+2,32 
-42,47 
+2,40 

+2,32 
-42,01 
+2,44 

3,  -5 

4,  -5 

—1,33 

/V  AM 

— 0,87 

-1,34 
— 0,87 

 2  2 

0,2 
4.2 

+0,53 
+25,86 
—  476,32 
+  26,07 

+0,52 
+  25,77 
—  474,38 
+  25,97 

3. 

1,1 
8,1 

+0,99 
—6,00 

+0,99 
—  5.99 

+  2,18 

+2,16 

1.0 

8,o 

+0,36 
-2,82 

+  0,36 
-2,85 

43. 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

—0,30 
—0,92 
+3,86 
+0,33 

+0,30 
+0,94 
-3,83 
-0,34 

1.-1 

-0,95 
+5,74 

-0,95 
+5,74 

Hieruil  fand  sich  nun 


9>9 

3(^) 
•in 

sin 

3(^), 

sin 

HdP 

sin 

NdQ 

»in 

sin 

JL 

o,i 
«,i 

2,1 
3,1 

V 

— o;oo2o 

+0,044 

—0,266 
-0,015 

-0?0010 
+0,001 

+0?0007 
—0,002 

+-0,01 :» 
+0,001 

+0','0003 
+0,003 
-0,015 
—  0,001 

—  O^OOiO 
+0,045 

—  0,265 
—0,015 

0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

—0,01282 
—0,006 
+  0,041 
+  0,006 

+0,0880 
—0,069 
+0,506 
+0,023 
+  0,002 

+  0,0003 
—  0,005 
+0,036 
+0,001 

—  0,0751 
+0,067 
-0,506 
—0,025 

—  0,002 

—0,01153 
—  0,008 
+  0,011 
+  0,004 
0,000 

0,  -1 

1,  -1 
«,-l 
3,-1 

+0,0020 
—0,044 
+0,266 
+0,015 

—0,0005 

—  0,0010 
+  0,005 

—  0,039 

—  0,002 

+0,0008 
-0,044 
+  0,266 
+0,014 

+0,04  4 

+0,001 

+  0,002 

-0,002 

+0,015 

0,4 

—0,4024 

+0,0002 

—0,0054 

+  0,0012 

—0,1064 

-2,3 
-1,3 
0,3 
1,3 

+0,004 
+0,402 
—  4,8807 
+0.402 

+0,002 

+0,0022 

+0,004 

+  0,003 

-0,0500 
+0.003 

+  0,003 
—0,003 
+0,0137 
—0.001 

+  0,007 
+0,101 
-1,9148 
+0,108 

-3,2 
-2,2 

-1,8 
0,2 

1,8 
8,8 

0,000 
+0,016 
+4,116 
-24,3344 
+1,466 
+0,016 

-0,0002 

-0^0002 

1 

+  0,002 
+  0,030 

—  0,043 
+0,057« 

—  0,005 
-0,004 

+0,002 

+0,027 

—0,030 

—0,0358 

+0,009 

+0,001 

+0,004 
+0,073 
+  1,093 
—21,3135 
+  1,470 
+0,016 

218  P.  A.  Hakseh,  [248 


4. 

-u 

0,1 
M 

—07005 

-»-0,0896 
—0,005 

—070023 

—0,0006 

—07003 

-»-0,0565 
—0,004 

— 0?0137 
+0,002 

-07008 

+0,1301 
—0,913 

0,0 

o 

—0,00012 

-0',*00001 

+0,00041 

—0,00047 

— 0,( 

10019 

12. 

2,  -2 

3,  -2 

> 

4,  ^2 

5,  -2 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

—0,005 
-»-0,030 
—0,008 
+0,047 
+0,004 

+0,005 
-0,030 
+  0,008 
-0,047 
—0,004 

—  f 

M  ■ 
> .  t 

i-.i 

- 

1"  .,  -J. 

+0,006 
-»-0.003 

+0,003 
+0.005 

—0,003 
—0,005 

+0,< 
+0,« 

106 

103 

Hi 

2,-3 

—  —  - 

r 

+0,016 

1 

+0,016 

i 

+0,032 

0,-4 

».-♦ 

2,  -t 

3,  -* 

4,  -4 

"+1)70126 
+0,096 
-0,013 
-0,006 

 0,0008 

+0,118 
-0,595 

—  0,036 

—  0,002 

—0,0001 

+0,147 
t—0,598 
—0,034 
—0,002 

+0,0117 

+9.244 

-4,206 

-0,97« 

—0,004 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

-0,002 

+0,015 
-0,079 
-0,004 

+0,013 
—0,072 
-0,004 

+0,028 
—0,153 
-0,008 

239. 

Da  nun 

— SaJl  —  —WaSL  —AaJi{iv+**) 

so  sind  vor  Allem  die  beiden  Producle  dieser  Ausdrücke  zn  berechnen. 
Hiebei  braucht  man  aber  nur  auf  die  Argumente  Rücksicht  zu  nehmen, 
in  welchen  wenigstens  der  erste  Index  Null  ist.  Es  fand  sich,  wenn 
die  in  den  beiden  vorhergehenden  Artt.  berechneten  CoefGcienten  mit 
zugezogen  werden, 


0.  9 

COS 

cos 

— UJl 

cos 

»in 

sin 

3  (  «) 
9"  - 

Ii 

• 

\  \  

0,1 

0,0 
0,-1 

—070021 

—0,05619 
—0,0011 

— 070044 

—0,00945 
-0,0002 

—  0^0032 

-0,06564 

-0,0013 

—  070020 

—0,01153 

+0,0008 

— 070006 

—0,00508 

-0,0002 

—079026 
—0,01751 
+0,00 06 
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0,4 
0,3 
0,» 
0,1 
0,0 

— 0?0255 
—0,6040 
—9,9747 
-1-0,1216 
-0,00005 

+o;ooos 

+0,0123 
+0,1850 
—0,0021 
+0,00005 

— 0T0250 
-0.5917 
—9,7897 
+0,1195 
+0,00010 

— 0^1064 
—  1,9148 
—21,3135 
+0,1301 
-0,00019 

+o;ooi2 

+0,0227 
+0,2680 
—0,0061 
-0,00014 

-0T1052 
-1,8924 
—21,0455 
+0,1240 
—0,00033 

13. 
0,-4 

—0,0056 

—0,0049 

—0,0105 

+0,0417 

+0,0063 

+  0,0180 

240. 

Yon  den  ausserdem  zu  berechnenden  Producten  brauchen  auch 
nur  die  Glieder  aufgenommen  zu  werden,  in  deren  Argumenten  wenig- 
stens der  erste  Index  Null  ist,  und  ausser  den  übrigen  vorhandenen, 
dazu  erforderlichen  Factoren  sind  noch  die  Functionen 

■ 

JfT=  [  III-k  -I-  JIJ{)  cos  (xyft  +  e) 
J^f  =  (.///-«  —  JFIk)  sin  (nflt  d) 

aus  dem  Ausdruck  von  JW0  des  Art.  236  zu  berechnen.  Es  fand  sich 


9>9 


3. 


COS 


— 0T525 
+0,483 
—0,003 
+0,044 


0,  -4 

1,  -4 
2 


-2,3 
-1,3 
0,3 
4,3 
«,3 


-3,2 
-2,2 
-4,2 
0,2 


—0,035 
—87,092 
+  19,841 
—0,048 
+2,010 
+  0,148 


sin 


+0,:jy8 
+0,503 
+0,001 
+0,054 


+0,044 
—0,560 
—0,583 
-0,307 
—0,010 

+0,028 
+0,651 
—8,193 
-13,612 


+0J525 
-0,479 
—0,019 
+0,044 

+0,035 
+86,948 
—  19,743 
—0,740 
+  1,990 
+0,448 


—0,398 
—0,503 
—0,017 
+0,054 


-0,044 
+0,554 
—0,107 
-0,307 
-0  010 


—0,028 
—0,653 
+  8,131 
-1,872 


<J>9 


*,2 
2  2 


•2,1 
•  1,1 

0.  1 

u_ 

12. 

0^2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 


2,  -3 

3,  -3 


13. 

37—3 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 


jpr 

cos 


— 5?462 
-0,202 
—  0,010 


»in 


—0,010 
+0,09!» 
+  0,146 
+0.063 


—  0,0*8 
+0,018 
—0,12» 
+0,014 
— 0,139 

—  0,014 


—  5?45* 
-0,202 
-0,010 


+0,010 

—  0,099 
+0,180 
+  0.0C3 


-0,006 
+0,001 


-0,010 


—0,349 
—0,079 
—0,044 
+0,284 
+0,004 


+0,028 
—  0,018 
+0,H7 
+0,064 
—0,135 
—0,014 


+0,006 
+0,005 


-0,010 


+0,349 
+0,043 
+0,002 
+0,288 
+0,004 
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und  darauf  die  folgenden 


0.  9 

(27)^ 

cos 

(28)  Jf  T 
cos 

(29)  Jflf 

CO« 

(30)nJz 

cos 

(31)./* 

cos 

—  ZaJl 

cos 

3. 

0,1 
0.0 

o,-i 

4. 

0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 

+0?0008 
-f-0, 05812 
—0.0002 

-0','0129 
-0,15432 
—  0,0128 

— 0','0215 

+0,11844 

+0,0349 

+0'/0023 

+0,05000 

+0,0012 

+0?0009 

+0,02702 
+0,0006 

—  0*0032 

—0,06564 

—0,0013 

—  0,0001 
—0,0031 
—0,0257 
—0,0008 
4-0,00027 

+  0,0001 
-0.Ü0H 
-0,2057 
+  0.0088 
+0,00034 

+0,0004 
-0.0008 
—  0,3066 
+0,0087 
+  0,00040 

+0,0004 
+0,0131 
+0,1552 
+0,0020 
+0,00006 

+0,0003 
+0,0006 
+0,0839 
0,0000 
+0,00003 

-0,0250 
-0,5H17 
—9,7897 
+0,1195 
+0,00010 

13. 
0,-4 

-»-0,0007 

—0,1469 

+  0,0720 

+0,0046 

+0,0041 

-0,0105 

derc»  Summe  Ja — uJX  giubt.  Kerner 


0.  9 

(M)nJz 

(35)  Jp 

d.  IX 
ndt 

sin 

sin 

sin 

sin 

3. 

0.1 

0,0 

0,-1 

+  0','0O26 

+0,01749 

—0,0005 

+0?0013 
+  0,00443 
—  0,0006 

— 0?0026 
—  0,01751 
+0,0006 

+0:0013 

+0,00441 

-0,0005 

4. 

0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 

+  0,0020 
+  0,0348 
+  0,3375 
+  0,0049 
+0,00028 

+0,0013 
+  0,0230 
+0.2407 
+0,0020 
+  0.00010 

-0,1052 
-1,8921 
-21,0455 
+0,1240 
—  0,00033 

—0,1019 
—1,8343 
—20,4673 
+0,1309 
+0,00005 

13. 

0,-4 

—0.0074 

—0,0080 

+0,0180 

+0,0026 

Nacli  der  Addition  der  Zahlen  der  ersten  dieser  fooiden  Tafeln  und 
nach  der  Integralion  von  dJX  erhall  man  nun 
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9,  0 

cos 

uJX 

cos 

AT 

cos 

3. 

0,1 
0,0 

0,-1 

— 0;0336 

+0,03362 

+0,02*4 

-  0^0010 
—0,01322 
-0,0008 

—  0^0346 

+0,02040 

+0,0216 

4. 

0,4 
0.3 
0,2 

0,1 

0,0 

—0,0236 
—0,5830 
—  10,1786 
+0,1382 
+0,00120 

+0,0248 
+  0,5903 
+9,7114 
—0,1182 
-0,00047 

+0,0012 
+0,0073 
—0,4672 
+0,0200 
+  0,00073 

13. 
0,  —  4 

— 0,0760 

+0,0007 

—  0,0753 

welcher  Werth  von  JS  im  Art.  235  in  JW0  aufgenommen  worden  ist. 

241. 


Es  sind  jetzt  die  Producte  zu  berechnen,  die  die  Ausdrücke  (68) 
und  (69)  des  Art.  1 87  erfordern ,  diese  habe  ich  im  Folgenden  zusam- 
men gestellt. 


9>9 

CO« 

CO« 

(\0)nJz 

cos 

(H)  Jv 

cos 

cos 

Summe 

CO» 

3. 
2,8 

— o;ooi 

« 

— 07004 

0,1 

M 

2,4 
3,4 

+0,0275 
+0,433 
—0,010 
—0,005 

+0','0006 

+0:0*43 
-0,021 
—0,019 
—0,003 

—  070133 
+  0,001 
+0,008 
—0,001 

+0,0394 
+0,113 
—0,021 
-0,009 

-1,0 
0,0 
<.0 
2,0 
3,0 
4.0 

+0,003 

+0,09761 

+0,015 

—0.078 

—0,035 

—0,003 

+0,00497 
+  0,012 
+  0,003 
-0,004 

+0,07812 

—  0,545 

—  1,107 
-0,139 
-0,011 

-0,001 

—  0,05970 

—  0.684 
—0^031 
— 0,021 
— 0,002 

+0700035 

+0,002 

+0,1213.» 

-1,202 

-1,213 

-0.196 

-0,016 

D,-1 

8,-1 
8,-4 

—0,0431 
-0,435 
—0,006 
+0,004 

—  0,0141 
-0,002 
—0,070 
—0,009 

+0,0049 

+0,002 

-0,013 

-0,0223 
—0,135 
—0,089 
—0,005 

i,-2 

+0,001 

* 

_  

-0,002 

—0,001 
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4. 

0,4 

r — ■ ' 
+0J0017 

+0J0008 

—0^0006 

— — . — , — -f-— 

1 

M       ,  1 

+070049 

-2,3 
—  1,3 
0,3 
1,3 

—0,002 
+0,023 
+0,0452 

-o«:ooi 

-0,0014 

—0,001 
+0,094 
+0,0251 
+0,016 

—0,003 
—0,029 
—0,0221 
+0,002 



1 

1 

\ 

—0,006 
+0,087 
+0,0468 
+0,018 

-3,2 
-2,2 
-1,2 
0,2 

<,* 
2,2 

+0,042 

+0,455 

+0,8766 

—0,153 

-0,010 

+0,002 

+0,0031 

+0,002 

-0,001 

- 

+  1,067 
+0,6680 
-0,009 
+0,005 

—0,001 

—0,023 

—0,391 

-0,4961 

-0,013 

+0,002 



1 

r 

+070002 

—0,002 

-0,011 

+  4,133 

+1,0518 

-0,173 

—0,003 

-2,4 

-U 
0,1 

U 

+0,003 
+0,007 
-0,0146 
-0,014 

+0,001 
+0,0016 

+0,001 
—0,037 
-0,0024 
—0,021 

+0,001 
+0,007 
+0,0058 
-0.001 

+0,005 
-0,022 
—0,0096 
-0.036 

0,0 

-0,00053 

-0,00058 

-»-0,00027 

.  ._ 

-0,00084 

4  2. 

2,  -4 

3,  -1 

+0,005 

+0,002 
+0,001 

+0,001 
+  0,013 

+0,001 
+0,004 

+0,004 

+0,023 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

+0,009 
—0,939 
—  0,310 
+0,066 
+0,008 

-0,001 
-0,001 

+0,057 
-0,661 
-1,138 
-0,032 
-0,001 

-0,02* 
-0,455 
-0,300 
+0,007 
+  0  001 

■  i, 

..  t  .i 

+0,044 
-2,056 
—  1,749 
+0,1)41 
+0,008 

4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

>»  —  3 

—  0,038 

—  0,020 
+0,005 

-0,002 
-0,001 

+0,002 
—0,022 
—0,075 
— 0  001 

-0,018 
-0,020 
+0,002 

+0,002 
-0,080 
-0,416 
+0.006 

43. 

4,-3 
2,-3 

+0,003 

-0,022 
—0,036 

+0,001 
+0,002 

—0,021 
—0,031 

0,-4 

2,  -i 

3,  -4 

+0,0669 

+0,067 

—0,071 

—0,048 

—0,004 

+0,0009 
—0,004 
-0,005 
-0,001 

1 

+0,0414 

+0,782 

+4,044 

—0,065 

-0.008 

—0,0288 

—0,091 

-0,107 

—0,044 

—0,003 

i"; 
\,  u 

+0,0804 

+0,754 

+0,861 

—0,158 

—0,015 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

+0,008 
—0,005 
-0,005 

+0,065 
+0,415 
-0,007 

—0,006 
—0,009 
-0,006 



— _i 

+0,067 
+0,404 
—0,048 

1  £ 
f  0. 

3^4 
5,-4 

—0,006 
—0,007 
—0,001 

+0,005 
+0,004 

-0,016 
-0,040 
—0,017 

-0,013 
—0,019 
—0,007 

* : 

fM 
-0,030 
-0,062 
0,025 

17. 

2,  -6 

3,  -6 

4,  -6 

—0,004 
—0,007 
—0,003 

—0,001 
—0,001 

+0,011 
+0,024 
-1-0,008 

—0,001 

J  in 

+0,000 
+0,016 
+0,004 
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iL 

t  «>•)"* 

sin 

/AK tW  \,    .  . 
sin 

[M)nJz 

sin 

( 1 5)  Jv 

sin 

Summe 

«In 

8,2 

1 

+o?ooi 

— 07001 

_l_A"AAA4 

-t-u,  V'UU  1 

07000 

?:! 

3,4 

 A  (WA  3 

-0,186 
•1-0,01« 
-4-0,007 

— U,UUIM 

IM  o* 

+0,002 
+0,027 
+0,005 

—  U,UUt>f 

-0,184 
+0,038 
+0,018 

—  1,0 
0  0 
4,0 
2,0 
3,0 
*,0 

i  a  nin 
+U,  U  1  u 

-f-0  081170 

-1-0,187 

«4-0,144 

•4-0,045 

•4-0,005 

—0  00191 

-0,013 

-0,005 

^11, DUO 
—  0  1 1766 
+0,021 
+  1,365 
+0,237 
+0,028 

.    A  AAI 

+0  01973 
—0,002 
-0,020 
+0,001 

•   A  AAsfi 

-f-U,IIUO 

-0,01617 

+0,193 

+1,484 

+0,283 
+0,033 

0,-4 

8,-4 
3,-4 

•4-0,0180 
•4-0,144 
•4-0,011 
—0,003 

-0,0002 

—0,0184 
—0,010 
+0,077 
+0,015 

— o.oooT 

— o,oooT~ 

+0,134 
+0,088 
+0,012 

2,-2 

—0,001 

~+Ö,002  " 

+0,004 

—0,0033 

4. 
0,4 

—0,0032 

—0,0001 

-4,3 
0,3 
4,3 

i\  (\C\  1 

—0,052 

—0,0655 

-0,001 

+0,001 
+0,0016 

+U,UU> 

+0,118 
—0,0058 
—  0,025 

■ 

-0,0001 

+U,UU3 
+0,067 
-0,0698 
—0,026 

—  d,Z 

—2,2 

-4,2 

0,« 

M 
2,2 

—0,014 

-0,453 

—0,8754 

•4-0,153 

•4-0,019 

+0,001 

—0,0005 

—0,001 

+0,069 
+  1,377 
+0,1626 
—0,135 
—0,017 

+0,002 

+0,003 

—0,0009 

—0,003 

-0,001 

■  a  nnc 
+U,t)l)n 

-1-0  057 

+0,928 

-0,7142 

+0,014 

+0,001 

-2,4 

M 

•4-0,002 
•4-0,021 
•4-0,0377 
•4-0,020 

-0,001 
—0,0016 

—0,002 
—0,036 
—0,0136 
+0,017 

+0,0001 

0,000 
—0,016 
+0,0226 
+0,037 

n  a 

m  A  AA/v;  i 

-HJ,UtMHM 

—  0.000621 

—  0,0000  / 

4  2. 
3,-1 

—0,006 

-0,002 
-0,001 

—0,001 
-0,010 

-0,003 
-0,017 

4,-8' 
8,-8 

3,  -8 

4,  -8 

—0,009 
•4-0,946 
•4-0,384 
— 0,OG9 
-0,043 

-0,051 
+0,596 
+  1,420 
+0,111 
+0,009 

— 0,060 
+  1,542 
+  1,741 
+0,042 
-0,004 

4,-3 
8,-3 
3,-3 
*,-3| 

•4-0,038 
•4-0,018 
—0,010 

+0,002 
+0,001 

—0,002 
+0,019 
+0,090 
+0,006 

—0,002 
+0,059 
+0,109 
-0,004 
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13. 

1,  -3 

2,  -3 

-07003 

— 0,00+ 

+07022 
+  0.046 

+07019 

*    A   A  t  O 

+0,042 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

-1-0,0768 

+0,189 

+0,163 

+0,054 

+0,006 

—070001 
—0,005 
-0,005 
-0,001 

—0,0404 
—0,758 
—  1,332 
+0,011 
+0,006 

+0,0363 

-0,574 

-1,174 

+0,064 

+0,012 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

+  0,022 
+0,018 
■  +0,005 

—  0,063 
-0,149 
+0,001 

-0,041 
—0,131 
+0,006 

16. 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

+0,006 
+0,007 
+0,001 

+0,005 
+0,005 
+0,001 

+0,016 
+0,046 
+0,022 

+0,027 
+  0,058 
+0,024 

17. 

2,  -6 

3,  -6 

4,  -6 

+0,006 
+0,001 
—0,001 

-0,012 
—0,026 
—0,011 

—  0,006 

—  0,025 
-0,012 

242. 


Atldirt  man  nun  die  Glieder  nach  Maassgabe  der  Gleichungen  (68) 
und  (69)  und  führt  die  Integralionen  aus ,  so  ergiebt  sich  das  folgende 
Resultat, 


9>  9 

nJi 

Diff. 

Jv 

—vJw 

Jw 

Diff. 

sin 

CO« 

cos 

cos 

3. 
2,2 

+0';002 

—O7OO2 

—07002 

0,1 
U 

3,1 

+0,037 
—  0,351 
+0,127 
+0,001 

+3 
+  1 

— 0,009 
+0,178 
—0,088 
—0,003 

+07006 
+0,001 
—0,003 

—0,003 
+0,179 
—0,091 
—0,003 

-5 
0 

-3 
0 

-1,0 
0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

+0,070 
+  5,846 
-85,224 
+  4,303 
+0.094 
+0,001 

+2 
+  152 
+318 
-13 

—9 



+0,032 
+  1,074 
+  42,400 
-2,846 
-0,117 
—0,004 

+0,001 
+0,024 
+0,332 
+0,011 
+0,010 

-0,033 
+1,098 
+  42,732 
—2,835 
—0,107 
—0,004 

-3 
+24 
-160 
+  11 

+  1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+0,046 
+0,279 
+0,119 
+0,003 

—88 
—3 
+  4 
0 

+  0,004 
-0,142 
—0,098 
—0,004 

-0,003 
-0,002 
+0  007 
+0,001 

+0,001 
-0,144 
—0,091 
—0,003 

—7 
+2 
-3 
0 

2-2 

+0,004 

+1 

—0,003 

—0,003 

I  0 
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4. 
0,4 

-0^114 

+0V0I7  j 

+0^017 

—  2,3 
-1,3 
0,3 
4,3 

+0,012 
+0,604 
—3,449 
—0,152 

—2 
-63 

+2 
-17 

+0,006 
+0,221 
+0,379 
+0,095 

+0?002 
+0,014 
+0,044 

-0,001 

+0,008 
+0,235 
+0,390 
+0,094 

—2 
-15 
-8 

+8 

—  3,2 
-2,2 

-M 

0,2 
M 
8,2 

+0,005 
+0,462 
+  10,938 
—81,905 
—  4,722 
—0.075 

—  1 

-4  j 
+55 
+295 
+22 

+  1 

+0,005 
+0,421 
+  4,619 
+6,114 
+2,643 
+0,080 

+0,014 
+0,191 
+0,200 
+0,007 
-0,001 

+0,005 
+0,132 
+  4,810 
+6,344 
+2,650 
+0,079 

0 

—3 
+20 
+38 
-14 

+1 

-2,4 
-4,4 

0,1 
1,1 

—0,006 
-0,195 
+2,064 
—0,043 

+1 
0 

-56 
-11 

—  0,002 
—0,088 
-0,079 
+0.022 

-0,005 
-0,002 
+0,001 

—0,002 
-0,093 
-0,084 
+0,023 

-4 
+3 
-4 
+5 

+4 

0,0 

+0,012 

-H 

0,000 

0,000 

5. 

M 
2.2 

===== 

—0,014 
+  0,006 

+6 
-1 

+0,007 
-0,004 

+0.007 
-0,004 

-2 
0 

■ 

42. 

2,  -1 

3,  -1 

+0,002 
+0,008 

0 

—2 

—0,001 
—0,003 

—0,001 

—0,004 
—0,004 

-4 
-4 

4,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

5,  -2 

+0,015 
—  1,092 
—0,602 
+0,010 
+0,001 

0 

+  7 
+3 
-1 

—0,018 
+0,411 
+0,298 
+0,008 
—0,001 

+0,041 
+0,222 
+0,445 
—0,004 

—0,007 
+0,633 
+0,443 
+0,004 
-0,001 

—  4 
-4 
-4 
+  1 

4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

+0,002 
—0,044 
-0,041 
+0,002 

0 
0 
0 
0 

—  0,001 
+0,017 
+  0,019 
0,000 

+0,008 
+0,009 

—0,001 
+0,025 
+  0,028 
0,000 

~T 
+1 
+1 
—1 

43. 

4,-3 
2,-3 
0,-4 

2,  -* 

3,  -4 

—0,023 
—0,012 

-6 
-2 

+  0,011 
+0,010 

+  0,011 
+0,010 

0 

+2 

+0,020 
+0,214 
+0,228 
—0,066 
—0,005 

+  14 
-21 
+8 
+2 
+2 

—0,018 
-0,163 
-0,236 
+  0,018 
+  0,002 

+0,014 
+0,048 
+0,048 
+0,021 
+0,001 

—  0,004 
-0,115 
—0,188 
+0,039 
+  0.003 

-12 
+2 

-3 
—3 
+4 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

+0,021 
+0,030 
-0,008 

-48 
+4 
+  16 

-0,011 
-0,028 
+0,002 

+0,004 
+  0,005 
+  0,002 

-0,007 
-0.023 
+0,004 

+  44 
-4 
0 

16. 

3,-4 
* 

5,-4 

—0,011 
-0,046 
—0,005 

—3 
—3 
-1 

+0,005 
+0,007 
+0,002 

+0,004 
+0.00G 
|  +0,003 

+  0,009 
+  0,013 
+  0,005 

+  4 
+4 

0 
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17. 

1 

• 

2,-6 
»,-6 

+  üroo:$ 

+  0,005 
+  0,001 

+* 

+  2 

—  0-002 
—0,004 

—  0,002 

— 0?001 
— 0,001 
-0,001 

—  0?003 

—  0,005 

—  0,003 

+  1 

0 

«f*0 

Die  »Diff.«  überschriebencn  Columnen  geben  den 
den  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten,  im  Art.  233  angef 
then  von  nJz  und  Jv.  In  einigen  der  am  Schwierigsien  zu 
den  Cocfhcienlen  kommen  Unterschiede  vor,  die  ein  Paar 
von  Secunden  betragen  und  für  die  Anwendung  von 
sind.  Mehr  Einfluss  haben  indess  diese  Unterschiede  auf  die  Bes 
mung  der  kleineren  Theilc  der  Coefhcienlen  selbst,  und 
Vorhergehenden  schon  ausreichend  bei  den  Gliedern,  die 
eines  kleinen  Divisors  bekommen,  berücksichtigt  worden. 

243. 

Gleichwie  im  Art.  128  die  in  der  ersten  Abhandlung 
Störungscoefticienlen  einer  besonderen  Prüfung  unterworfen  < 
soll  dieses  auch  in  Bezug  auf  die  in  diesem  §  berechneten 
und  die  Gleichung,  die  dazu  dient,  ist  (71)  des  Art.  188.  I 
der  Angaben  des  vor.  Art.  und  der  numerischen  Wcrlhe  der 
ten  (23),  (24).  (25)  des  Art.  20(i  ergab  sich 


9  9 

^       i      2  1v 
dt 

cos  cos 

(23)  n.  1z 

(241 d" 

^      >  dt 

COS 

i  (25)  Jp 

[  cos 

1  A 

1  cos 

Diff. 

:$. 

+o':oo."> 

— oroo.'i 

-  - 

0?000 

+  1 

0,1 

U 
2,1 
3,1 

■ +0.00.4  ~ 

-0,380 
+0,267 
+  0,003 

_— 0,018" 
+  0,356 
-0,177 
—  0,006 

+0','026 
+0,003 
—0,004 
+0.003 

+o;'oio 

-0,005 
—0,005 
+  0,001 

+0,022 
-0,032 
+0,081 
+0,004 

+2 
+  11 

+! 

-1,0 
0,0 
1,0 
2,0 
3,0 
4,0 

-0,068 
+  0,147 
—  87,366 
+  8,716 
+  0,283 
+0,006 

+  0,064 
+2,148 
+  84,800 
—5,691 
—0,233 
—  0,008 

+0?002 
—0,034 
—  0,001 
+  0,035 
-0,001 

+  Ö7Ö03 
+  0,067 
+  1,356 
+  0,015 
+  0,043 
+0,003 

-0,003 
+0,021 
+0,275 
+0,061 
+  0,035 
+  0,002 

—0,002 
+2,349 
—0,932 
+  3,436 
+0,127 
+0,003 

+1 

—32 

0 

+9 
—24 
+  1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1, 

~:_"ü7oo2 

+0,265 
+0,231 
+0,008 

+0.0~08 
-0,284 
—0,196 
—  0,007 

—  0,013 
—0,002 
+0,028 
+0,004 

—  0,005 
+0,001 
+0,016 
+0,001 

—0,012 
—0,020 
+0,079 
+0,003 

-7 
+1 
+3 
—1 

2,-2  +0,008 

-0,006  t 

+0,002 

0 
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4. 
0,4 

— 0:035 

+0:034 

+  07001 

0:000 

-1 

-2,3 
—  4  3 
0,3 
4,3 

—0,022 
—0,462 
—0^809 
-0,487 

+0,012 
+0  4  42 
+  0,757 
+0,489 

—0:002 
+0,002 

+0,004 
+0,056 
+0^042 
—0,007 

+o';oo4 

+  H.037 
+0^04  3 
—0,003 

—0,002 

+0,071 
+0^003  | 
—  0.006 

+  4 

+  47 
+20 

—5 

-3,2 
—  2  2 
-1,2 
0,2 

u 

2,2 

—  0,044 

 0  297 

—9*,  4  99 
—  1 .4,0^2 
-5,473 
—0,464 

+0,009 
+0  244 
+9,236 
+  42,228 
+5.287 
+0,460 

+  0,004 
—0,038 
—0,007 
+0,037 
+0,003 

+0,004 
+0  029 
+o',74l 
+0,962 
-0,004 
—  0.006 

+0,004 
+  0,031 
+  0^522 
+0,340 

—  0,030 

—  0,002 

—0,003 
+  0  008 
+  4,262 
+0,504 
-0,4  83 
—0,006 

+3 
+  | 
-23 
+  31 
-2 
—  4 

-2,1 

-U 
0,4 

M 

+0,042 
-4-0,479 
+  0,473 
-0,017 

—0,004 

—  0,176 
-0,157 
+0,043 

—0,002 
-0,044 
-0,012 
+  0,004 

—0,001 

—  0,040 

—  0,005 

+0,005 

—  0,024 

—  0,004 

—  0,003 

-5 
+  5 
-7 
—  3 

0,0 

0,000 

0,000 

0,000 

+  12 

5. 

M 
2,2 

—0,046 
+  0,(112 

+0,04  4 

—0,008 

-0.002 
+  0,004 

+  2 

0 

12. 
3,-1 

+0.004 
+  0.02  4 

—0,002 
—  0  006 

—0,002 
—0,006 

—0,001 

—0,005 

-0,001 
+0,007 

+  4 

—  6 

1»  —  * 

2,  -2 

3,  -2 

*,-* 
5  —2 

—  2,065 
-4,742 

+  0.0  IS 

+  0,007 

A  ll'Ut 

— O.UJo 
+0,822 
+0,596 
+0,015 
—0,004 

+  U,0U1 

■    1 l    11  1  Ii 

+0,01  y 
+  0,895 
+  0,572 
—0,039 
—0,004 

+  0,378 
+0,480 
—0,04  4 
—0,004 

A  A A4 

+0.o  19, 
—  0,094 
—0,010 
+  0.004 

u 

—3 
+  3 

+  10 

0 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

+0,002 
—0,079 
-0,445 

+0,000 

—0,002 
+0,033 
+0,038 
-0,001 

+0,004 
+0,036 
+0,038 
-0,004 

+0,04  4 
+0,030 
-0,001 

+0,001 
+0,004 
—0,009 
0.000 

-1 
-2 
+  4 

0 

43. 

4,-3 
2.-3 

—0,018 
—  0,021 

+0,023 
+  0,020 

-0,003 
—  0.005 

—0,001 
—  0,003 

+0,004 
—  0,000 

0 
+  | 

^-10 

-1 

-2 
—  1 
+6 

0,-4 
4,-4 

2,  -4 

3,  -4 

+0,002 
+  0.4.-.1 
+0,389 
—  0,479 
—0,018 

—0,036 
—0,326 
-0,472 
+0,035 
+0,004 

—0,004 

+0,059 
+  0,17» 
+  0,188 
+  0.077 
+0,005 
+0,018 
+  0,022 
+0,008 

+  0,022 
+0,084 
+0,122 
+0,063 
+0,003 

+0,046 
+0.082 
+  0,227 
—0,004 
—0,006 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

+0,013 
+  0,049 
—0,084 

—0.022 
-0,055 
+  0,003 

+0,008 
+0,014 
+0,006 

+0,047 
+0,030 
-0,004 

—8 
-4 
+  3 

46. 

3,  -4 

4,  -4 
•'»,-1 

—0,034 
—0,061 
—0,025 

+  0,044 
+0,045 
+  0,005 

+0,024 
+0,036 
+  0,0  1.'. 

+0,007 
+0,017 
+  0.007 

+0,011 

+0,007 
+0,002 

-1  1 
—  9 
+  3 

15- 
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—  1 

2t_6  +0';005 

3,  -6  +0,014 

4,  -6  +0,004 

-0J003 
-0,007 
—0,003 

i 
i 

— oj;oo2 

-0,004 
-0,001 

— o;oo3 

—0,008 

o?000 

0,000 
—0,002 

. 

+2 

—3 

Die  letzte  Columne  dieser  Tafel  giebt 

die  Untc 

rschiede 

zwischen 

dem 

hier  berechneten  Werthe  von  J~  und  dem  des  Art.  234,  sie  sind  alle 
befriedigend. 

§  19.  Berechnung  der  Moodslörungen ,  die  den  Abtheilungen  6,  7, 

14  angehören. 

244. 

Die  hier  in  der  Ueberschrift  genannten  Störungen  werden  durch 
dasselbe  Verfahren  berechnet  werden,  wie  die  des  vor.  §.  Es  werden 
wieder  hier  unter  der  Bezeichnung  ndz,  v,  etc.  die  Störungen  der  Ab- 
theilungen 1 ,  2,  \\ ,  etc.,  aber  unter  der  Bezeichnung  nJz,  Jv.  elc.  die 
der  Abtheilungen  6,  7,  K  4  verstanden.  Der  Gang  der  Rechnung  ist  mit 
geringer  Abweichung  derselbe  wie  im  vor.  § ,  und  die  Erläuterungen, 
die  dort  gegeben  sind ,  waren  bis  auf  Weniges  hier  zu  wiederholen. 
Aus  diesem  Grunde  werde  ich  sie  grösstenteils  weglassen ,  und  dafür 
neben  der  laufenden  Nummer  der  Artikel  die  in  Klammern  eingeschlos- 
sene Nummer  des  Artikels  des  vor.  §  anführen ,  wo  sich  die  bez.  Er- 
klärung findet. 

245.  (230.) 

Der  schliessliche  Ausdruck  von  J'T  ist  hier 

JT^JT+JG^v+^-t-JU \(l  +  vYQ-y-\\+J'Z(3v+Zy'+^ 

wahrend  J'T,  Jt G,  J'2,  J'Ü  eben  so  wie  a.  a.  O.  berechnet  werden 
müssen.  Der  Unterschied  im  Ausdruck  von  J'T  rührt  davon  her,  dass 
hier  J'T  aus  JIW  entsteht  (s.  die  Gleichungen  (17)  des  Art.  43).  Den 
Ausdruck  der  Function  3*»  -t-Stfi+t?  findet  man  im  Art.  68,  den  von 

+     (£)'—  i  unter  der  Ueberschrift  H  wie  folgl. 
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■'    '  .!1  *• 

-0,073 
-0.040 

0,2,-5 

— 0,012 
+0,007 
_i_n  nn 

-0,006 

+0,052 
—0,026 

0,3,-5 

+0,078 
-0,026 
 0  077 

— 0  051 

V,  Vif  1 

+0,026 

44. 

A     (  t 

0,4,-4 

A   AI  K 

— 0,015 
+0,007 
+0,009 

+0,006 

f\    A  A  •* 

—0,00) 

!           •*  • 

AR  ( 

0,5,-4 

— U,UOv 

+0,005 
+0,007 

■ 

+3,003 

A  AAA 

—0,008 

0,o,— 5 

A  AfiA 

— 0,06z 
+0,044 
+0,033 

■    A    A  k  O 

+0,018 
+0,021 

—0,030 

A  AVA 

—0,050 
+0,044 
+0,0(2 

n  l  es 

0,4,-5 

+0, 487 
-0,205 
—0,332 

■    A  All 

+  0,01  \ 
—0,223 

+0,4  58 

+0,31 8 
—0,205 
—0,109 

A   P  R 

0,5,  — o 

+  0,ozJ 
-0,447 
—0,200 

.     i\    A  A  1 

+0,001 
-0,4  31 

■    A     ä  A  C% 

+0, 102 

+0,220 
—0,447 
-0,069 

0,6, — 5 

+0,052 
—0,027 
—0,024 

—0,013 

*    A    A  J  •» 

+0,013 



1  .  1 1 

0,3,-6 

—0,008 
+0,006 
+0,004 

+0,003 
+0,003 

-0,003 



0,4,-6 

+0,065 
-0,028 
—0,043 

+0,002 
-0,028 

+0,021 

0,5,-6 

+0,050 
—0,023 
—0,034 

-0,048 

+0,04  6 

In  der  folgenden  Tafel  ist 

(7  =  ./'2f3v+3^  +  ^) 


■ 
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J'T 

«in 

A 

sin 

B 

sin 

C 

sin 

J'T 

sin 

6. 

0,0,4 

— 0?00003l 
-0,00015] 
+0,00007) 

+0J00001 
-0,00003 

— o';ooooi 

+0,00001 

— o;oooo3 

-0,00017 
+0,00007 

0,4,1 

0,000 
0,000 
—0,00176 

—0,001 
+0,00048 
0,000 

-0,004 
+0,00016 

+0,00023 

—0,001 
0,000 
-0.00137 

0,-1,0 

+0,00017 

+0,00029 

—  0,004 
+0,00094 
0,000 

0,0,0 

+  0,00159 
-0,0044*8 
+0,00664 

+0,00157 
—0,00098 
—0,00068 

—0,00040 
-0,00212 
+0,00151 

+0?00074 

+0,00350 
—0,00758 
+0,00744 

0,4,0 

*  < 

+0,040 
+0,019 
—0,08137 

—0,004 
+0,002 
+0,00272 

+0,00443 

-0,001 

+0,035 

+0,021 

—0.07422 

—0,017 
+0,006 
+0.013 

—0,004 
+0,002 
+0,002 

+0,002 

—0,001 

—0,022 
+0,008 
+0,017 

0,-1,-4 

—0,023 

+0,01555 

+0,010 

—0,007 

+0,00294 

+0,004 

—0,001 

+0,00348 

+0,001 

—  0,003 

~O,034 
+0,02197 
+0,015 

0,0,-4 

+0,04892 
—0,21782 
+0,33791 

+0,05057 
—0,02903 
—  0,02338 

—0,01070 
—  0,03332 
+  0,00777 

+0,02610 

+0,1  4489 
—  0,28017 
+  0,32230 

0,4,-4 

+3,029 
+4,417 
—5,19546 

-0,427 
+0,058 
+0,06590 

-0,006 
—0,054 
+0,12672 

-0,049 

+2,847 
+  1,121 
—  5,00254 

0,8,-4 

—0,728 
+0,331 
+0,623 

—0,458 
+0,078 
+0,077 

+0,004 
+  0,001 
+0,101 

—0,080 

—0,962 
+0,410 
+  0,801 

0,3,-1 

—0,086 
+0,045 
+0,036 

—  0,047 
+0,010 
+0,006 

+0,009 

-0,008 

-0,411 

+0,055 
+0,051 

0,-4,-2 

—0,002 
+0,0008 
0.000 

+0,0002 

+0,0002 

-0,002 
+0,0012 
0,000 

0,0,-2 

+0,0036 

— u ,  U  1  1  •  J 

+0,0168 

+0,0036 

\J  .  \ß  \ß  f,  £ 

—  0,0014 

—0,0006 
—0,0004 

+  0,0019 

+0,0085 

 0  0154 

+0,0(50 

0,4,-2 

+0,154 
+0,061 
—0,2577 

—0,054 
+0,027 
+0,042 

—0,008 
+0,005 
+  0,0036 

—  0,003 
+0,0080 

—0,003 

+0,143 
+0,063 
-0,2461 

0,2,-2 

—  0,015 
+0,006 
+0,006 

+0,008 

-0,006 

—0,075 
+0,033 
+0,056 
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6. 

0,3,-2 

.  - 

-0?007 
+0,003 
+0,003 



— 0J002 
+0,004 
+0,001 

— 

+0,004 
+0,004 

0,0,-3 

+0,0001 
—0,0005 
+0,0005 

+0,0004 
—0,0005 
+0,0005 

0,1,-3 

+0,005 
+0,002 
—0,0096 

-0,001 
+0,0003 

+0?0004 



+0,004 
+0,002 
—  0,0089 

7. 

0,4,-2 

—0,001 
+0,001 
+0,0016 

+0,001 
—0,0004 

-0,0003 

0,000 
+  0,001 
+  0,0009 

0,2,-2 

+0.0:19 
-0,022 
-0,043 

—0,004 
+0,002 
+0,002 

+0,003 

-0?002 

+0,033 
—0,020 
-0,038 

0,3,-2 

—  0,348 
+0,122 
+  0,321 

+0,004 
-0,002 
—0,002 

-0,004 

+0,003 

-0,344 
+0,420 
+0,315 

0,4,-2 

—0,048 
+0  022 
+0,028 

+0.003 
—0,002 
—0,002 

-0,002 

+0,004 

—0,044 
+0,020 
+0,024 

0,0,-3 

—0,0001 
+0,0046 
+0,0014 

+0,0001 

-0,0002 
+0,0004 

. 

—0,0002 
+0,0047 
+0  0044 

0,1,-3 

+0,118 
—0,122 
-0,1467 

+0,001 
—0,001 
+0,0005 

—0,001 
+0,003 
+0.0006 

-0,004 

+0,117 
—0,120 
—0,4  456 

0,2,-3 

—2,624 
+  1,312 
+2,M2 

+0,005 
—0,006 
—0,001 

—0,013 
-0,019 
+0,014 

+0,043 

—2,619 
+  1,317 
+2,825 

0,3,-3 

+  15,885 
—5,196 
—  16,021 

-0,137 
+0,068 
+  0,069 

+0,003 
—0,016 
+0,467 

-0,443 

+  15,638 
-5,144 
-45,785 

0,4,-3 

+  1,735 
—0,715 
—  1.021 

+0,002 
—0,002 

+0,001 
—0,002 
+0,002 

-0,004 

+  4,734 
—0,717 
—1,021 

0,5,-3 

+0,147 
-0,072 
-0,063 

+0,003 
—0,002 

+0,150 
—0,074 
—0,063 

A4  i 
U,1 ,  — * 

+  U,UUv 

—0,009 
—0,0116 

+0,0003 

+0,0003 

+u,uu» 
—0,009 
-0,0140 

0,2,-4 

—  0,221 
+0,114 
+0,234 

+0,004 
—0,002 
—0,002 

—0,001 
-0,002 

+0,004 

-0,247 
+0,440 
+0,232 

0,3,-4 

+  1,408 
-0,469 
-1,396 

-0,010 
+0,006 
+0,006 

-0,002 
+0,015 

-0,009 

+1,389 
-0,465 
-1,375 
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i1*  'fc)  (»' 
0,4,-4 

+0*4  70 

-0,073 
—0,099 

— 0?004 
+0,002 
+0,001 

+0?003 

—0*002 

+o;i64 

-0,071 
-0,095 

0,2,-6 

—0,012 
-»•0,007 
-♦-0,013 

—  0,012 
+0,007 
+  0,013 

0,3,-5 

-1-0,078 
-0,026 
— 0,077 

.    f\    A  A  fl 

+0,001 

+0,078 
—0,026 
—0,0/6 

U 

-4 

—0,015 
-»-0,007 
-1-0,009 

+0,003 
—  0,003 
—0,002 

-0,004 

+0,003 

—0,009 
+0,004 
+  0,003 

0,5, 

~4 

— 0,009 
+0,005 
+0,007 

+0,006 
—0,003 
-0,003 

-0,003 

+0,002 

—0,001 
+  0,0(12 
+  0,001 

0,3, 

—5 

— 0,062 
+0,044 
+0,033 

+0,028 

—  0,015 

—  0,013 

—0,008 
—0,014 

+  0,017 

—  0,025 
+0,029 
+0,006 

0,4, 

- 

+0,487 
—0,205 
—0,332 

—  0,11 1 
+0,052 
+0,056 

—0,006 
+0,098 

—0,068 

+0,302 
-0,153 
-0,178 

0,5, 

- 

+0,323 
-0,147 
—0.200 

—  0,180" 
+  0,090 
+0,088 

+0,086 

—0,065 

+  0.07K 
-0,057 
—  0,026 

0,6, 

+0,052 
-0,027 
-0,024 

—0,027" 

+0,015 

+0,011 

+  0,008 

—  0,008 

+  0.017 
-0,012 
-0,005 

0,3, 

—0.008    I  +0,004 
+0,006    1  —0,002 
+0,004    1  -0.002 

-0,002 

+  U,UU,> 

n  01*11 
+0,004 
0,000 

0,4, 

—6 

+0.065 
—0,028 
-0,043 

—0,014 
+  0,006 
+0.007 

—0,001 
+0,012 

-0,008 

+0,042 

—  0,022 

—  0,02V 

0,5, 


-6 

+0,050 
—0,023 
-0,031 

—  0,028 
+  0,014 
+0,014 

|  +0,012 

—  0,009 

~+o7oT'3 

—  0,009 

—  0,005 

Ich  mache  darauf  aufmerksam ,  dass  in  den  Ausdrücken  von  T0, 
G0,  22%  und  deren  Differentialquoticnlen,  die  den  Artt.  57,  60,  62  ent- 
nommen, und  in  der  vorstehenden  Berechnung  von  J'T  und  J' 2  be- 
nutzt worden  sind,  der  Factor  k  des  Art.  52  schon  angebracht  ist,  und 
dass  folglich  die  hieraus  sich  weiter  unten  ergebenden  Störungscocffi- 
cienten  die  vollständigen  Werthe  derselben  sind,  die  schon  den  Theil 
in  sich  enthalten,  welcher  durch  die  Rückwirkung  der  Mondslörungen 
der  Sonnenbahn  entsteht.  Dieser  Theil  wird  neinlich,  zufolge  des  zwei- 

Abh.udl.  <l.  K.  8.  r.r.ell«ch.  d.  \\Wn»ch.  XI.  1  6 
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ten  Satzes  des  §  2,  durch  die  Multiplicalion  mit  dem  eben  erwähnten 
Factor  k  vollständig  berücksichtigt. 


248.  (233.; 


9>  9 

nJz 

Jw 

6. 

0,4 

4, 4 

-1-07042 

— 0,056 

-o;'Ooi 

+0,030 

+o;ooi 

—  0,001 

0?000 
+0,029 

—4,0 
0,0 
1,0 

2,0 

+0,281 
+0,562 
+  17,489 
+0,260 

+0,138 
—0,283 
—8,732 
—0,250 

—  0,005 
+0,061 
+0.005 

+0,138 
—0,288 
—8,671 
—0,245 

-4,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -t 

3,  -1 

—0,564 
—  14,692 
-121,368 
—  1,61* 

—0,037 

—0,318 
+0,754 
+56,948 
+1,533 
+0,057 

—0,014 
—0,295 
—0,591 
-0,004 
+0,002 

—0,332 
+0,459 
+56,357 
+1,529 
+0,059 

-i,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

—  0,008 
—0,128 
-0,552 
-0,079 
—0,003 

-0,001 
+0,031 
+0,253 
+0,054 
+  0,003 

+0,037 
+0,018 
—0,007 
—0.001 

—0,001 
+0,068 
+0,271 
+0,047 
+0,002 

0,-3 
J,-3 

+0,004 
+0,042 

+0,003 
-0,016 

+  0,002 
+0,001 

+0,005 
-0,015 

7 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

—0,043 
+0,269 
+0,121 
+0,007 

+0,020 
-0,160 
—0,088 
—0,007 

+  0,001 
+  0,0*8 
+0,036 
+0,002 

+0,021 
-0,442 
-0,052 
—0,005 

0, — 3 
4,-3 
8,-3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+0,018 
-1,115 
—3,122 
+0,625 
+0,020 
+0,002 

+0,020 
+0,537 
+  1,886 
—0,578 
—0,026 
-0.002 

+0,002 
—0,015 
—0.301 
—0,210 
-0,016 

+0,023 
+0,522 
+  4,585 
—0,788 
-0,042 
-0.002 

4,~* 

i,-4 

3,-4 
iL"* 

—0,076 
—0,230 
+0,084 
+0,005 

+0,037 
+0,4*0 
—0,072 
-0,005 

-0,014 

-0,016 
-0,001 

+0,037 
+0,486 

=!.« 

44. 

3,  -5 

4,  -5 

.,  I?:-5 

-0,058 
—0,002 
+0,008 

+0,035 
+0,04)3 
—0,007 

—0,014 
—0,006 
+0,001 

+0,021 
—0,003 
-0,006 
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249.  (234.) 


9<9 

(17)  njz 

Summe 

sin 

sin 

sin 

6. 

0,1 

+0?00008 

+0J00010 

+  0700018 

-«,0 
0,0 
1,0 
9  n 

+0,001 

+0,00209 

+0,009 

-T^U,  UU'J 

+  0,00081 
+  0,003 

+0,001 
+  0,00290 
+0,012 

I   Q  Art"} 

-1,-1 
u, —  1 

1,  -1 

2.  -1 

!iH 

+0,005 

■  a 

+  U,UO  /  o  / 

—  1,047 

—  0,215 
—0,023 

+  0,002 

-t-  vi  , *  OO 

—0,482 
—0,015 
+  0,003 

+0,007 

~t~  lljli  ZZt) 

—  1,529 
—0,230 
—0,020 

-1,-2 

0,-2 

2,-2 

+  0.001 
—  0,0062 
-l-O  OHO 
+  0,004 

■  a  Ana 
-+-  U ,  U  U  ; 

+  11,0(11 
—  0,0060 
■4-0  043 

+0,004 
nihil 

+0,002 
—0,0122 
_i_0  121 
+0.008 

i    A    AA  1 
T  U  ,  IM)  1 

0,  -3 

1,  -3 

—0,0003 
+  0,006 

—0,0004 
+  0,004 

—0,0007 
+0,010 

7. 

1,  -2 

2,  -2 

4,-2 

—0,002 
+  0,006 

^— •  U  ,  1  oo 

—0,015 

-0,010 

*T"  Ut  U  /  O 

+0,006 

— 0,002 
-0,004 
 n  nsrt 

— u , uov 
—  0,009 

0,  -3 

1,  -3 

—0,0006 
-0,004 

—  0,0001 
+0,001 

—0,0007 
—0,003 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+0,003 
+  1,002 
+0,005 
+0.007 

+  0,065 
—0,469 
—  0,039 
—0,002 

+  0,068 
+  0,533 
+  0,056 
+0.005 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

+0,004 
+0,069 
+  0,007 

+0,005 
—  0,031 
—0,003 

+0,009 
+0.038 
+0,004 

3,-5 

+0,003 

L  —0,001 

+0,002 

14. 

2,  -6 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

—0,001 
+0,008 
+-0,(»:i<j 
+0,002 

+  0,001 
—  0,001 
—0,022 
+0,002 

0,000 
+0,007 
+  0,017 
+0,004 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

+0,002 
+0,005 
0,000 

-0,003 
i  +0,001 

+0,002 
+0,002 
+  0,001 

16* 
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9*9 

A 

cos 

6. 

0  4 

VJ  ,  U IF  * 

-1,0 

0,0 
1,0 

+0,001 
-0.453 
—  0,001 

-1,-1 

n   1 

u,  —  1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

+0,009 

.1  -14)» 

+2,681 
—0,032 
—0,002 

-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

+0,002" 
-0.057 

— UjUSo 

-0,017 

0,  -3 

1,  -3 

"—0,002 
—0,009 

7. 

1.  — 2 

2.  -2 

3.  -2 

4;-2 

+0,001 
+0,013 
—0,011 
—0,001 

I  -\ 


0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

V-4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 


2,  -5 

44. 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 


CO» 


+0?017 
+0,148 

—0,762 
+  1,664 
+0,099 
+0,005 

+0,014 
—0,069 
+0,155 
+0,010 
—0,004 

+0,009 

■  •  —  ■  — 


—0,007 
+0,020 
+0,007 
—0,001 
+0,003 
+0.001 


250.  (235.) 


Ys  9> 9 

{\)nJz 

sin 

sin 

(3)  A 

sin 

(1s 

«in 

Summe 

sin 

6. 

0,0,1 

— 0T00O46 
+0,00009 
+0,00044 

— o';oooi9 

+0,00006 
+  0,00010 

—0^00004 
+0,00006 

— 0','00002 
+0,00012 
-0,00014 

-0','00071 
+0,00027 
+0,00046 

0,1,1 

_^-0,0ü2~ 
+0,003 
+  0,00109 

-0,001 
+0,00086 

-0,00040 

+0,00027 

—0,002 
+0,002 
+  0,00212 

1^1,0 

—  0,004 

+0,00255 

+0.003 

+0,00014 
+0  001 

+0,00011 

—0,00123 

—0,004 
+  0,00157 
+0,004 

0,0,0 

—0,01040 
+0,00186 
+0,00729 

+0,0ÖT68 
+0,00403 
-0,00376 

—0,00047 
—0,00761 
+0,00787 

+0,00620 
+0,00596 
—0,00178 

—0,00299 
+  0,00424 
+  0,00962 

—0,028 
+0,056 
+0,05074 

—0,008 
+0,057 
—  0,04952 

+0,004 
—0,002 
—0,00192 

—  0,001 

—  0,076 
—0,07396 

—  0,033 
+  0,035 
—0.07466 
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6. 

0,2,0 

— 0';oi9 
+0.01  i 
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-♦-0,024 
-1-0,066 
■4-0,018 

+0,024 
—0,066 
—0,042 

0  5  —5 
-«,6,-5 
4,4,-5 
2,3,-5 

—0,008 
-4-0,006 
-1-0,002 
-»-0,002 
-4-0,002 

+  0,006 
—  0,002 
—0,004 
0,000 

0,3,-6 
-1,4,-6 
4,2,-6 

-4-0,001 
—  0,002 
0,000 
—0,001 

—0,002 
0,000 

—0,002 

0,4,-6 
-1,5,-6 
4,3,-6 

—  0,010 
-»-0,004 
-»-0,009 

+0,003 

+0,004 
-0,009 

—0,005 

0,5,-6 
-4,6,-6 
4,4,-6 

-0,001 
+0,001 
0,000 
0,000 

+0,001 
0,000 
+0,001 
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9>  9 

— 3oJ2o 

cos 

— 3oJ2, 

cos 

— 3aJ2a 

COS 

HdP 

cos 

NdQ 

cos 

— ZaJl 

COS 

6. 

<U 
M 

+0?0002 
—0,001 

* 

+0'/0002 
—0,001 

0,0 

«,o 

2,0 

-1-0,00737 

—0,054 

-f-0,001 

+0?00189 
+  0,010 
+0,007 

— o;oooie 

+0^00003 

+0,00913 

-0,044 

+0,008 

0,  -4 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -4 

—0,013 
-HO, 4389 
—3,210 
4-0,087 
-1-0,004 

+0,0249 
+0,071 
+0,182 
+0,017 

—0,0023 

-0?0003 
+0,004 

+0,0005 
-0,006 

—0,013 

+0,4617 

—3,141 

+0,269 

+0,021 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

+0,0221 
—  0,162 
-1-0,004 

+0,0008 
+0,014 

—0,0005 

+0,0224 

—0,162 

+0,018 

0,  -3 

1,  -3 

+0,0008" 
—0,006 

+0,Ö0ÖfT 
-0,006 

7 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+  0,002 
—0,022 
+0,089 
+  0,007 

-0,001 
—0,001 
+  0,025 
+  0,006 

• 

+0,001 
-0,023 
+0,114 
+0,013 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+0,0039 

—0,116 

+1,325 

—5,296 

—0,438 

—  0,030 

+  0,0001 

—0,035 
—0,013 
+0,001 

-0,001  ' 

+0,007 

+0,001 

—0,002 

—0,002 

+0,0040 

—  0,116 
+  1,289 

—  5,306 
-0,436 
—0,030 

* 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

-0,010 
+0,111 
-0,446 

—0,037 

-0,003 
—0,026 
—0,007 

+0,001 

• 

—0,010 
+0,108 
-0,471 

14. 

4,  -4 

5,  -4 

+0,004 
+0,002 

+0,004 
+0,002 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

6,  -5 

+0,030 
—0,158 
—0,102 
—0,011 

+0,030 
-0,158 
—0,102 
—0,011 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

+  0,003 
-0,021 
—  0,016 



+0,003 
—0,021 
—0,016 
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0,0 
1,0 

-1,-1 

0,-1 

2.  -1 

3,  -1 


-i-0,oi  :t 

—  0,4389 
+  •{,210 
—0,087 
-0.004 


0,-2 
2  -* 


—  0.04  42 
+0,324 

—  0,008 


3,-2  0,ooo 


+  0,00400 

—  0,015  i 
-0,020  | 

+  0,0085 

—  0,118 

—  0.517 
-0,053 
-4-0,0000 

—  0.010 

—  0,057 

—  0,000 


0,  -3    — O.OOil 

1.  -3;  -»-0,0)8 


_7_ 
!  .  _ 

1.-2; 


—  0,001 
-l-0,04i 
-0,178 

—  0,014 


0,  — 3j  —0,0117 

1,  -3|  -»-0,148 

2,  _3;  —  3,975 

3,  — 3* +  4  3,888 
it_3|  -»-1,314 
5.-3   +  0,090 


-1-0,002 

—  0,070 

—  0,010 


2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 


14. 
i  -4 


3.-5 

.>,  —  .! 

(1,-5 


+0.010 

—  0,  4  4  4 
-»-1,784 
+  0,148 


-0,0003 

-f-  0,03  5 
+  0,005 
-0,003 


-0,oo| 
+  0,001 
+  0.07S 
+  0,031 


-0,009 
-O.OOfi 


3,  -0 

4,  -15 

5,  -fi 


—  0,0X11 
+  0,475 
+  0,30  4 
+  0.034 
-0,01  4 
+  0,073 
+  0,055 


-O'.'OOOCO 
+  0.002 
+  0,003 


■0  009 

■0,0077 

-0,001 


-o;ooooi 


+  0,0007 

—  0,004 

—  0,002 


+o';oooot 


-0,0005 
+  0.004 


—  0.00 10  +0,0001 

—o.ooi 

—  0.003 


-0,001 


+  0,001 

— o.noo 

—  0.021 
-0.01  I 


-0.00.3 
+  0,00  4 


-0,003 


-0.003 
■0.002 


-0,0001 


-0.001 
+  0.001 


+  0,0005 
-0,002 


+  0,00400 

—  0.013 

—  0,017 


+  0,004 

—  (»,3779 
+  3.001 
—0^030 
-0,050 

^-7),0392~ 
+  0,313 

—  0,008 
-0.006 

—  0,0024 
+  0.0IS 


—  0,002 
+  0.044 
-0,255 
-(».030 

—  0,0  I  I  9 
+  0.349 
-3,950 

-»-15,880 
+  1,300 
+  0.090 


+  0.030 
-0.4  43 
+ 1 .859 
+0,109 


—  0.009 

—  0,000 
0,089 

+0.475 
+  0.304 
+  0,03  4 

—  O.Ol  4 
+  0,070 
+  0.057 
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0.  9 

— 3aJ2 

cos 

cos 

— 3oJ2 
cos 

|  »OB 

Slll 

ain 

sin 

3(w) 

6. 

0,1 
0,0 
0,-1 
0,-2 
0,-3 

4-0?0002 

4-0,00913 

4-0,4617 

4-0,0224 

4-0,0008 

o';oooo 

4-0,00239 
4-0,0228 
4-0,0003 
4-0,0002 

4-0"0002 

4-0.0H52 

4-0,4845 

4-0,0227 

4-0,0010 

;  4-0*0005 

4-0,00400 
-0,3779 
—0,0392 
—0,0024 

4-0*0003 

4-0,00439 

4-0,0783 

4-0,0058 

4-0,0002 

4-0?0008 

4-0,00839 

—0,2996 

—0,0334 

-0,0022 

7. 
0,-3 

4-0,0040 

0,0000 

4-0,0040 

-0,0419 

4-0,0004 

-0,0115 
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9.  9 

./fr 

cos 

JfW  I 
sin 

6. 

-07017  j 

-1,0 
0,0 
1,0 
2,0 

4-07017 
4-17,173 
—0,015 
—0,028 

-17,761 
4-0,021 
—  0,028 

-1,-1 
0,-1 

<  -< 

2,  -1 

3,  -1 

4-0,244 

—106,379 
-0,466 
4-0,562 
4-0,017 

-0,244 
4-107,545 
4-0,648 
4-0,590 
4-0,017 

0,-2 

«,-* 

2,  -2 

3,  -2 

-0,295 
-0,041 
—0,119 
-0,017 

4-0,335 
4-0,183  H 
-0,113  ! 
-0,017  1 

0,-3 

4-0,027 

-0,027 

7. 

• 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

-0,042 
4-0,069 
-0,125 
4-0,001 

4-0,042  ! 
—0,069  j 
4-0,427  1 
4-0,011 

9>9 


JfT 


0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

5,-3| 
0,-4 

4,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

14. 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 


-0'/677 
—3,877 
4-8,542 
-0,135 
4-1,089 
4-0,112 


—0,038 
—0,349 
4-0,785 
4-0,291 
4-0,105 


Jf<P 


—0,010 
4-0,066 
—0,010 
4-0,024 


sin 


4-0"677 
4-3,869 
—8,398 
-0,847 
4-1,059 
4-0,112 


4-0,038 
4-0,349 
—0,775 
—0,377 
4-0,105 


•)  — 3«ß  |3»4-3»-,4-i',i 
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9*9 

cos 

cos 

/9q\  /ruf 

cos 

COS 

/'44^  >/» 

IOT  j  Z/r 

 Q«0 

^—  ovue. 

6. 

öTi 

O.O 
0,-4 
0,-« 
0,-3 

— 0J0004 
—0.04023 
-♦-0,0996 
—0,0005 
0,0000 

+o';ooi4 

—0,04747 
-0,6525 
+0,0772 
+0,0037 

+0"0058 
—  0,03749 
-0,7428 
+0,4480 
+0,0040 

+o;'ooo3 

—  0,00665 
+  0,4476 
-0,0086 
-0,0005 

— 0';ooo4 

—  0,00268 
+0,4230 
-0,0102 
-0,0006 

+0?0002 

+0,04452 

+0,4845 

+0,0227 

+0,0040 

7. 
o,-3 

+0,0020 

-0,6627 

+  0,6680 

+0,0046 

-0,0004 

• 

+0,0040 

f.f' 

{Sk)nJz 

sin 

(35)  Jv 

sin 

sin 

d.1X 

ndt 

sin 

6. 

0,4 

0,0 

0,-4 

0,-2 

0,-3 

— 0','0005 

—0,00547 

—0,4733 

+0,0420 

+0,0020 

-0r0003 

—  0,00263 

—  0,4926 
+0,01 46 
+0,0046 

+0','0008 

+0,00839 

-0,2996 

—0,0334 

—0,0022 

070000 
+0,00029 
—0,6655 
—0,0098 
+0,004  4 

7. 

0,-3 

-0,0020 

+0,0049 

-0,04  4  5 

-0,0076 

*  9 

cos 

uJX 

cos 

cos 

6. 

0,4 

0,0 

0,-4 

0,-2 

0,-3 

+0;0066 

—0,06240 

-0,5406 

+0,4986 

+0,0076 

0?0000 

—  0,00256 

—  0,7504 
—0,0052 
+0,0005 

+070066 

—  0,06496 
-4  ,2940 
+0,4934 
+0,0084 

7. 

0,-3 

+0,0425 

-0,0029 

+0,0096 
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9*9  ; 

cos 

- 

cos 

(\0)n./z 

cos 

(II)  .  /*' 

cos 

cos 

Summe 

OOS 

r».  | 

0,1 

1.1 

-o,05«i 

A  "  t  \  1 1  A  1 

—  0,01101 

1 
i 

IVA A  l  ti 

-0,001  , 

i  AAO 

+  o.oozu 

..'! 

•\l  L'.l 

—  (•  r  U'i  <  t» 

—  0,0*7 

-1,0 

0,0 

1,0 

2,0 

~+7)~003 
-1-0, 02  3  So 
-»-0,1(57 
+  0,0zo 

+  0,00134 

—  0,003 

—  (1 .  UM  1 

+u,uox 

+  O,033J2 
—  0.01  1 

i  a  ni  'i 
+  0,0  \  o 

—  0,002 

—  0,01  20? 
+  0, 126 

■    A   A  1  O 

+  0,01  z 

—  0','00004 

+  0.009 
+  0,047N3 
+0,279 

.   A  A£A 
+U,UOv 

-1,-1 

n  l 

3.-1 

+  0,  0(51 

+  0,389 

—  0.034 

—  0.003 

-f-  Iii  MIO  z 

+  0.017 
+0,008 
+  0.001 

+  lV;¥l6_ 

■+-  1  j  llnOU 

+  1,701 
+  0,336 
+  0,033 

—  0.024 

II  C  1  1  1 

—  0 , 0  1  1  1 

-1,217 

—  0.010 
+  0,003 

.   f\  AAA7 

-  ■ 

+  0.036 

+  1  ,  i  UZ"' 

+  1,180 
+0.271 

+0,036 

-1,-* 

0,-2 

2.  -2 

3.  -2 

—  0.007 
-0,1377 

—  0,  zz>) 
— 0,033 

—  0.000 

-0,0017 
+  0.001 

-0,002 
-0,1346 

—  U,  1  5  z. 

—  0,030 
-0.003 

+o,oo^r 

+  0,0731 
+  o ,  u  i  o 
-0,012 
-0,001 

1 

—  0,006 
-0,2180 

Ä  'IM 

—  o,n » 
-0,101 
-0,013 

0,-:« 

-0,0068 
-0,007 

+  0,0002 

—  0,0047 
-0,013 

+0,0028 
+  0,004 

— —  

—  0,0085 
-0,018 

7. 

1,-2 

o   ■* 

-  >  *• 

•j   j 

■  > ,  — 

-»-0,003 
-1-0. 196 

+  0,000 

+  0.1)06 

+0,002 
+  0,001 

+  0,000 
+  0,170 
+  0,200 
+  " .  0  -  » 

+  0.004 
+  0.098 
+  0,073 
+  1 ',1)111; 

1 1 

"  — 

+0,018 
+  0,466 
+0,  432 

+  U, \l-iO 

0.  —  3 

1 .  —  3 

2.  -3 

3.  -3 

4.  -3 

5.  — 3 

—  0,0030 
+  0.017 
-1.143 
—0.020 

—  0,033 

—  0.003 

—  11,0007 

 0,007 

-o!o06 
-0,002 

—  0.0041 

—  0.0*13 
-1.170 
— 1 .034 

—  0.  133 

—  0.010 

+  0,00*6 

—  0.030 
-0.6*6 

—  0.S38 

—  0,033 

—  0,001 

-0,007* 

—  0,113 
-2,036 
-2,714 

—  0.223 
— 0,0U 

—  0,005 
— OJ  45 
-0,194 

—  0,015 

1  —  4 

3,  -1 

4,  -4 

0  000 
—  0.033 
;  — OJltO 
-0.001 

-1-0  IHM 

-0,002 

—  0,060 
-0.121 
-0,011 

—  0.028 

—  0.033 
,  —  0.003 



— 

"  2.-3 
3, -3 

-0,002 
—  0,001 

-0,001 
-0,004 

-0,001 
-0,001 

-0,004 
-0,006 

Ii. 

3.  -5 

4.  -3 
3,  — .") 

;  -0,030 
+  0.031 
+  0.04  1 

—  0,006 

—  0,007 

—  0.003 

-0,037 

—  0,0'iO 

—  0.007 

-0.032 

—  0.023 

—  0,002 

1 

-0,143 
—  0,048 
+0,020 

i.-i 
■'>,-• 

—  O.O0-. 
+  0.006 
+  0.010 

—  0,0i)6 
-0,008 

—  0.003 
-o,003 

-O.00I 

-0,014 
-0.O03 
+  0,00«.» 
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9*9 

sin 

sin 

i\i)nJz 

(1  5)  Jp 

Summe 

sin 

X.  , 

.............. 

sin 

6. 

0,4 
M 

+o?oo32 

-1-0,026 

+o;*ooof 

— o;oo2< 

+  0,005 

+o;oo<2 

+0,031 

-4,0 
0,0 
4,0 
2,0 

+0,003 
-0,03187 
-0,476 
-0,036 

+0,00293 

+0,003 

+0,004 

+0,007 
+0,04492 
+0,093 
+0,004 

-0^00409 

<"   .  i  + 

+0,004 

+0,010 
+0,01189 
-0,080 
-0,027 

-1,-4 
0,-4 

1  »-1 
«,-4 

+0,124 

-1-4,4855 

+0,523 

+0,404 

+0,044 

-0,0064 
-0,017 
—0,040 
-0,004 

—0,016 

-1,4548 

—2,878 

—0,642 

-0,078 

+0,004 

+0,0264 

+0,004 

—0,026 

-0,002 

+0,100 

+0,0540 

-2,371 

—0,544 

—0,070 

<,-2 

8,-2 
3,-2 

-0,045 

-0,4270 

+0,420 

+0,0 1  z 



-0,0024 
-0,002 

*  ». 
*  i  a 

+0,0832 
+0,144 
+0,044 
+0,007 

+0,0004 

—0,015 

-0,0461 

+0,262 

+0,401 

+0,019 

0,-3 
4,-3 

-0,0069 
-0,002 

+0,0002 

+0,0039 
+0,044 

—0,0028 
+0,042 

7. 

4,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+0,003 
—0,201 
—0,405 
—0,040 

—0,002 
—0,004 

—0,010 
-0,162 
-0,325 
-0,044 

"■  t 

i 

-0,007 
—0,365 
-0,434 
—0,054 

0,-3 
4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

—0,0058 

—0,009 

+4,464 

+0,682 

+0,092 

+0,008 

—0,0045 
-0,007 
—0,006 
—0,002 

+0,0042 

+0,087 

+  1,141 

+2,076 

+0,273 

+0,028 

+0,0002 

•       1  i 
A  AAJ 

—0,001 

1 

1 

—0,0029 

+0,071 

+2,206 

+2,75!) 

+0,365 

+0,036 

A  A 

3,-4 

0,000 
+0,060 
+0,036 
+0,003 

+0,001 
+0,002 
+0,001 



+0,005 
+0,058 
+0,149 
+0,022 

:  i 

+0,006 
+0,420 
+0,185 
+0,025  i 

2,  -5 

3,  —  5 

+0,003 

■    A    A  A  I 

+  0,001 

+0,003 
+U,UU1 

(4. 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

+0,057 
—0,067 
—0,057 

+0,006 
+0,007 
+0,003 

+0,060 
+0,085 
+0,010 
+  0,005 
+0,011 

•    ' 1  i 

+0,123 
+0,025 
—0,044 

5,-6 

+0,006 
-0,009 
— 0,013 

.   1  ^ 

+0,011 
+0,002 
—0,013 

(•  \  -  .  i     |                                                                                                                                              .  i  | 
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1 

.</,  </ 

1  \  •  ,1p 

Di  ff. 

h 

—  V.  /If- 

r\:<r 1 
liiii.  1 

m.i 

ins 

ens 

<•«"» 

 1 

v» > 

1 

1 

f  f 

0,1 

+o':0O7 

+  5 

+o',*oo:i 

— o';ooi 

+0:002 

—3 

M 

—  0,011 

—  25 

+  0,0  IS 

+  Or001 

+  0,019 

+  n 

+  o,29o 

-9 

+  0,145 

* 

+0,005 

— 7 

0,0 

-i-o,:*  Iii 

+  240 

—  0,210 

— 0» 

-72 

1,0 

+  t7,:,oo 

—  77 

—  S,7I3 

—  0,061 

-H, 

774 

+  42 

2,0 

+o,?:>9 

+  1 

—  0/242 

— 0.00» 

-0,247 

—  3 

-1,-1 

0 

—  0,325 

+  0,014 

— 0,341 

ll  «i*  ' 

0,-1 

-  1  i ,  400 

-202 

+  0,.i24 

+0,295 

+0,819 

||^65 

1 ,  —  1 

—  1  Z  l  ,.}.)•> 

—  i.i 

+  U ,  1 

+  36, 

»29 

■  IQ 
+  1  V 

-\- 1 

—  I.Ol«» 

—  .'i 

+  1.525 

+0,004 

m 

+4 

3.-1 

-o,o;i7 

0 

+o,05s 

-0,002 

:J; 

^4-!_ 

- 1,-2 

 •-  _ 

—  0,00'» 

+  1 

— 0,003 

—0,003 

+  2 

o,—  2 

-0,1  i7 

+  10 

+  0,070 

—  0,037 

+  0,033 

—  2 

—  0,5  02 

+  10 

+  0,270 

—  0.0  IS 

+  0,252 

+4 

r,  —  z 

—  II, OKI 

+  2 

+  0,  (MM 

+  0,iMf  / 

+0,057 

1 

—  * 

rt  nur. 

 II , 1 M lt> 

■  '» 

 » 

.    l>    All  1 

II ,  Ulli 

■+  U  ,  IM»  1 

+0, 

005 

 ^ 



ü ,  —  :t 

—  0,007 

+  1 1 

+  0.003 

—  0,002 

+0,004 

1,-3 

+o,o4l 

+  1 

—  0.015 

—  0,001 

-0,016 

7 . 

ilV 

,i+ 

1,—  i 

—  0,0.5s 

—  .1 

+  0,021 

—  0,004 

+0,020 

0 

2,-2 

+  0,272 

—3 

-0,1  1  4 

—  0,018 

—  0,162 

+2 

3,-2 

+0,123 

-2 

—  0.052 

—  0,030 

— 0,08S 

0 

4,-2 

+  0,00«) 

-2 

— 0.007 

—  0,002 

—  0,009 

+  2 

0,-3 

-0,002 

+  20 

+  0.000 

—  0,0(>2 

+  0,007 

+  U 

1,— 3 

—  4,002 

-23 

+  0, 100 

+  0.015 

.    A   fil  l 
+  ")<J«  • 

+23 

S,  — 0 

■>  IUI 

+  JZ 

+  1 ,  h\f\l 

■  (\  'in  i 
+  0,,l0  1 

+  4, 910 

4  1  ,  *" —  •> 

_i_  i 

 ii  7<)0 

l  r  j  4  ,<M  * 

-1-0  •»10 

—0,580 

+2 

V  '«1 

+  'I ,  "  1  r> 

■  J 
-f-  - 

 (t  Uli 

-l-O  0  1  R 

..  _ 

-0,025 

_l 

■ 

•>,  —  0 

-f-  II  ,  I.M»  1 

i  .1 
T  1 

 o  00J 

- 

0 

1,-4 

—  0.000 

—  1  0 

+  0,01.*'» 

+0,035 

+* 

T,  —  * 

—  \i , z  z .' 

 4 

•^11  ,  1  vll 

-i_  0   (t  1  k 

+0,4  40 

A 

V 

3  —\ 

+  0.078 

+  0 

— o^oso 

+  0,016 

-0,070 

—2 

*.  —  • 

—  0  00'» 

-1-0  001 

—  0,004 

_i 

2,-5 

—  0,01  2 

+  0,000 

+0,006 

3,-5 

+  0,007 

—  0,007 

9  » 

—0,007 

_u. 

i  1 

TJQ.tW  1 

3,-5 

—  0,0. % 

+  4 

+  0,023 

+0,014 

+0,037 

—2 

4.-5 

—  0,005 

+3 

—  0,003 

+  0,00C 

+0,003 

0 

.'»,-:> 

+  0,007 

+  1 

-o.oor» 

—  0,001 

-0,006 

-4 

3,-0 

"Hö'.oo»; 

+  0  002 

+0,002 

1,-0 

—  0,001 

—  0.001 

—    ^*  <■    '  —  — Ml 

— 0,001 

r.,-o 

+  (».002 

-0.002 

—  0,002  \  — 
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258.  (243.) 


9-  9 

iJx 
~dt 

cos 

%1v 

cos 

(23)«^(24jd^j 

cos     |  cos 

(25)  Jv 

cos 

k 

/± 
h 

cos 

Diff. 

6. 

0,4 
M 

+0?001 
—0,034 

+o;'006  ^ 
+0,036  : 

1 

_0»005  '—  0','002 
+0,002  +0,001 

0?000 
+0,005 

—  2 
—5 

-1,0 
0,0 
1,0 
8,0 

—0,288 
+0,003 
+  47,716 
+0,520 

"+0,289" 
-0,432 

—  47,427 
—  0,484 

+  0;008 
—  0,008 

+0,007  1 
+0,034  i 
-0,254 
-0,024 

+0,018 
-0,047 
—  0,005 

+0,008 
—0,369 
—  0,012 
—0,001 

-7 
—84 
+  11 

—  3 

-1,-4 
0,-1 
4,-4 

3,-4 

+0,601 

+U)/ÖX 

—  443,234 
—3,4  34 
—0,408 

-0,649 
+  1 ,0*7 
+442,676 
+3,050 
+  0,416 

-0,008 
-0,057 
+0,004 
+0,056 
+0,003 

+0,056 
+  1,140 
+2,317 
-0,010 
—  0,008 

+0,006 
+0,488 
+0,894 
-0,009 
—  0,006 

+0,006 
+  .1,.1oU 

+2,657 
-0,044 
—0,003 

+3 

+24 
+  12 
+  4 

-4,-2 

0,  -2 

1 ,  —  X 

«,—2 
3,-2 

-1-0,04  0 
-1-0,024 

-0,454 
—0,047 

—0,006 
+0,439 

+0.099 
+  0.00K 

—0,008 
-0,149 
-0,078 
+0,027 
+  0,003 

—  0,067 
—0,067 
+0,008 
+  0,002 

—0,004 

-0,056 

—0.017 
—  0,004 

+6 
-i 
-1-2 

0 

0,-3 

+0,002 
+0,032 

+0,006 
-0,029 

—  0,006 
-0,006 

-0,002 
-0,193 
-0,449 

—  0,010 

—  0,003 
-0,005 

—0,004 
-0,008 

—  1 
-1 

7. 

4-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

—0,033 
+0,508 
+0,372 
+0,036 

+0,044 

—0,228 
-0,404 
—0,014 

+0,002 
—0,080 
—0,14  3 
—  0,007 

+0,008 
+0,007 
+  0,006 
+0,005 

—  I 
+6 
—  17 
—6 

0,-3 
4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -8 

0,000 

11  Uli 

—5,675 
+  4,738 
+0,069 
+0,004 

+0,047 

.   A  0(1"" 

+  3,217 

—  4,579 
-0,08? 

—  0,004 

+  0,001 
+  0,004 

—  0,006 
+  0,028 
+  4.498 
+0,823 
+  0,062 
+  0,004 

-0,005 
+0,501 
+0,677 
+0,046 
+0,003 

+0,008 

+  U,  1  *  / 

-0,758 
+  4,660 
+0,095 
+  0,007 

+9 

■  t 
+  < 

—  4 
+  4 

+  4 

_2 

—  N 

—  6 

+  4 

 § 

+2 
-4 

i   i 

2-4 

3,  -4 

4,  -4 

—0,394 
+0,242 
+0,042 

T")  UDlf 

+0,252 
-0,172 
—0,010 

+0,004 
+0,058 
+0,063 
+0.006 

+0,021 
+0,048 
+0,004 

u ,  u  z  * 
—  0,063 
+0,454 
+0,042 

2,  -5 

3,  -5 

(  —0,020 
+0,049 

+0,012 
—0,014 

+  0,002 
+0,003 

+0,002 

-0,006 
+0,040 

44. 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

—0,4  47 
—0,030 
+0,034 

+0,046 
—  0,005 
-0,009 

+0,068 
+  0,030 
-0,011 

+  0,026 
1+0,024 
-0,004 

—  0,007 
+0,049 
+0,007 

0 
+  1 

0 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

—0,04  5 
—0,002 
+  0,009 

+  0,003 

—  0,004 

—  0,003 

+  0.0Ö6 
+  0,004 
—0,003 

+0,001 
+0,002 

;-0,002 

—0,005 
+0,003 
+0,004 

+4 

0 

o 

47» 


20  Ü 


P.  A.  Hansen, 


§  20.   Berechnung  der  Mondstörungen  ,  die  den  Ahlheiliingen  8,  9, 

10  angehören. 

Berechnung  der  Erdmasse  und  der  Sonnenparallaxe, 
die  aus  der  Vergleichung  der  Mondslörungen  mit  den 

Beobachtungen  folgt. 

259. 

Die  in  der  Ueberschrift  genannten  Störungen  können  wieder  nach 
der  in  den  beiden  vorhergehenden  §§  angewandten  Methode  berech- 
net werden,  nur  müssen  hier  nicht  nur  die  den  Abtheilungen  4,2,  II, 
etc.  zugehörigen  Störungen  unter  den  Zeichen  ndz,  v,  etc.  verstanden 
werden,  sondern  auch  die,  welche  den  Abtheilungen  3,  4,  G,  7  ange- 
hören, da  die  Verbindung  dieser  Glieder  derselben  Ordnung  geben, 
wie  die  jener.  Die  den  Abiheilungen  8,  9,  10  zukommenden  Störun- 
gen werden  hier  durch  die  Zeichen  nh,  Jv,  etc.  ausgedrückt.  Diese 
Störungen  sind  übrigens  sehr  klein ,  und  dieser  Umstand  erlaubt ,  das 
Verfahren  in  einigen  seiner  Theile  abzukürzen. 

260. 

Es  darf  gesetzt  werden 

J  T=  T0  ■+■  (^)  ndz  +  (2 Tw  —  G.)  v  —  2  ( T0  —  G«  —  2«)  Q - 
+  HdP  +  NdQ 

und  bez. 

J '  T  =  To  +        ndz  +  (3  To  -  C0)  p  -  2  ( T„  -  G0  -  £.)  % 
-h  UdP  H-  NdQ 

Der  erste  dieser  Ausdrucke  muss  für  die  Abtheilungen  3  und  4  von  T» 
angewandt  werden ,  und  giebl  in  Verbindung  mit  den  Störungen  der 
Abtheilungen  6  und  7  die  verlangten  Argumente,  indem  nach  Art.  86 

8.  =  3.  —  6. 
=  4.  -|-  6. 

9.  =  3.  H-  6. 
=  4+7. 

10.  =  _  3.  +  7. 
=  —  4.  -|-  6. 
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ist.  Der  zweite  Ausdruck  von  /i'T  dient  für  die  Abtheilungen  6  und  7 
von  T»,  die  wiederum  mit  den  Abiheilungen  3,  4,  12,  13  der  Störun- 
gen die  verlangten  Argumente,  theils  durch  die  vorstehenden,  theils 
durch  die  folgenden  Gleichungen  geben. 

8.  =  12.-7. 
=  -  13.  +  7. 

9.  =  12.-6. 
10.=     13. —  6. 

Die  Producte  HdP  und  NdQ  sind  wieder  hier  die  Fortsetzung  der  früher 
eben  so  benannten  Producte.  Es  fand  sich 


r>  0, 9 

//To 

sin 

(<) 

sin 

(2) 

sin 

(3) 

sin 

(*) 

sin 

(5) 

sin 

J'T 

sin 

8. 

<w 

0 

-2,50 
-1-3,95 

-0,45 
+0,41 
-0,44 

-0,62 
+0,74 
—0,07 

+0,07 
—  0,02 

-0,34 
+0,83 
—0,14 

+0,35 
+0,28 
-0,98 

-0,99 
—0,26 
+2,32 

0,1,1 

-1-39 
+  13 

—  65,63 

+  10 
-7 
-7,31 

+4 
-1 

-3,36 

+0,05 

+4 

—2 
-2,93 

-6 
+2 

+6,28 

+0,01 
-0,02 

+51 
+5 

-72,90 

0,0,0 

0 

—  0,04 
+0,07 

+  0,06 
—  0,09 
+  0,02 

+0,10 
-0,07 
-0,05 

-0,01 
+0,02 

+0,16 
-0,18 
+0,02 

0,1,0 

+  1 

0 

-1,10 

—2 
+  1 

+0,73 

—  1 

0 

+0,48 

+0,06 

—0,05 

-2 

+  1 

+0,12 

9. 

0,2,-1 

-10 
+8 
+  17 

+2 
-3 
—2 

-21 
+  10 
+  12 

-1 

+2 
-2 

-13 
+5 
+  13 

0,3,-1 

+06 
—32 
—97 

+5 
-1 
-4 

+  1 

—6 
+2 
+6 

-2 
+  1 
+2 

+73 
-20 
-81 

10. 
0,1,-3 

+33 
+  11 
—54,8 

0 
—  1 

-1,1 

+  1 

+0,6 

-0,1 

- 

+  4 
-4,4 

+2 
-1 
+  1,2 

+39 
+10 
-5,86 

0,8,-3 

-2 
+  1 

+10 
-4 

-7 

+5 
-2 

-4  , 

+  13 

-R 
-9 

Um  Platz  zu  gewinnen,  habe  ich  hier  0"001  zur  Einheit  angenommen, 


868  P.  A.  Hanseh.  [26« 

und  die  Producta  der  vorstehenden  Ausdrücke  der  Reihe  nach  mit  (4), 
(2),  etc.  bezeichnet. 

Aus  demselben  Grunde  wie  oben  wird 

.  /  2  =  2.  ■+        „fc  +  2  v„  +  IUP  +  NdQ 

und  bez. 

wo  dieselben  Bemerkungen  gellen.  Hicfür  fimd  sich 


9*  9 

(<) 

(2) 

(3) 

(4)    |  ./\* 

i 

8. 
0,1 

1,4 

—  f  ,80 
+3 

—0,49 

-0,40 

"+ö;öt 

—  0,49 
-4-1 

+0,23 
-« 

—2,05 
+  43 

0,0    j  -0,03 

_-_oLq2 

9. 
3,-4 

-1-32 

-3 

—  2 

+27 

10. 
4,-3 

+  41 

+  41 

wo  die  obigen  Bemerkungen  wieder  gelten. 

261. 

Die  der  weiteren  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Grössen  sind 


J.  9 

M./r 

sin 

Jw 
cos 

vJvo 

cos 

Jv 

cos 

0,4 
4.4 

+  0?084 
+0,760 

-o';oi8 

—0,442 

+o;'006 

+0,003 

— 0','012 
—0,409 

4,0" 

+0,083 

—  0,043 

-0,043_ 

9. 
2,-4 

-0,007 
+  0,008 

+  0,004 
—0,008 

+0,008 
+0.002 

+0,012 
-0,006 

40. 
1,-3 

-0,295 

+0,097 

-0,001 

+0.096 

und  hiemit  ergiebt  sich  zuerst 
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sin 

(18)  Jv 
sin 

Summe 

sin 

8. 
0,1 

i  4 

+  0TO0043 

+  0^00033 

+0^00076 

 0  OOS 

0,0 

"+F,ooo"Tö" 

+0,00002 

+0,00012 

9. 
3,-1 

-0,006 

+0,003 

—0,003 

10. 
4,-3 

+0,006 

+  0,002 

+0,008  I 

woraus  mit  Zuziehung  des  im  vor.  Art.  gefundenen  Werthes  von  J' 2 
folgl, 


0.  9 

A 

cos 

8. 

0,1 

— o;o3i 

u 

+0,014 

0,0 

— 0,ÖÖ9 

9. 

3,-1 

+0,008 

10. 

1,-3 

+0,004  \ 

262. 

Man  bekommt  ferner 


r*  9>  9 

(1)  n  /z 
sin 

sin 

(3)  J± 

sin 

sin 

Summe 

sin 

8. 

0,0,1 

— 0?00138 
+0,00093 
+0,00092 

—  0','00067 
+0,00058 
+0,00017 

+0','00005 
—0,00053 
+0,00052 

+0^00031 
+0,00030 
—0,00011 

— 0','00169 
+0,00128 
+0,00150 

0,1,1 

+0,006 
—0,002 
—0,00123 

+0,002 
+0,101 
-0,00401 

-0,00022 

—0,004 
-0,00380 

+  0,008 
—  0,005 
-0,00926 

204 


P.  A.  Hanskk, 


[564 


8. 

0,0,0 

—0700013 
-1-0,00001 
+0,00008 

— o;'ooooi 

+0,00002 

! 

— o';oooi5 

+0,00015 

+0^00003 
+  0,00003 
—0,00001 

—  O^OOOII 

—  0.00006 
+  0^00022 

0,1,0 

0.000 
0,000 
+M0012 

.—0,00025 

-0,00033 

-0,00016 

9. 

0,2,-1 

+0,001 
0,000 
—  0,001 

+0,001 
-0,001 
-0,001 

+  0,002 
—  0,001 
—0,002 

ü,.l,  — 1 

+  0,019    1  -0,010 
-0,009    1  +0,003 
-0,010    1  +0,007 

+0,009 

—  0,006 

—  0,003 

10. 
0,1,-3 

0,019 
+0,008 
+0,0085 

-0,010 
+0,003 
+0,0069 

+0,0001 

+0,001 
+0,0006 

-0,029 
+  0,012 
+0,0161 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  dem  Werlhc  von  J'T  des  vor.  Art.  er- 
giebt  sich 


JW0 

cos 

sin 

\  rfy«  ; 

cos 

H. 

0,0,1 
-1,1,1 

«,-u 

f+0','029l 
1+0,0339 

;  —0,0010 

—0,0001 
+0,0043 

+0,0371 

..  ..  i 

— o;ooic 
—0,0002 

—0,0043 
-0,0055 

0,1,1 

-1,2,1 
1,0,1 

— Ö7Ö54 
—  0,005 
+  0,893 

+0,834_ 

-0,005 
-0,893 

+o?eo5 

-0,893 

-0,898 

0,0,0 

-1,1,0 
-2,2,0 
1,-1,0 

1—0,00301 
1-0,00581 
+0,00024 
-0,00001 
+0,00024 

— 0,00oTi4 

—0,00002 
—  0,00024 
—0,00002 

•  -|**  -Ri 

0,1,0 
-1,8,0 
M,0 

+0,002 
0,000 
+0,021 

+0,0*3  " 

-i-     7  f  ü 

-0,021 
-0,0*1 

; 

- 
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9. 

0,2,-1 
-1,3,-1 

+0^006 
-0,001 
-0,011 
—  0,006 

— 0^001 

-f-o,on 

+0,010 

+0?001 
+0,011 

+o;oi2  ^ 

0,3,-1 
1,2,-1 

— 0,0*1 

•4-0  005 

-1-0,043 
+0,027 

—0,013 
—0  038  " 

—0,013 
—0,048 

10. 

0,1,-3 
-1,2,-3 
1,0,-3 

—0,013 
—0,012 
— 0,I8H 

—  0.213- 

—  0,012 
+0,188 

+0,176 

+0,012 
+0,188 

+0,200  ~ 

~M,-3 
-1,3,-3 
1,1,-3 
2,0,-3 

—  0,007 
-1-0,002 
■4-0,012 

—  0,005 

+o,o<>2~~ 

+  0,002 
—  0,012 
+0,010 

0,000 

Es  ist  nun  auf  ähnliche  Weise  wie  vorher 

-3aJ'J2  =  —'.la  /'Jlo -3a(d  ^)  nfiz  -GaJl0  v 
-+  IM*  +  mo 

und  bez. 

—3aJ'Jl  =  -3a./'J20— 3a(^«)  uAz  —  9aJ2„  » 

+>  mp   ivao  ' 

und  eben  so 

=  »( V)  +  3(  W  )  •*  +  fi("^)  ' 
-hlIAP  +  mQ 

und  bez. 

=  3(^)  "+"  3(^)  «fc  +  9(--,)  , 

+  ™*  +■  avjo 

und  liienach  wurde  erhalten 


9-9 

— 3<ü20 

;<) 

(2) 

(3) 

(*) 

—3aJl 

CO« 

cos 

cos 

COS 

CO» 

8. 

!    'l  .      li  'i 

0,1 

+5,4 
+  0,0?» 

-0,4 
0,00 

-0,5 
+0,01 

-0,5 

-o,oe 

-1,0  +3,0 
-0,03  I  +0,05 
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ü>9 

(«) 

(2; 

(3) 

(4) 

Kw) 

sin 

sin 

sin 

sin 

«in 

8. 

■ 

0,1 
0,0 

+  5,4 
0 

-1-0,4 
-1-0,06 

+0,6 
+0,07 

-1,3 
— 0,o:i 

+0,{ 
+0.Q3 

+5,2 
+  Q,«3 

V  » 


Ks  ist  hier  die  Bezeichnung  der  Producle  der  oben  eingeführten  analog, 
auch  ist  wieder,  um  Platz  zu  gewinnen,  0?0(M  zur  Einheit  gemacht 
worden. 

In  Bezug  auf  die  Producte  (27)./^-,  (28)  J/T,  (29)         ist  zu 

bemerken,  dass  in  denselben  alle  Glieder  aufgenommen  werden  müs- 
sen, die  die  obigen  Argumente  geben,  also  nicht  blos  die  den  Abihei- 
lungen 8,  9,  10  angehangen,  sondern  auch  die  3,  4,  6,  7  zukommen- 
den; auf  die  Übrigen  Producte  bezieht  sich  diese  Bemerkung  nicht. 
Alle  diese  Producte  wurden  wie  folgt  gefunden, 


9>  9 

(27)^ 

COS 

(28)  jfr 

COS 

(29).  /f'/' 

cos 

(30)  nJ% 

cos 

cos 

—3oJ2 

cos 

8. 

0,1 

0,0 

—0-0004 
—0,00006 

+0';0173 
—0,00288 

-t- 0*0161 
—  0,00322 

+  0,'0003 
—0,0001 1 

+o';ooo4 

-0,00009 

+0*0030 

-1-0,00005 

9-9 

(34)  it./« 
sin 

(35)  Jv 

sin 

sin 

dJX 

ndt 

sin 

8. 

0,1 
0,0 

—  0*001 1 
—0,00015 

— o';ooo7 

—  0,0  000«) 

+0"0052 
+0,00013 

+  0*0034 
-0.000H 

und  hieraus  wie  früher 


9*9 

JS-uJX 

cos 

«./X 

cos 

JS 

cos 

8. 

0~l 

+  0*0367 

— 0;0028 

+0*0339 

0,0 

-0,00631 

-»-0,00050 

-0,00581 

die  oben  in  der  Tafel  für  .7 Wo  angeselv.t  sind. 
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264. 

Die  noch  erforderlichen  Producte  sind  die  folgenden. 


9>9 

cos 

(10)n./z 

cos 

cos 

Summe 

cos 

8. 
0,1 

u 

-0^0482 
-0,018 

+o;oo30 

+  0,003 

+  0^0127 
+0,005 

—070325 
—  0,010 

0.  0 

1,  ö 

+  0,00777 
+  0,001 

+0,000211 

—  0,00189 

+0,00017 
+0,001 

9. 

3,-1 

-+-0,01)7 
-+-0,001 

+  0,008 

+0,010 

+0,011 
+0,003 

+  0,079 
+  0.OU 

10. 

1,  -3 

2,  -3 

—0,028 
+0,007 

-0,011 
-0,001 

+0,002 
+  0,001 

—0,037 
+  0,007 

9>9 

sin                 sin  sin 

Summe 

Min 

8. 
0,1 

+  0','0061 
— 0,02ö 

— 07001 1 

-0,001 

—  0^0002 

+  0700*8 
—  0,026 

"+0,00ÖTl 
+  0,001 

0,0 

..o 

+0,00001 
+0,001 

+0,00015 

-0,00002 

9. 

2,  -1 

3,  -1 

—0,039 
+0,009 

—0,007 
-0,013 

—0,046 
—  0,004 

10. 

1,-3 
*,-3 

+  0,022 
-0,005 

+  0,012 
+0,003 

  -  — 

+0,034 
—  0,002 

265. 

Hiemil  ergiebt  sich  nun  das  folgende  Resultat. 


Digitized  by  Google 


«68  P.  A.  Hansbk,  [268 


tl>9 

nJz 

sin 

Üiff. 

Jv 

—vJw 

Jw 

Diff. 

8. 

0,4 
4,4 

+o;ono 

+0,757 

+3* 

+3 

-O^OOi 
—  0,4  25 

— 0?006 
—0,003 

—07010 

—0,428 

—8 
+  16 

0,0 

_JA. 

+0,0*9 
+0,024 

+  59 

+0,003 
-0,010 

+0,003 
-0,010 

-33 

9. 

2,  -1 

3,  -4 

+0,037 
+0,010 

-44 

-2 

-0,009 
-0,006 

-0,008 
-0,002 

-0,047 
-0,008 

+21 
0 

40. 

4,-3 
8,-3 

—0,32* 
+  0,005 

+29 

+0, 1 36 
-0,004 

+0,001 

+0,437 
-0,001 

-40 

Wegen  der  Kleinheit  dieser  Slörungsglieder  habe  ich  nicht  für  nöthig 
cruchtet,       daraus  zur  Controlle  zu  berechnen. 

266. 

Man  hat  in  der  ersten  Abhandlung  gesehen ,  dass  alle  in  diesem 
und  dein  nächst  vorhergehenden  Paragraphen  berechneten  Slörungs- 
glieder von  dem  Verhältniss       oder  dem  Verhältnisse  der  grossen 

Halbachse  der  Mondbahn  zu  der  der  Sonnenbahn  abhängen ,  und  die- 
sem proportional  sind.  Die  Genauigkeit  dieser  Störungsglieder  hängt 
also  wesentlich  von  der  Genauigkeit  ab,  mit  welcher  dieses  YcrhäUniss 
erhalten  werden  kann.  Nun  hängt  aber  dieses  YcrhäUniss  von  der 
Sonnenparallaxe  ab,  und  der  Werth  dieser  letzteren,  der  bis  dahin  im 
Gebrauch  ist ,  kann  nicht  als  so  genau  bezeichnet  werden ,  dass  er  lUr 
eine  ausreichend  genaue  Berechnung  dieser  Slörungsglieder  dienen 
könnte.  Es  blieb  daher  bei  der  Bearbeitung  der  Mondtafeln  nichts 
weiter  übrig,  als  zu  den  mit  dem  im  Art.  52  vorläufig  angenommenen 

Werlhe  von  J  berechneten  Slörungsglicdern  durch  die  Ycrgleichung 
mit  den  Mondbeobachtungen  den  erforderlichen  Verbesserungsfaclor  zu 
bestimmen,  welcher  zugleich  der  Verbesserungsfaclor  von  ^  ist. 

Für  dieses  Verfahren  ist  noch  ein  anderer  Grund  vorbanden.  Aus- 
ser dem  Factor  J  sind  alle  Grössen,  die  man  zur  Berechnung  der  ge- 
nannten Störungsglieder  bedarf,  mit  mehr  wie  ausreichender  Gcnauig- 
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keit  gegeben,  die  einzige  Unsicherheit,  die  in  den  berechneten  Werthen 
vorhanden  sein  kann,  rührt  also  von  der  Unsicherheil  dieses  Factors 
her,  und  die  genaue  Bestimmung  desselben,  die  durch  Hülfe  der  Mond- 
thcorie  geboten  wird,  bietet  unter  allen  vorhandenen  Mitteln  zur  Be- 
stimmung der  Sonnenparallaxe  eins  der  sichersten  dar.  Schon  aus  die- 
sem Grunde  durfte  die  Bestimmung  dieses  Factors  bei  der  Vergleichung 
der  Mondbeobachtungen  mit  der  Theorie  nicht  unterlassen  werden. 
Der  Hauptcoefficient,  auf  den  es  hiebei  ankommt,  ist  der  der  sogenann- 
ten parailactischen  Ungleichheit,  und  ist  grosser  wie  1  20",  wahrend  die 
Sonnenparallaxe  nur  8"  bis  9"  betragt,  und  hieraus  folgt,  dass  0"1  Un- 
sicherheit in  der  Bestimmung  dieses  Coefficienten  nur  0"007  Unsicher- 
heit in  der  daraus  sich  ergebenden  Sonnenparallaxe  hervorbringt.  Es 
wurde  daher  bei  der  Bestimmung  der  Verbesserung  der  angenom- 
menen Werlhe  der  elliptischen  Kiemente  der  Mondbahn  durch  die 
Vergleichung  der  aus  der  Theorie  berechneten  Mondörter  mit  den 

Beobachtungen  die  von  abhangigen  Siörungsglieder  mit  einem  unbe- 
stimmten Factor  versehen  eingeführt,  dieser  wurde  in  die  Bedingungs- 
gleichungen mit  aufgenommen,  und  nebst  den  übrigen  Unbekannten 
bestimmt.  Zufolge  der  Mondtafeln  $16  ergab  sich  der  Factor,  mit 
welchem  die  genannten  Störungen  multiplicirt  werden  mussten,  um 
den  Beobachtungen  Gnüge  zu  leisten, 

=  1,03573 

und  in  den  Tafeln  selbst  sind  diese  Störungen  auch  mit  diesem  Factor 
multiplicirt  worden.  Nach  Art.  52  ist  bei  der  Berechnung  dieser  Stö- 
rungen 

log  J  =  7,4034757 

angenommen  worden ,  und  dieser  Werth  muss  folglich  mit  dem  obigen 
Factor  multiplicirt  werden.  Hiemit  wird 

log  £  =  7,4187223 

der  Werth  dieses  Verhältnisses,  welcher  sich  mir  aus  der  Mondlheorie 
ergehen  hat,  und  hieraus  erhalt  man  die  Sonnenraasse  (oder  die  Krd- 
masse)  und  die  mittlere  Sonnenparallaxe  auf  die  folgende  Art. 
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«67. 

Man  würde  die  miniere  Sonnenparallaxe  sogleich  aus  dem  vor- 
siehenden Werlhe  von  ^,  bekommen ,  wenn  man  diesen  mit  dem  Wer- 

the  der  Mondparallaxe  für  r  =  a  multtplicirle ,  nilein  man  kann  die  Ent- 
wickolnngcn  auch  so  stellen,  dass  die  Mondparallaxe  gar  nicht  erscheint, 
und  dieses  Verfahren,  welches  übersichtlicher  und  directer  ist  wie 
jenes,  soll  hier  angewandt  worden. 

Bezeichnet  man  wie  früher  die  Erdmas6e  mit  M,  die  Mondmasse 
mit  m,  und  die  Sonnenmasse  mit  m',  so  giebt  das.  beides  auf  den  Mond 
und  die  Sonne  angewandte ,  drille  Keppler'sche  Gesetz 

a'       V  U  M  +  »' 

und  aus  diesem  Ausdruck  isl  zufolge  des  Art.  52  mit  Anwendung  des 
bisher  angenommenen  Werlhes  der  Sonnenmasse,  der  den  Störungs- 
rechnungen zu  Grunde  gelegte  Werth  von  berechnet  worden.  Es 
folgt  aus  diesem  Ausdruck 

"••-**(,+*)  . 

und  wendet  man  nun  den  im  vor.  Art.  gefundenen  verbesserten  Werth 
von  J  an,  und  setzt  wie  früher  m  =  *  >  so  oMt  man 

m  =3 19455  M 

für  die  Sonnenmasse  oder 

mg    TU ' 

St  9* 55 

für  die  Erdmasse,  die  sich  aus  der  Mondtheorie  ergeben  hat.  Dieser 
Werth  ist  beträchtlich  von  dem  bisher  angenommenen  Werthe  dersel- 
ben verschieden. 

268. 

Um  aus  dem  eben  gefundenen  Werlhe  der  Sonnenmasse  die  mitt- 
lere Sonncnparallaxe  zu  finden,  dienen  die  folgenden  Betrachtungen. 
Sei  P  die  Länge  des  einfachen  Pendels ,  welches  auf  dem  Parallel ,  des- 
sen Sinus  der  geocentrischen  Breite  =  Y\  ist»  in  '  Secunden  mittlerer 
Zeil  Eine  Oscillation  ausfuhren  würde,  wenn  die  Centrifugalkraft  nicht 
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vorhandeu  wäre,  D  der  Radius  der  Erde  für  diesen  Parallel,  und  n  das 
Verhallniss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser,  dann  zeigt  die  Dyna- 
mik, dass 

Ii 


ist,  und  hieraus  folgt 


I« 

Nennt  man  aber  7"  die  siderische  Umlaufszcit  der  Erde,  und  wie  frülier 
n  die  mittlere  siderische  Bewegung  derselben,  so  ist,  abgesehen  von 
den  n  und  T  zu  Grunde  liegenden  Einheilen  2*  =  «T,  nennt  man 
ferner  p  die  mittlere  Horizontalparallaxe  der  Sonne  auf  demselben 
Parallel ,  dann  wird  D  =  a  sin  //,  und  hiemit  geht  die  vorstehende 
Gleichung  Uber  in 

, , w  _  o'VT'f  sin  V 
—  kt'D 

Das  dritte  Keppler'sche  Gesotz  gieht  aber 

o'V»  =  V  (M  -h  m  ) 

und  hiemit  wird 


**p  Ä  V  f*pijnr^) 

diesen  Ausdruck  homogen ,  wenn  man  T  in  mittleren  Zeil- 
i,  und  P  und  I)  in  einerlei  Maass,  z.  B.  Metern,  ausdrückt. 
Nennt  man  endlich,  immer  für  den  oben  genannten  Parallel,  P'  die 
wirklich  stall  findende  Lange  des  einfachen  Pendels ,  welches  in  /  Se- 
cunden  mittlerer  Zeit  Eine  Ost illation  vollbringt ,  und  g  das  Vei  hältniss 
der  verticalen  Componente  der  Cenlrifugalkraft  zur  Schwerkraft,  so  ist 

und  für  g  giebt  die  Dynamik  den  folgenden  Ausdruck 

9  =  J4£  cos  V 

wo  tp  die  geocenlrische  Breite  des  Parallels  Überhaupt ,  und  r  die  An- 
zahl von  Secunden  minierer  Zeit  bedeutet,  die  während  einer  Umdre- 
hung der  Erde  um  ihre  Axe  verfliesst. 

269. 

Die  Sonnentafeln  geben 

T'=  31558149'.  t=  86164' 
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und  nach  Bessel  habe  ich  den  Logarithmus  des  in  Metern  ausgedrück- 
ten Aequatoreal halbmessers  der  Erde  =  6,8046271  angenommen.  Da 
ferner  der  Logarithmus  der  Reduclion  dieses  Halbmesser  auf  den  oben 
genannten  Parallel  ss  9,9995166  ist,  so  wird 

D  ~  6370063« 

Für  die  Lange  des  einfachen  Secundenpendel  nehme  ich 

0»99094i  +  0?005176  sin  V 

an,  woraus 

P'=  0*992666  und  /  =  1' 
folgt.  Es  folgt  hieraus 

COS  y  _^  « 
9  338  88»,4*  «»3,1« 

P  =  0m992666  U',M 

'  418,86 

das  sind  die  Zahlenwerthe .  die  ich  immer  in  den  betreffenden  Rech- 
nungen angewandt  habe.  Subslituirt  man  nun  diese  Zahlen  in  die  For- 
mel des  vor.  Art. ,  so  bekommt  man 

p'  =  8:9060 

für  den  oben  genannten  Parallel ,  dessen  Sinus  der  Breite  »  ist, 
durch  Anwendung  des  oben  gegebenen  Reduclionsfactors  auf  den  Aequa- 
lor  reducirt ,  wird  daher  die  mittlere 

Aequatoreal-  Horizontalparallaxe  der  Sonne  a  8?9159 

sehr  nahe  mit  den  Werthen  übereinstimmen«! ,  die  man  in  neuerer  Zeit 
auf  andere  Weise  erhallen  hat. 

270. 

Es  verdient  endlich  noch  untersucht  zu  werden ,  in  wie  weil  der 
Werth  der  Gaussischen  Conslanle  k  sich  durch  die  vorstehenden  Wer- 
the  lindert.  Der  Ausdruck  ist 

^  in 

i 

wo  T  in  railiieren  Tagen  und  M  in  Theilen  der  Sonnenmasse  ausge- 
drückt werden  muss.  Aus  den  Sonnentafeln  ist 

T  =  305,2563582 

und  aus  dem  Art.  267 
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Hiemit  wird  in  1  2  Decimalen 

log  In  =  0,79817  98083  58 
Comp],  log  T'  =  7,43740  22153  47 
log  Yl+M  =  0,00000  06797  42 
log  k  =  8,23508  14039  63 

in  Theilen  des  Kreisradius ,  oder  da  der  Logiirilhmus  des  Kreisbogens, 
welcher  dem  Radius  gleich  ist 

=  5,31442  51331  77 

log  k  =  "^55000  6537T40 

in  Secunden.  Der  Unterschied  dieses  Resultats  mit  dem  Gaussischen 
betragt  374  Einheiten  der  zehnten  Decimalc,  und  ist  also  unerheblich. 

§  21.    Berechnung  der  von  der  Figur  der  Erde  abhängigen 

Mondstörungen. 

271. 

Die  im  §  1 1  ausgeführte  Berechnung  dieser  Störungen  ist  dort  nur 
als  eine  vorläufige  bezeichnet  worden ,  und  es  sollen  daher  hier  die- 
selben durch  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  auseinander  gesetz- 
ten allgemeinen  Methoden  genauer  berechnet  werden.  Es  brauchen 
hiefür  von  der  im  Art.  1  52  entwickelten  Slörungsfunclion  nur  das  con- 
slante  Glied  und  die  von  der  einfachen  Knotcnlangc  abhängigen  Glieder 
aufgenommen  zu  werden  ,  da  die  von  der  doppellen  Knotenhinge  ab- 
hängigen Glieder  zu  klein  sind,  als  dass  das  Producl  derselben  mit  der 
störenden  Kraft  der  Sonne  merklich  werden  könnte.  Auch  von  jenen 
Gliedern  kann  das  mit  cos  (2/h- 2w 6>)  multiplicirtc  Ubergangen  wer- 
den, da  der  CoefGcient  desselben  allzu  klein  ist,  um  Berücksichtigung 
zu  verdienen.  Von  dieser  Slörungsfunclion ,  die  zufolge  der  hier  ein- 
geführten Bezeichnungen  von  nun  an  J'Jl  zu  nennen  ist,  kommen  also 
nur  die  folgenden  Glieder  in  Betracht, 

J'Jl  =     (1  —  |  sin  *«)  (1  —  6  sin  V  cos  *\J) 
—  ^  sin«  cos«  sin 4^(1  — f  sin  V)  cos  ß 
*~  sin  6  cos «  sin  ±J  cos  *±J  cos  (2/4-2«—  6) 
Die  übrigen  Bezeichnungen  sind  hier  wie  a.  ü.  O.,  und  ich  führe  davon 

Abbtndl.  d.  K.  S.  Ce«U«ch.  d.  Wiueuch.  XI.  1  8 
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nur  an,  dass  *  die  Schiefe  der  Kcliptik,  und  9  das  Supplement  der  ty- 
pischen Lange  des  aufsteigenden  Mondknolens  auf  der  Ecliptik  bedeu- 
ten, also 

9  =  n  («  ■+•  tj  —  p)  l  H-  N—K—n 

ist,  wo  M/i  den  Coeflicienten  der  allgemeinen  Priicession  bczeichnel. 

2/2. 

Wenden  wir  uns  nun  wieder  zuerst  zu  den  Bieilenslörungen.  so 
bekommen  wir  wie  früher 

«0./ B  =  (,  _  J  gin        sjn        cos  2|J  cos  J 

■+-  ^  sin  f  cos  *  cos  V  ( '  -  V      V  cos  0 

—  ?£/  sin  t  cos  *  (  I  —  V  sin  »4  J)  cos  (2/+2w— &) 
n0J  C  =  ^  sin*  cos«  (1  —  f  sinV)  sin  9 

—  ™£  sin  *  cos  f  ( 1  —  u  Si„       sjtl  (2/"-4-2to —  0) 

In  diesen  Ausdrücken  inuss  der  Strenge  nach  sowohl  auf  die  Veränder- 
lichkeit von  ms,  r,  ä,  wie  auf  die  von  J,  iV,  K  Rücksicht  genommen 
werden,  die  Störungen  der  letztgenannten  drei  Functionen  können  je- 
doch hier  übergangen  werden,  da  sie  nichts  Merkliches  hervorbringen 
können.  Setzt  man  zur  Abkürzung 


so  wird 


In  diesen  Ausdrücken  sind  zuerst  die  elliptischen  Werlhe  von  f,  r,  k 
und  dann  die  Störungen  derselben  zu  berücksichtigen. 
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273. 

Man  findet  auf  bekannte  Art 
"t  =  — — ,  -4-  3c  cos  q 

'-*(*/■+*— «)  —  *C(f+«—e) 
♦('-»«OSO»**— e) 


A  = 


an 


Vi-»' 
und  hiemit  wird  zuerst 

<  G  l  H 

■ =  [T^T«     |  [iZ -e v  "*"  3<? "  cos  0  I  cos  Ö 

—  \eL  cos  (  0+2  w— Ö) 
-+-  (1  —  f  e')  L  cos  (2^-l-2w—ö) 
H-lc  Leos  (3£-|-2w—  0) 

'J'c*  =  j  jc-iv  +  3e  AT  cos  ^  j  sin  ö 
—       sin(  0+2«— 
+  (  I  —  1^)  L  sin  (20+2w— 0) 
+  Je  L  sin  ;30+2co — 0) 

274. 

Um  diese  Ausdrücke  in  Zahlen  zu  verwandeln ,  setze  ich 
e  =  230  27'  55« .  £  =  0;o624  (I  +  ^ 

wo  ^  ein  Correctionsfactor  ist,  welcher  spater  bestimmt  werden  wird. 
Hiemit  ergiebl  sich 

log  ^  =  7,80394;  log  ^  =  8,52640 

log  4^  =  8,53170;  log  ^~  =  8,52905« 

,/U  =  +  0:006406(l  +  ,«) 
+  0,033808  I 
+  0,0055  cos</P  " 
+  0,0009  cos{  </+2w— 0)  | 

-  0,0337  cos  (2g+2io-e)  (,+,/) 

—  0,0065  cos  (3</+2w— 0)  ) 

18« 


uigiuzeo  uy 


Google 
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+  0';034223  1 

ft  .         J  (  -+-«)  sin  0 

-|-  0,0056  cos  7  P      '  ; 

+  0.0001)  sin  {  Vjf-h2w— I 

—  0,0337  sin  (2//-|-2w—  ö)  j  (1  +  /«) 

—  0,006ö  sin  {%-|-2(.>+6>;  I 

Uni  hievon  zu  J'B  und  ,/'C  überzugehen,  wird  mit  ausreichender  Ge- 
nauigkeit 

.SB  =  SB«  -h  «fe  -4-  .  /'ßu  [-1  +  *  ~3  •+-  «*£  -  I 

^'C  =  .  /'C.  H-  (^)  mte  +  ./  C„  [(1  +  rj- 3  +      —  1 
indem  die  von  r)P,  <)Q,  M'  abhängigen  Glieder  hier  unmerklich  sind. 

Die  Ausdrücke  für  ndz  und  findet  man  in  den  Artt.  66  und  69, 
und  da 

(I  -+-  v)-3  =  1  —  :iv  -+-  6*-  —  I  Or*  -f-  etc. 

=  I  —  3u>  +  pi?—  \u*  -+-  etc. 

ist,  so  geben  die  Artt.  66  und  67 

(|  +  l,)-3  _  i  =H_  4| Giro 

—  1 87,2  cos  g 

—  1  I  ö,6  cos  ( —  I , — 1,1) 

—  67,3  cos  (0,-1,1) 
-»-  162,8  cos  (1,-1,1) 

—  41,9  cos  (1,-1,2) 

—  52,7  cos  (2,-1.2) 
-+-  155,1  cos  (0,-2,2) 

-+-  6378,0  cos  (1,-2,2) 
-4-  4654.4  cos  (2,-2,2) 
+  209,0  cos  (3,-2,2) 
-1-  269,2  cos  (1,-3,2) 
-I-  330,4  cos  (2,-3,2) 
-h  18,5  cos  (3,-3,2) 

—  130,7  cos  (1,0,3) 
-I-  8,3  cos  (2,0,3) 

—  16,3  cos  (—1,2,4) 
-21,5  cos  (0,2,4) 

-8,2  cos  (1,2,4) 

wo  in  der  abgekürzten  Bezeichnung  der  Argumente  die  erste  Zahl  den 
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Factor  von  g,  die  zweite  den  von  g\  und  die  drille  die  Abthcilung  be- 
deulet.  Hieraus 


C 


dllij  ndz  =  —  0?00036  cos  (0,2,4; 

—  0,0008   cos  (1,2,4) 

—  0,00030  sin  (0,2,4)  \ 


1  +     cos  6> 


-  0,0008  sia(1.2,4)|(,+'M''sinÖ 


(^r)      =-»-  0,00036  cos  (0,2,4  |     +  ^#,  . 


0,0008    cos  1,2,4  | 


sin  (■) 


.■/'jr.[(i 


-3 


—  0.00030  sin  iO,2,4)  | 

-  0,0008    sin  (1,2,4)  f(*+P)'™° 


./'C0[(l 


-3 


7«; 


-•]- 


-H  OVOOOfßü  (■■ 
-a.  0,000840 
-I-  0,0001  cos  <j 
-h  0,00013  cos  (0,-2.2) 
-I- 0,0011    cos  (1,-2.2) 
+  0.0007    cos  (2,  — 2,2) 

—  0,0008    cos  (2.0,3) 

—  0.0002    cos  (3,0,3) 

—  0,00030  cos  1 0,2,4) 

—  0,0000    cos  (1,2,4) 

—  0.0008    sin  (2,0,3) 

—  0,0002    sin  (3.0,3) 

—  0,00030  sin  (0,2,4) 

—  0,0006    sin  (1,2,4) 

0,000850 
0,0001  cos*/ 
0,00013  cos  (0,-2,2) 
0,0011    cos  (1,-2,2) 
0,0007    cos  ;2,— 2,2) 
0,0008   cos  (2,0.3) 
0.0002   cos  (3,0,3; 
0,00030  cos  (0,2,4) 
0,0006   cos  (1,2.4; 


(!-*-/<)  cos  0 


(1-1-/*)  sin  ö 


(1  ■+•/*)  sin  (•) 
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—  0,0008   sin  (2,0,3) 

—  0,0002  sin  (3,0,3) 

—  0,00030  sin(0 

—  0.0000  sin  ( I 

Aus  den  vorstehenden  Worlhen  wird  nun 


{\  +  /*)  cosö 


.(<  +  /»)  cos  0 


J'B  =  -4-  0','006566  (1+//) 
+  0,034048 
-I-  0,00ö0  cos  g 
-4-  0,00013  cos  (0,-2,2) 
-1-0,0011    cos  (1,-2,2) 
-4-  0,0007   cos  (2.— 2,2) 
-h  0,0009   cos  (1 ,0,3) 

—  0,0345   cos  (2,0,3) 

—  0,0067   cos  (3,0,3) 

—  0,00000  cos  (0,2,4) 
-0,0014  cos  (1.2.4) 
-1-0,0009    sin  (1,0,3) 

—  0,0345    sin  (2,0.3) 

—  0,0067    sin  (3,0,3)     }  (1  +  ji)  sin  9 

—  0,00066  sin  (0.2,4) 

—  0,0014    sin  (1,2,4) 

J'C  =  +  0T035073 

-+-  0,0057  cos  ff 
+  0,00013  cos  (0,-2.2) 
+  0,0011    cos  (1,-2,2) 
-4-  0,0007   cos  (2,-2,2) 

—  0,0009  cos  (1.0,3) 
-4-  0,0345  cos  (2,0,3) 
-4-  0,0067  cos  (3,0.3) 
-4-  0,00066  cos  (0,2.4) 
•4-0,0014  cos  (1,2,4) 
4-  0,0009    sin  (1,0,3) 

—  0,0345    sin  (2,0,3) 

—  0,0067    sin  (3,0,3)     \  (1  -l-//)  cos  0 

—  0,00066  sin  (0,2.4) 

—  0,0014   sin  (1.2,4) 


(l-h/i)  sinö 
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275. 

Die  eben  ermittelten  Ausdrücke  von  J'B  und  .1(1  müssen  nun  in 
die  Gleichungen  (76)  und  (77;  des  Art.  103,  nemlich  mit  Weglassung 
der  hier  nicht  gebraucht  wordenden  Glieder,  in  die  Gleichungen 


d.  IP 


f£  =  (38;  nJz  +  H ) .  In  +  (42) .  IP  -h  (43) .  IQ 


ndt 


(50)  //'H-  ö1)./<? 


.77? 


stibslituirt  werden,  wobei  von  den  numerischen  Wertben  der  Coefli- 
cienlen,  die  in  den  Artt.  211  und  212  gegeben  sind.  Gebrauch  zu 
niiichen  ist.  Der  Strenge  nach  hatten  auch  in  die  vorstehenden  Glei- 
chungen die  mit  lv  und        multiplicirlen  Glieder  mit  aufgenommen 

wei  den  müssen  f  allein  die  Wirkung  derselben  ist  im  gegenwärtigen 
Talle  unmerklich,  weshalb  sie  weggelassen  werden  durften.  Von  den 
oben  angesetzten  Functionen  braueben  auch  nur  die  grösslen  Glieder 
aufgenommen  zu  werden,  und  zu  diesem  Zwecke  setze  ich 

JP  =  /  sin  S  ■  .  IQ  =  A,  cos  Q 

wo  ).  und  ).\  unbestimmte  Coeffirienlen  sind.  Das  grösste  Glied  in  n./z 
könnten  wir  auch  mit  unbestimmtem  Coeflicicnlen  einführen,  allein  es 
ist  einfacher,  statt  dessen  den  im  Art.  170  gefundenen  genäherten  Werth 
—  7'533  sin  S  anzuwenden,  welcher  für  diese  Substitution  jedenfalls 
hinreichend  genau  ist.  Um  nicht  Glieder  verschiedener  Gattung  zu  er- 
hallen, habe  ich  einen  vorläufigen  Werth  von  fi  gesucht,  und  /<=-0,028 
gefunden,  hiemit  wird 

w  /;  =  _7:7o  (!  +  ,,}  sin  G 
Die  Substitution  giebl  nun 

=     85;i6:o .  /«-♦-  orootiso«  •;  i  -+- «) 

14:2;.,  -+•  0';034«4«(H-/r{ 
— 120.2 x,  -h  0,0050  l-h/i,  }cosr/ 

-18;., 


42.i;., 
-4,4;., 

o.ö;., 

-10,2A, 


j  cos  (-1,-1,1) 
j  cos  (0,-1,1) 
jcos(1,-1,1) 
{cos  (1,-1,2) 
|cos  (2,-1.2) 


8,2/,  0,0001 3  (1  -h  /1)  (  cos  (0,-2.2) 
—  156,4a,  +0,0011  (1-h/i)    j  cos  (1,-2,2) 
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+  1 

1 

839:7  A,  -|-  0,0007  (l  +  ii)  I 

COS 

(2,-2.2) 

+  1 

I 

47,2;.,  { 

cos  (3,-2,2) 

+  1 

1 

— 9,0A,  j 

C06 

(1,-3,2) 

+  1 

öl,  6  A,  j 

COS 

(2,-3,2) 

+  1 

3,2  A,  | 

COS 

(3,-3,2) 

+  1 

148,9  A,  +  0,0009(1  +  /«)  j 

COS 

(1,0,3) 

+  !■ 

-844.3A,  —  0,0345  (1+/«)  J 

cos 

(2.0,3) 

+  1 

— 47.2  A,  —  0,0007  (1+//)  ] 

cos 

(3.0,3) 

+  1 

45.7  A,  { 

cos 

(-1,2,4) 

+  j — 848.4/,  —  (1,00006  (l+/.j  j 

cos 

(0^2,4) 

+  |  +74.:», —  0,0014(1+/.)  j 

cos 

(1.2,4) 

+  t 

— 29,1  A  —  0,0005(1  +  /«)  j 

sin 

g 

+  1 

1,0A  { 

sin 

(-< -U) 

+  1 

0,2  A  ! 

sin 

(0,-1.1) 

+  1 

-1,6A                      .  j 

sin 

(V-1-1) 

+  1 

0,8A  { 

sin 

(1,-1,2) 

+  1 

—  10,0A  —  0,0001  (1+/i)  j 

sin 

(2,-1,2) 

+  1 

6,3A  —  0,00001  (1+/<)  ; 

sin 

(0,-2,2) 

ff- 

-I44.4A  —  0,0005(1+/«)  j 

sin 

(1,-2,2; 

+  1 

870.2A  +  0,0057(1+/«)  j 

sin 

(2,-2,2) 

+  1 

48,2  A  +  0.0005(1+/«)  j 

sin 

(3,-2,2) 

+  1 

— 8,2A  j 

sin 

(1.-3,2) 

+  1 

54.1  A  +  0,0004  (1+/0  ] 

sin 

(2,-3,2) 

+  1 

3,3  A  | 

sin 

(3,-3,2) 

+  1- 

-149.6A  +0,0014(1+/«)  j 

sin 

(1.0.3) 

+  1 

850.7A  —  0,0402  (1  +  /«)  | 

sin 

(2,0,3) 

+  1 

47.5A  —  0,0072(1+/«)  ] 

sin 

(3,0,3) 

+  1 

_46,3A  —  0.0002(1  +  /«)  j 

sin 

M.2.4) 

+  1 

858.5A  —  0,00053  (1  +  /<)  j 

sin 

(0,2,4) 

+  1 

— 75,0  A  —0,0011  (1+/«)  ] 

sin 

0,2,4) 

dJQ  , 
ndt  ~~  l 

-24?3A  +0r0351 92(1 +  ,««)] 

120.6A  +  0,0059(1  +  /«)  j 

cosg 

2.8A  \ 

cos 

(-1,-1,1) 

+  | 

-42.7A  | 

cos 

(0,-1,1) 

+4,4A  ! 

cos 

(1,-1.1) 

— 0,5A  j 

cos 

(1-1.2) 

10.4A  +  0,0001  (1+/«)  j 

cos 

(2,-1,2) 

cos  8 


sin  0 
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+ 

j    —  877/  +  0','00013  (1  +  /i) 

}  cos  (0,-2,2) 

-+- 

{     I58.0A  +  0,0016  (1+/<) 

j  cos  (1.-2,2) 

+ 

{— 853,2A  —  0,0050  (1+/*) 

{  cos  (2,-2,2) 

+ 

_47,9A  —  0,0005  (1  +  «) 

j  cos  (3,-2,2) 

+ 

{  9,U 

j  cos  (1,-3,2) 

{  —  52,5a  —  0,0004  (I+/i) 

j  cos  (2,-3,2) 

+ 

|    — 3,3A 

|  cos  (3, — 3,2) 

+ 

{    140,2 A  —  0,0014  (l+/i) 

j  cos  (1,0,3) 

-1- 

j — 850.6A  +  0,0402(1+/*) 

}  cos  (2,0.3) 

+ 

j  —  47,5A  +  0,0072  (1+/*) 

{  cos  (3,0,3) 

+ 

]      45.7  A  +  0.0001  (1+/i) 

]  cos  (—1,2,4) 

+ 

{— 868.3A  +  0,00053  (1  +  /*) 

|  cos  (0,2,4) 

+ 

)      75.7a  +  0,0011  (1+/i) 

i  cos  (1,2,4) 

+ 

|  -29;7;., 

i  sin  0 

|  i,o;., 

}  Sjn  (-1  -1,1) 

{     o,2 ;., 

}  Sin  (0,-1,1) 

|  -1,6/., 

|  sin  (1,-1,1) 

!  0,7/, 

}  sin  (1,-1,2) 

{  -9,9;., 

jsin  (2,-1,2) 

J  6.2A, 

(  sin  (0,-2.2) 

|-Ui,9;., 

j  sin  1,-2,2 

}  856,U, 

j  sin  (2,-2,2) 

|      47,5  A, 

|  sin  (3,-2,2) 

{  -8.0A, 

!  sin  (1,-3,2) 

j  53,2;., 

!  sin  (2,-3,2) 

{  3,3A, 

j  sin  (3,-3,2) 

}    148.6A,  +  0';0009(l  +  «) 

j  sin  (1,0,3) 

+ 

j—844,3;.,  —  0,0345  (1+//) 

}  sin  (2.0,3) 

{  —  47. 2A,-  0,0067  (1+/<) 

|  sin  (3,0,3) 

H- 

}      45,1  A, 

j  sin  (—1,2,4) 

+ 

j— 858,4A,  —  0,00066  (1  +  /*) 

j  sin  (0,2,4) 

+ 

j      74.8A,  —  0,001  4(1+ /i) 

{  sin  (1,2,4) 

sin  9 


276. 

Die  beiden  ersten  Glieder  des  eben  erhaltenen  Ausdrucks  für  d  /P 
bilden  zuerst  für  sich  dio  Gleichung 

0  =-  1 8556t6  Ja  +  0','006566  (1  +,«) 


282  P.  A.  Hansen,  ><* 

woraus 

./«=+0.'07297  M  +  /«) 
folgt.  Da  ferner  aus  den  oben  eingeführten  Ausdrucken  für  .  /P  und./Q 

d^  =  x).  cos  6> ;  "j?  =  -  xh  sin  0 

folgt,  wo 

X  =  «  -I-  tj  —  J) 

ist ,  so  geben  die  vorsiehenden  Differentialgleichungen  ferner 

xA  =  +  t  4','2A,  +  o;o:HGi8  (I  +  /«) 
— .rA,=  —  -i-  0,035192(1+/«) 

Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

nx=  +  69G29" 

und  folglich  in  Theilen  des  Kreisradius 

x  —  -h  0,0040531 

verwandelt  man  auch  die  (loeflicienlen  I  4"2  und  24,'3  in  Theile  üVs 
Kreisradius .  so  werden  die  vorsiehenden  Gleichungen 

+  0T0040531  A  =  +  0'.'0000689A,+  0,034048  (I  +  /«) 
-  0,0040531  A,=  -  0,0001 178A  +  0,035192(1-1-/«) 

deren  Auflösung 

A  =  +  8:'40ß  (1  +  /«) 
A,=  -  8,424  (1  +  /«) 

giebt. 

277. 

Die  eben  gefundenen  Werthe  von  A  und  A,  sind  nun  in  die  übrigeo 
Glieder  der  Differentialgleichungen  zu  substituiren ,  und  diese  zu  inle- 
griren.  Hiebei  ist  zu  beachten ,  dass  der  Coeflicient  x  von  nl  in  dem 
Ausdruck  von  &  viel  kleiner  ist,  wie  die  (loeflicienlen  von  ut  in  den 
Ausdrücken  der  übrigen  Argumente.  Nimmt  man  blos  auf  die  erste 
Potenz  von  x  Rücksicht,  so  findet  man  leicht 

n/dt  cos  {ntit  +  0)  cos  &  =  j  sin       +  0}  cos  <9 

—  ^  cos  {nfil  +  0)  sin  0 

nfdt  sin  («/?/+#)  sin  0  =  —  ~-  cos  (n,V/  +  0)  sin  0 

+  p  sin       +  tf)  cos  O 
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nfdt  cos  {n(tl  +  0)  sin  9  =  j  sin  (nflt  +  0)  sin  9 

■+■  ^  cos  (»,?/  -+-  0)  cos  9 

nfdt  sin  [nßt+6)  cos  ö  =  —     cos  (n/W  ■+■  ö)  cos  6> 

—  £  sin       -+-  0)  sin  0 

Im  gegenwärtigen  Falle  ist  x  so  klein,  dass  man  sich  in  diesen  Aus- 
drücken mit  den  ersten  Gliedern  derselben  begnügen,  oder  mit  anderen 
Worten  bei  der  Integration  9  constant  setzen  kann,  gleichwie  in  der 
Analyse  des  §  17  angenommen  wurde.  Man  bekommt  nun 

JP  =  X  sin  9 

(WO  1 7  cos  g 
+  0,0003  cos  ,2,— 1,2) 
-h  0,0019  cos  (0,-2,2) 
-1-  0,0074  cos  1,-2,2 

—  0.0221  cos  2,-2,2) 

—  0,0009  cos  (3.-2.2.. 
H-  0,0004  cos  1,-3,2 

—  0,0015  cos  '2,-3,2: 
-f-  0,0040  cos  1,0,3) 
■+•  0,0027  cos  (2,0,3 
-f-  0,00 18  cos  3,0,3) 

—  0,0025  cos  —1.2,4 

—  0,2107  cos  0,2,4 
-+-  0,0035  cos  (1,2.4) 
-+-  0,0105  sin  g 
H-  0,0228  sin  (0,-1,1) 
■+■  0,0002  sin  1.  — 1.1 
-h  0.0002  sin  (2,-1.2) 
-f-  0,0016  sin  (0,-2.2) 
-1-  0,0087  sin  (1,-2.2) 

—  0,0180  sin  (2,-2,2) 

—  0,0007  sin  (3,-2,2; 
+  0,0005  sin  (1,-3,2) 
-0,0012  sin  (2,-3,2) 

—  0,0051  sin  (1,0,3) 
-h  0,0000  sin  (2,0,3) 


\+ft)  sin  9 


.  [  I  ■+-/*)  cos  9 


284 


P.  A.  Hansb^, 


;ih-//)  cos  e 


Dies» 


—  0':001  G  sin  (3,0,3) 
-1-0,0022  sin  (— 1,2,4) 
+  0,2138  sin  (0,2,4) 

—  0,0038  sin  (1,2,4) 
JQ  =  A|  cos  6 

—  (MO  1 2  cos  ff 

—  0,0002  cos  2.-1,2 

—  0,0019  cos  1 0,-2,2) 

—  0.0067  cos  (1,-2.2) 
+  0,0188  cos  2,-2,2 
+  0,0007  cos  (3,-2,2) 

—  0,0004  cos  1.-3,2 
-I-  0,0012  cos  (2,-3,2) 
-I-  0,0051  cos  1,0,3. 
-+-  0,0000  cos  (2,0,3) 
-+■  0,001«  cos  (3,0,3) 

—  0,0022  cos  (— 1,2,4; 

—  0,2103  cos  (0,2,4) 
+  0,0039  cos  (1,2,4) 
+  0,0108  sin  g 
+  0,0230  sin  (0,-1,1) 
+  0,0002  sin  (1,-1,1) 
+  0,0003  sin  (2,— 1,2) 
+  0,00 IG  sin  (0,-2,2) 
+  0,0093  sin  (1,-2,2) 
-0,0213  sin  (2,-2,2) 

—  0,0009  sin  (3,-2,2) 
+  0,0003  sin  [ 1,-3.2) 

—  0,0015  sin  (2,-3,2) 
+  0,0040  sin  (1,0,3) 
+  0,0027  sin  2.0.3, 
+  0,00  IS  sin  '3,0.3; 

—  0,0024  sin  (—1,2,4) 

—  0,2193  sin  (0,2,4) 
+  0,0036  sin  (1,2,4) 

Ausdrucke  bedürfen  einer  Verbesserung,  die  dadurch  erhallen 


(1  +  //)  sin  ß 


wird,  dass  man  sie  vollständig  in  die  Differentialgleichungen  substi- 
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tuirl.  stall  dass  oben  nur  das  erste  Glied  einer  jeden  derselben  substi- 
tuirl  wurde.  Auf  die  kleinen  Glieder  kann  hieraus  nur  eine  unmerkliche 
Wirkung  erfolgen,  und  man  kann  sich  daher  begnügen,  jetzl  in  den 
Productcn 

'M  /P+  i'l  ./Q 
und  {diV  ./P-t-  (51} .  /0 

nur  die  Verbindungen  zu  berücksichtigen,  die  die  blos  mit  cos  S  und 
sin  S  mulliulicirten  Glieder  geben.  So  erhalt  man 

in  ~  ...  -h  0;00089i  {\  +  ft)  cos  6> 

in  ^  ...  -4-  0,000899  (1  H-//j  sin  6> 

woraus  durch  die  Integration 

zu;....-h0,'22l 

zu        —  0,222(1  + 

kommt.  Wir  haben  also  vollständig  ^ 

A  =  +  8','627  + 
A,=— 8,646(1+^ 

erhallen. 

278. 

Die  Gleichung  31)  des  Art.  135  wird  hier 

=  Spp  ^0      (f+  •)  +  ^  /P  cos  :/+  *) 

wo  ./*  die  von  der  Figur  der  Erde  bewirkten  Störungen  des  Sinus  der 
Mondbreile  bezeichnel.  Subslituirt  man  hierin  fürcrsl  die  ersten  Glie- 
der von  JP  und  JQ  mit  Anwendung  der  eben  gefundenen  Werthe  von 
A  und  Ai ,  so  erhalt  man 

Js  =  —  8?6 1 8  {■!  +  /<)  sin  (/  +  w  —  0) 

wogegen  die  Beobachtungen 

^  =  -8','382  sin  (f 

gegeben  haben.  Hieraus  folgt  die  Gleichung 

8,618  =  8,382 

woraus 

fl  —  _  0,02738 

folgt.  Substiluirt  man  diesen  Werth  in  die  im  Vorhergehenden  erhalte- 
nen Ausdrücke,  so  wird  erstens 
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0'.'07097 

sehr  nahe  mit  dem  im  Art.  159  gefundenen  Werlhe  Übereinstimmend, 
und  ferner  bekommt  man 

.//>  = 


-+-  8V39I 

0,0017  cos  g 

+  0,0003  cos  {2, 

-+-  0,0019  cos  (0, 

—2,2; 

■+-  0.0072  cos  (1. 

—2,2, 

—  0,021  o  cos  (2, 

— 2,2) 

—  u,uuuy  COS  \o, 

—  z,z 

i    A  AAAt  1 

-|-  u.uuu*  COS  ,  1  , 

—  .J,Z  1 

A  AA  1  £           '  O 

—  U,UU  1  o  COis  Z, 

*J  41', 

— 

-f-  U,UU*u  COs  !  1, 

-J-  U.UUaü  COS  ;  Z, 

A  Q\ 

-+-  U,UO  1  o  COS  v«i, 

U,oj 

—  U,UUz*  COS  '  — 

-l»2,4; 

—  U,Z  1  Ua  COS 

2,*J 

i    A  AA'lt  /in«  '1 
-+-  U,UIM*  COS  J  , 

2,4; 

H-  0,0102  sin  g 

+  0.0222  sin  0, 

-U; 

-l-  0,0002  sin  (1 

-U) 

-+-  0,0002  sin  (2, 

-♦-  0,0016  sin  (0, 

-2,2; 

■+■  0,0083  sin  (1, 

—2,2} 

-0,0175  sin  (2, 

—2,2} 

-  0,0007  sin  (3, 

—2  2) 

•4-  0,0005  sin  (1. 

-3,2) 

—  0,0012  sin  (2, 

-3,2) 

—  0,0049  sin  (1, 

0,3) 

—  0,0016  sin  3, 

0,3) 

■4-  0,0021  sin  (- 

-1,2,4) 

-+■  0,2081  sin  (0, 

2.4) 

—  0,0037  sin  (1, 

2,4) 

sin  9 


cos  0 


JQ=z—  8?409 

—  0,0012  cos*/ 

—  0,0002  cos  (2,-1,2) 
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cos  9 


—  O'JO0 19  cos  (0,-2.2) 

—  0,0065  cos  (1,-2,2) 
-I-  0,0183  cos  (2,-2.2) 
-I-  0,0007  cos  (3,-2,2) 

—  0,0004  cos  (1,-3,2. 
H-  0;00I  2  cos  (2,-3,2) 
H-  0,0050  cos  (1,0,3; 
+  0,0016  cos  (3,0,3) 

—  0,0021  cos  (—1/2,4) 

—  0,2104  cos  (0,2,4) 
-4-  0,0038  cos  (1,2,4) 
+  0,0100  sin  g 
-+-  0,0224  sin  (0,-1,1) 
-+-  0,0002  sin  (1,-1,1) 
•+■  0,0003  sin  (2,-1,2) 
-+-  0,0016  sin  (0,-2,2) 
-h  0,0090  sin  (1,-2,2) 

—  0,0208  sin  (2,-2,2) 

—  0,0009  sin  (3.-2,2) 
+  0,0005  sin  (1.-3,2) 

—  0,0015  sin  (2,-3,2) 
-4-  0,0045  sin  (1,0,3) 
-t-  0,0027  sin  (2,0,3) 
■+■  0,0018  sin  (3,0,3) 

—  0,0024  sin  (-1,2,4) 
-0,2133  sin  (0.2,4) 
-h  0,0035  sin  (1,2,4) 

und  hiemit  durch  die  oben  angeführte  Gleichung  (51) 
Js  =  —  8'.'382  sin  (/*+  w  —  9) 

—  0,011  sin  (w—  9) 

0,011  sin  (<g  —  9'+  w  —  9) 

—  0,01  I  sin  (g  -+-  g'-\-  to  —  9) 

—  0,024  sin  (j  —  cu  +  0) 

-1-  0,022  sin  (    —  2g'+  w  —  2w'-f-  9) 

—  0,231  sin  (  g  —  %g'+(a  —  2w'-f-  9) 

—  0,01  4  sin  (2/7—  2*/'+ 10  —  2w'+  9) 
•4-  0,082  sin  (5  + co  —  W) 


sin  9 
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dessen  letztes  Glied  ich  aus  dem  Art.  139  entnommen  habe,  da  es  dort 
mit  hinreichender  Genauigkeit  erhallen  worden  ist. 

279. 

Zur  Berechnung  der  Lilngenslöruiigen  werde  ich  nun  die  Methode 
des  §  17  anwenden.  Zuerst  ist  I  T  zu  entwickeln,  und  zu  dem  Ende 
setze  ich 

R  =  k  4-  k'  cos  6> -+-  k'  cos  {*[+  2«  —  &) 

wo 

k  =  —      ( I  —  f  sin  V;  1  —  (i  sin  V  cos  2  J  J) 
A-'  =     9-v  sin  e  cos «  sin  £ J  { I  —  f  sin  V) 
—  9^  sin  *  cos  t  sin  \J  cos  5J/ 


ist.  Hiemil  wird 
und 


\~)  =  ~  ir»  U)  ;  r  J  =  Ä 

Substituirl  man  diese  in  den  Ausdruck  des  Alt.  24  für  7V  so  bekommt 
man 

+  „-7^  [cos(/*— y  — 1]}  r  sin(2/-+2w-ö) 

Der  Ausdruck  für  G«  des  Art.  29  giebt,  wenn  man  nur  auf  das  mit  k' 
inulliplicirte  Glied  Rücksicht  nimmt, 

I  G,  =  4-^MJHf }  k"  sin  (2/  +  2a>-  0; 

Sr"  V  <  - 

Ferner  wird 

Entwickelt  man  nun  die  Factoren  dieser  Ausdrücke  nach  bekannten 
Regeln,  so  ei  giebt  sich  mit  ausreichender  Genauigkeit, 
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^ff^  {«  + 4*)  .»(,-,) 

—  3e  sin  g 

■+•  6c  sin  (—  y  +  2<y) 

—  (2c  +  -^c»)  sin  y 

—  (2  +  9e») 

+  (1  +  y«f)  cos  (y  -  g) 

—  1 0e  cos  g 

■+•  -v« cos  (—  y  + 2») 

-l-  '/e  cos  y 

Aa'o  cos  (f—tf  )  .  .  . 
—  y— 1  =  |  COS  /  —  <j 

—  2c  cos  o 

-+-  4c  cos  ( —  y  +  2#) 

■+■  Je  cos  y 

Wendet  man  ausserdem  die  Ausdrücke 


sin 


(2/-+  2*>  -  <9)  =  -  2c  2  (  5  +  2«  -  0) 
+  (l-4 

2' 

an ,  so  bekommt  man  leicht, 


sin 

CO» 

1  (3j/+2w-<9) 


cos 


[k  +  k'  cos  0 


-■^T0  =  —  (2  H-  4eJ)  sin  (y  —  </ 

—  3e  sin  g 
■+•  6e  sin  ( —  y  ■+■  2# } 

—  2c+'tV  sin  y 

•+■  J  e  k"  sin  (         g  +  2w  —  0) 

—  2c  /c"  sin  (— y+2g  ■+-  2w  —  0} 
■+■  Oc    sin  (    y       ■+■  2to  —  & 

-  (2— 5c*  T  sin  (        2Ö  +  2w  — 

4c8)  fc"  sin  (— y+3g  +  2w  —  ©) 
•+-  (|+2cJ)  fe"  sin  (  g     2w  —  0) 

—  Y«*"siD(        3?  +  2w—  fe> 
•+■  Ve  fc"  sin  {— +  2«  —  Ö) 
4- Je  r  sin  (    y+2g  +  2w  — 0) 

Abh.odl  d.  K.  8.  CfMUMb.  d.Wi^Mch.  XI. 
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./'G0  =      £efe"sin(  g+to—9) 

—  J  ek"  sin  {—  y+2g+2<o—  9) 

—  ±  ek"  sin  (  y  -h2« — #j 
4-0  Jc"sin(  20-h2w—  0} 
+        sin  (—,,-1-32-1-2«—  9 

—  J  Tsin(    y+g  -h2w— 6>) 

—  icfc"sin(        3#-t-  2w— 0) 

+  "dfe"  Bin  (_y-4-%H-2W-6»J 

—  t*"sin(    Y+%g+tM— 9) 

./'v«  =  \  ek"&in{  g+Z<o-9) 
-d-^;fc"sin(  2^-«-2w-^ 

—  Jt'fc"sin(         3//+2w— fc>) 

280. 

Um  die  Coeflicienten  der  eben  entwickelten  Functionen  in  Zahleo 
zu  verwandeln,  bedarf  es  vor  Allem  des  numerischen  Werthes  von  ^ 
Im  Art.  274  wurde  angenommen 

ft  =0';0624(1-Hi) 

subslituirt  man  hierin  den  im  Art.  278  gefundenen  Werth  von  /*,  so 
erhalt  man 

£  =  0';060G91 

Hiemit  und  mit  den  bekannten  numerischen  Werthen  der  übrigen 
Grössen  ergiebt  sich 

log  k  =  8,83399n 
log  k'  =  7,95003 
log  k"=  7,95090n 

und  hiemit 

J'T0=  H-0:i3792   siu  {y—g) 
-h  0,007580  sin  y 

-  0,017934  sin  {y-g) 

—  0,00147   sin  g 
+  0,00294   sin  (-/+2</)  f 

—  0,000986  sin  y  \ 

-  0,00025  sin(  9+2a>-0) 
+  0,00098  sin(-y +20+2a>- 9) 


cos  9 
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0 

sin  l 

•&) 

+  0;'(H772 

sin  I 

■  20+2ft>— 

9) 

—  0,02046 

sin 

[— y+3y+2&) — 

9) 

—  0f00303 

sin 

[  </+2w— 

■9) 

+  0,00515 

sin 

(  3j+2<ö— 

■0) 

—  0,00556 

sin 

[ — y  4- 4//-I-2  w— 

■0) 

—  0,00065 

sin 

■6) 

J'Go  =  —  0','00025 

sin 

■6) 

+  0,00082 

sin 

{—y-h2(j+2(o- 

•0) 

-f.  0,00016 

sin  j 

{  r  +2«- 

0 

sin 

!  2g+2(o- 

■9) 

—  0.0  J  489 

sin 

{—y-h'ig+2io- 

•9) 

+  0,00298 

sin 

[    y-h  (j+2o)—&) 

+  0,00123 

sin 

;  3g-*-2(ü— 

0) 

-  0,00418 

sin 

[—y-hlg+2(o- 

•9) 

+  0,00049 

sin 

[  y-h2g+2u- 

•«) 

^'v„=  -  0:00016 

sin 

{          0+2w— 0) 

+  0,00592 

sin 

(  2g+2to- 

•0) 

-1-  0,00114 

sin 

(  3<j+2«»- 

•9) 

281. 

Beim  Uebergange  von  J'To  zu  J'T  wollen  wir  die  drei  verschie- 
denen Gattungen  von  Gliedern,  die  J'T0  darbietet,  von  einander  ab- 
gesondert betrachten.  Nimmt  man  zuerst  die  beiden  ersten  Glieder  vor, 
so  findet  man  leicht,  dass  in  Bezug  auf  diese 

gesetzt  werden  darf,  indem  die  übrigen  Veränderlichen  hier  nichts 
Merkliches  geben  können.   Da  nun 

(1  +  =  1  -  itt"  +  8v> 

ist,  so  erhalt  man  leicht  aus  den  Artt.  66  und  67 
+       —1  —  +5599:8 

—217,7  cos  g 
—  1 4,8  cos  2g 
—154,2  cos  (—1,-1,1) 
—87,5  cos  (0,-1,1) 

19» 
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+220:7  cos  (1,-1,1) 

—56,0  cos  (1,-1,2) 

—71,8  cos  (2,-1,2) 
+207,1  cos  (0,-2,2' 
+8500,8  cos  (1,-2,2) 
+0240,6  cos  (2,-2,2) 
+279,8  cos  (3,-2,2) 

+13,5  cos  (4,-2,2) 
+360,3  cos  (1,-3,2) 
+444,3  cos  (2,— 3,2) 

+25,0  cos  (3,-3,2) 
-175,6  cos  (1,0,3) 

+  10,8  cos  (2,0,3) 

-22,4  cos  (-1,2,4) 

—  29,6  cos  (0,2,4) 

-11,1  cos  (1,2,4} 

wo  ich  mehr  Glieder  angesetzt  habe,  wie  hier  überhaupt  gebraucht 
werden.  Für  die  in  Rede  stehenden  Glieder  von  s/'Tn  brauchen  wir 
vom  vorstehenden  Ausdruck  nur  die  beiden  ersten  Glieder,  subslituirt 
man  diese  und  behalt  nur  das  mit  sin  y  multiplicirte  Glied  bei,  indem 
das  andere  nichts  Merkliches  geben  kann,  so  erhalt  man 

J'T  =  +0:O07713  siny 

Um  sogleich  hieraus  das  Resultat  zu  ziehen,  bemerke  ich,  dass 
von  der  Gleichung  (67)  des  Art.  1 86  nur  die  folgenden  Glieder  aufzu- 
nehmen sind, 

^  =  (5)^  +  ^T 

und  hieraus  4y  so  zu  bestimmen  ist,  dass  das  in  dJW0  mit  sin  y  multi- 
plicirte Glied  verschwindet.  Es  ist  daher  auch  in  dem  Coefßcienlen  (5)  nur 
das  mit  sin  y  multiplicirte  Glied  aufzunehmen,  und  da  zufolge  des  Art.  201 

(5)  =  —  2237 4;8  sin  y 

ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

0  =  -22374;8,/y  +  0?0077l3 

woraus 

Jy  =  +  0'.Ü7I13 
folgt,  sehr  nahe  mit  dem  Art.  159  übereinstimmend. 


Digitized  by  Google 


cos  0 


293]     Berechmng  der  in  den  Mondtafeln  angewandten  Störungen.  293 

282. 

Gehen  wir  nun  zu  den  mit  cos  G  multiplicirtcn  Gliedern  über,  oder 
mit  andern  Worten,  setzen  wir 

./T0  s=  -0;'0 17934  sin  j 
-0,00147   sin  9 
4-0,00294   sin  (— y+2jf) 
—0,000986  sin  y 

Hier  mnss,  um  ./T  zu  erhalten,  der  folgende  Ausdruck  ange- 
wandt werden, 

.  J'T  =  J'Tb  -+-  (*^)  «dz  H-  7T„  i{1  + 1/)-*  -1] 

Der  hier  erforderliche  Diirerentialquotient  nach  <;  wird,  wie  früher,  durch 
direcle  Differentiation  erhallen,  und  für  die  beiden  anderen  partiellen 
DitTercnlialquotieoten  dienen  die  Gleichungen  *) 

\dp)       \dNj  *  sin  W  '    \dQj       \dJ  )  cosf) 

Die  Variation  von  £  können  wir  hier  übergehen.  Da 
ist,  so  bekommt  man 

\  dp  J  SC  sin  | J  '»      '    V  <*(>  /  »sin*./ 

und  es  ist  nun  leicht  die  folgenden  Producte  zu  erhalten, 

nöz  =  -|-0;'00003  sin  {-Y+g-g) 
4-0,00003  sin  (  y— g— g) 
-0,000016 

0,00000  /  sin  (0,2,2) 
-»-0,00007  . 
—0,00001 

-»-0,00019  }  sin  (1,-2,2) 
H-0,00022 
-0,00002 

H-0,00015  \  sin  (2,— 2,2) 
+0,00009  . 


cos  9 
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[894 


—0:00001  1 

+0  00003 

sin  (3  —2  2} 

0  00000 

0  00000 

+0,00001 

sin  (\  —3  2^ 

+0,00001 

0,00000 

+0,00001 

sin  (2,-3,2) 

+0,00001 

0,00000 

0,00000 

sin  (1,0,3) 

-0,000004 

-0:000i84  *m(r—y) 

—0,00004 

sin  a 

+0,00007 

sin  (— y-*-2flN 

—0,000018 

sin  y 

+0,0000301 

+0,00003 

sin  fO  — 2  *) 

0111  ^u,  ->,«-y 

—0,00007 

+0,00002 

+0,00038 

sin  (1,-2,2) 

—0,00041 

—  0,00003 

+0,00033 

[sin  (2,-2.2) 

—0,00029 

—0,00002 

+0,00004 

sin  (3,-2,2) 

—0,00001 

0,00000 

+0,00002 

sin  (1,-3,2) 

—0,00002 

0,00000 

+0,00002 

sin  (2,-3,2) 

-0,00002 

0,00000 

-0,00001 

[sin  (1,0,3) 

+0,000008 

cos  & 
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(-p) ()P  =  —0:0000004 

-»-0,000001  cos(y— g) 

—0,00001  cos(— 

-1-0,000000  cos  y 
0,00000 


—  0,00001 
+0,00001 

0,00000 
-♦-0.00002 
—0,00002 

0,00000 
-1-0,00001 

—  0,000006 
0,00000 

—0,00002 
+0,00002 
— 0,00002 
—0.00001 
+0,00004 
0,00000 
—0,00023 
+0,00023 
+0,00002 

—0,00004  [cos  (1,2,4) 
+0,00001 

-0;000033  sin  {y-g) 
—0,000003  sin  y 

0,00000 
+0,00001  /sin  (1,-2,2) 
—0,00001 

0,00000  | 
—0,00002    sin  (2,— 2,2) 
+0,00002  ] 

0,00000  | 
—0,00001    sin  (1,0,3) 
+0.000006J 


cos  (1,-2,2) 


cos  (2,-2,2) 


cos  (1,0,3) 


cos  (2,0,3) 


cos  (—1,2,4) 


cos  (0,2,4) 


sin  (•) 


cos  9 
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0,00000  i 

H-0,00002 

sin  (2,0,3) 

—0,00002  j 

H-0,00002 

+0.00001 

sin  (— 1,2,4 1 

i  .... 

—0,00004  \ 

0,00000 

+0,0002.3 

sin  (0,2,4) 

-0,00023 

-0,00002 

+0,00004 

sin  (1,2,4) 

—0.00001 

Die  Argumenle  habe  ich  hier  nach  der  oben  beschriebenen  Abkürzung 
hingeschrieben,  aber  es  ist  hinzuzufügen,  dass  ich  die  Facloren  von/ 
weggelassen  habe,  da  sie  sich,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  erhellt, 
von  selbst  verstehen.  Von  jedem  der  drei  Glieder,  die  sich  spater  zu 
Einem  Argument  vereinigen,  hat  das  erste  ohne  Aenderung  das  allen  drei 
beigesetzte  Argument ,  das  zweite  bekommt  —  y  und  dem  Index  von  g 
wird  +1  hinzugefügt,  das  dritte  bekommt  +y  und  von  dem  Index von  j 
wird  -M  abgezogen. 

283. 

Wir  kommen  jetzt  zur  drillen  Gallung  von  Gliedern  in  J'T0,  für 
welche  der  folgende  Ausdruck  angewandt  werden  darf, 

J  T  =  J'T.  ■+■  (*;'•)  .*  +  6P  +  ÖQ 

-h  .  /  Co  [(1-1-  v)  -*  — 1]  +  \J'T9  — .  /'Go|  [{1  +  »)  -  J  - 1] 

welcher  aus  den  Ausdrücken  (17)  des  Art.  43  entsprungen  ist.  Da 

20J  —  0  =  n  (2y  +  a  —  3iy  +/>)  *  +  N +  3tf  + 
ist,  so  wird  hier 

=  c»'8.  argg. ;  =  t^7 

wo  das  Zeichen  cotg.  argg.  bedeutet,  dass  vor  allen  Argumenten  der 
Sinus  in  den  Cosinus  verwandelt  werden  muss. 
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Ich  werde  nun  die  Producte,  so  wie  es  in  den  vorhergehenden  §§ 
geschehen  ist,  tabellarisch  zusammenstellen,  und  der  Kürze  wegen  die 
Glieder  des  vorstehenden  Ausdrucks  in  der  Reihenfolge,  in  der  sie  oben 
aogeselzt  worden  sind,  mit  den  fortlaufenden  Zahlen  bezeichnen,  nemlich 

(1)  =  ./To,  {2;  =  ndz ,  elc. 

Die  Argumente  werde  ich  wie  gewöhnlich  ansetzen,  wobei  zu  bemerken 
ist,  dass  jedes  derselben  den  Zusatz  — &  bekommen  rauss,  endlich 
werde  ich,  um  das  Hinschiciben  der  vielen  Nullen  zu  vermeiden,  in 
den  Coefficienlen  0"00001  zur  Einheit  annehmen.  Es  ergab  sich 


(1) 
sin 

(2) 

sin 

(3) 
sin 

sin 

(5)    \  (6) 

sin  sin 

(?) 

sin 

1. 

0,0,0 
-1,1,0 

r-i,o 

7  7 

• 

-0,0i 

+  1.80 

-2,0 

—0,3 

+  1,80 

-2.0 

—0,3 

+0,01 

— - — 

0,1,0 
-1,2,0 
1,0,0 



+1 

-0,1 

—  1 

+0,2 

9 

Z . 

0,1,-2 

+  1 

+  1 

+23 
—27 
—4 

+23 
-27 
-4 

+7 
—7 
-1 

0,3,-2 

+7 
-7 
-1 

3. 

0,1,0 

-25 
+98 
0 

-1 

-1 

+3 
—  4 
-1 

—1 

+3 
+0,3 

—  1 

-0,4 

-0,3 

0,2,0 

+  1772 
—2046 
—303 

-41 
+8 

+36 

—  H 

—  12 

+8 

—  O 

—6 

0,3,0 

+5*5 
—556 
-63 

+3 
+  1 

+3 
-1 
-1 
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4. 

0,-1,2 

-1 
+  1 

+1 
-1 

0,0,2 

-18,3 

-1,9 

-M 

-0,4 

+20,3 

-4,1 

-1-30 

+2 

+2 

-21 

-6 

+3 

-1-2 

+5 

-7 

+3 

0,1,2 

-46 
+  79 
-»-4 

+  1 
-1 

+1 
-1 

-31 
-1-6 

+  31 
-H 
-10 

Um  J'T  zu  erhalten,  müssen  nun  die  im  Vorhergehenden  erhalte- 
nen einzelnen  Theile  addirt  werden.  Ich  bemerke  hiezu,  dass  unter 
diesen  zwar  eine  Anzahl  von  Gliedern  vorkommen,  die  nicht  unmerk- 
lich sind,  aber  auch  eine  andere  Anzahl,  die  so  klein  sind,  dass  sie  ohne 
Nachtheil  übergangen  werden  könnten ;  es  sollen  jedoch  alle  angesetz- 
ten Glieder  mitgenommen  werden.  Ich  fahre  fort,  0,00001  zur  Einheit 
anzunehmen.  Somit  wird 

JT  =  —  3,61 

+  4,7  cos  (/—</)  — 1841,7  sin  (  y—, 

1     cos//  —152  smg 

—  2    cos{— y+1g)  +302    sin  (—  y+2g) 

+0,4  cos  y  —  100,6  sin  y 

0 

+■3  }  sin  (0,-1,1) 
+3 
+1,41 

+-3  }  sin  (0,-2,2) 
0 

+60  1  sin  (1,-2.2) 
-20  J 
+41 

-8  }  sin  (2,— 2,2) 
-26 
+11 

—  10  j  sin  (3,— 2,2) 
-3  J 


cos  (1,-2,2) 
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+  27 

—98  |  cos  (1,0,3) 
-0,5) 
—  1819 


+2105 
+316 
—  521 
+568 
+65 
-2 
-1 
+4 
+6,3 
-33 
+20 
+  15 
-39 
+  1 


cos  v2,0.3) 


cos  (3,0,3) 


cos  (-1,2,4) 


cos  (0,2,4) 


cos  (1,2,4) 


sin  S 


0 

+3 

—  1 

0 

+3 

—  1 


sin  (1,-3,2) 


sin  (2,-3,2) 


—27  | 

+97  j  sin  (1,0,3) 
+0,9J 
+  1819 


—  2105 
—316 


sin  (2,0,3) 


568     sin  (3.0,3) 


+521  | 
-568 
-65  J 


+2  \ 
+  1 
-4 

-6,3 


sin  (-1,2,4) 


+33     sin  (0,2,4) 

-20  J 

-15  1 

+39  J  sin  (1,2.4) 

-1  J 


cos0 


284. 

Es  wird  spöler  auch  4' 2  gebraucht  werden,  und  in  Bezug  dar- 
auf ist 

J'S—  J'Z0  +  (d-^°)  ndz  +  J'Z  [(1  +  *)-»  —  I  ] 

wo  die  Differentialquotienlen  nach  P  und  Q  eben  so  wie  im  vor.  Art. 
erhallen  werden.  Man  findet 

(^•)W(fc=  -6sin(  29'+2c»'-ö) 
-1osin(!/+2y+2w'-0) 
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.  /'  v„  l(\ +  ,.)-3  _  <  j  _  + 1 2  sin  (2^-1-20,-0; 

+  2  sin  (3</+2w— 6>) 
+7sin(     20+2«'—  ö) 
H- 10  sin  (0+20'+2w'— 0) 
(d-^"jdP=  +  0,0  sin  (-(9) 

-+-  8  sin  ig — 20'+2o, — 2« — Öj 
+  2  sin  (30—  2<?'+2a>— 2w'—  6>) 
—  I    sin  (2//'+2r-)' — 0) 

(^)  W  -  (t?)  " 

und  hieraus  folgt 

./'^  =  -1,2 

-16  cos  (2,-2,2) 
—  4  cos  (3.-2,2) 
+  16  cos  (1,0.3; 
—604  cos  2.0,3 
—  1 1  (>  cos  (3,0.3] 
+  1  cos  (0,2.4) 
+5  cos  (1,2,4) 


sin  S 


+  16  sin  (2,-2.2) 
-♦-4  sin  (3,-2.2, 
—  1 0  sin  1.0.3 
+004  sin  2.0.3 
-1-11«  sin  (3,0,3) 

—  1  sin  (0,2.4; 

—  5  sin  (1 ,2,4) 


,  cos  6 


285. 

Wir  werden  endlich  auch  im  Folgenden  das  im  Ausdruck  von 
— 3  /'aJl  mit  cos  S  mulliplicirte  Glied  gebrauchen,  und  wollen  daher 
dieses  auch  sogleich  entwickeln  und  berechnen.  Durch  die  Ausdrucke 
des  Art.  279  ergiebl  sich  zuerst 


und  hiemit  wird 

-3./OJ2,. 


-  SJ'aJl  =  a^R 


k" 


- -t  cos  e  +  3c  k'  cos  g  cos  0 


und  in  Zahlen 


(«-•V 

— {cW  cos{  </-|-26)— 6) 
\\  _  |e2)  k°  cos  (2</-*-2w— 0) 
+ je  k"  cos  (30+2w— 0) 


cos  0 


-3./W2o  = +895,4 

+1 47  cos  0 
+25  cos  (  0+2«— 0) 
—886  cos  (20+2w— 0) 
—  172  cos  (3//+2m— 0) 
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Da  nun  hier  für  den  Uebergang  zo  —  3./W2  der  Ausdruck  des 
vor.  Art.  mit  der  Ausnahme ,  dass 

^-^W-  -  ^  tR  ar«8 

ist,  angewandt  werden  muss,  so  wird 

-3(^)«dz  =  0cosö 
-3^W2o.[(1-l-*)-»  -  1]  =  +18,1  cos  6> 
-3(^^)(JP=  -0,9  cos  9 

-*(cw)*Q=  +0,8cosÖ 

also 

—S  faJl  =  +  913,4  cos  9 

286. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sind  zufolge  des  §  1 7  zuerst  die  Pro- 
ducte  {Q)JP,  (7)^0,  (\9)JP,  (20)  JQ  zu  berechnen,  und  die  bez. 
Summen  zu  bilden.  Hiebei  sind  die  im  Art.  278  erhaltenen  Werthe  von 
.7Pund  JQ.  nebst  den  in  den  Arlt.  201  und  205  gegebenen  numeri- 
schen Werthen  der  Coefßcienten  {5;,  (6),  (19;,  (20)  zu  Grunde  zu  legen. 
Es  ergab  sich 

(6j</P=-|-39,98 


—  40,4  cos   — g) 
-*-o9  casg 

—  28  cos  -y+2y) 
— 31,1  cosy 


-i-i   cos;- i.-i, 
J 


3,9 


—  4    cos  (0,-1.1) 
0  J 


4-1  CO  sin  (/— g) 
-1-2    sin  g 

—  1  sin  {-r+2y} 
—2,7  sin  y 


+2  1 

-1  Uin(2,-1,ä) 
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+3 

—  1 

—1 

cos  (3,-1,2) 

—0,6 

+i 

cos  (0,-2,2) 

+3 

1 

♦ 

+  154  1 

+2  | 

—  103 

cos  (1,-2,2) 

—1 

sin  (1,-2,2) 

-172  t 

1 

.     -*  j 

—  1869 

—23 

+619 

>cos  (2,-2,2) 

sin  9  +8 

sin  (2,-2,2) 

+  1882  t 

1 

+23 

-156 

"2  1 

+69 

cos  (3,— 2,2) 

+  1 

>  sin  (3,-2,2) 

+69 

+  1  ) 

+8 

—6 

cos  (1,-3,2) 

-10 

—117 

—2 

+40 

cos  (2,-3,2) 

+  1 

sin  (2,-3,2) 

+  115  j 

1 

+2 

—  11 

+5 

cos  (3,-3,2) 

—157 

+  1 

+  109 

cos  (1,0,3) 

—  1 

sin  (1,0,3) 

+  182,9j 

-1,0 

+1897 

-23  | 

—  601 

cos  (2,0,3) 

I 

+7 

I  sin  (2,0,3) 

—  1903  j 

+24  J 

+  158 

-70 

cos  (3,0,3) 

-70 

+50 

—51 

-cos  (-1,2,4) 

-18 
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-42,21 

+3,0 

-1-636 

cos  (0,2,4) 

—  1 

sin  (0,2,4) 

-597  J 

-2 

-112  | 

+45 

>  cos  (1,2,4) 

+85  J 

(7)/Q=+3,16 

—5,3  cos  (/— jf) 

-1216,4  sin  (y-g) 

—  1 

COS0 

-162 

sin  </ 

+  1 

cos  (-y+2fl) 

'  +61 

sin  (— y+2j) 

—0,7  cosy 

+  109,7  sin  Y 

+5  | 

f 

sin(-1,-1,1) 

-2  J 

+0,2 

l 

+0,£ 

! 

0 

cos  (0, — 1,1) 

+32 

|  sin  (0,-1,1) 

o  i 

1 

—29 

1 

^  sin  (1,-1,1) 

+5 

—22 

+8 

-  sin  (2,-1,2) 

+  19 

-2  ' 

—2  ' 

+  1 

•cos  (2,-1,2) 

+2 

►  sin  (3,-1.2) 

+2 

+  1 

-2,4| 

sin  (0,-2,2) 

+  1 

—  153 

—  1 

cos  (1,-2,2) 

+  110 

sin  (1,-2,2) 

-2 

+189 

-24 

+  1828 

+G 

cos  (2,-2,2) 

-606 

sin  (2,-2,2) 

+26 

-1828 
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—  1 

+152 

1 

-hl 

cos  (3,-2,2) 

sin  9  —67 

■  sin  (3,— 2,2)  ■ 

+  1 

—68 

—8 

1 

-6 

sin  (1,-3,2) 

+  11 

+2  1 

+115  ' 

1 

\-  cos  (2,-3,2) 

—39 

sin  (2,-3,2) 

-« 

1 

-111 

+10 

-5 

sin  (3,-3,2) 

-5  | 

H-3 

+153 

—1 

cos  (1,0,3) 

-107 

sin  (1,0,3) 

—3,8 

—179,6 

—24  1 

—  1855 

+9 

cos  (2,0,3) 

+615 

sin  (2,0,3) 

-1-23 

+  1860  J 

—154  | 

+68 

sin  (3,0,3) 

+69 

[ 

—  49 

i 

+49 

sin  (-1,2,4) 

-1-17 

 9  7i 

 ^5 

cos  (0.2,4) 

—623 

sin  (0,2,4) 

+18  ; 

+580  j 

+109  1 

—52 

|  sin  (1,2,4) 

-80  J 

und  hieraus 

+39,53 

—41,0  cos  (/— g) 

—3041,5  sin  (y— g) 

+59 

cos  g 

—312 

sin  g 

-29 

cos  (— y+2g) 

+362 

sin  (— y+2j) 

—31,4  cos  y 

+6,4  sin  y 
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+  1 55 

-150  | 

—  107 

cos  (1,-2,2) 

sin©  -MM 

sin  (1,-2,2; 

—  173 

+  167  J 

—  1939 

+  1846 

+681 

COS  (2,-2,2; 

—606 

sin  (2,  —2,2) 

+  1914 

—  1831 

—  171 

+  161 

+84 

cos  (3,-2.2) 

-76 

sin  (3,-2,2) 

+72  J 

1 

-70 

+2 

** 

+5  | 

—  5  }sin(-1,-1,1) 

+  1 

}cos(-1,-1,1) 

-1 

-2  j 

1 

+u; 

■ 

+0,4 

1 

-4 

►  cos  (0,-1,1) 

+35 

sin  (0,-1,1) 

o  ] 

-26  j 

+4 

-6  1 

-2 

cos  (1,-1,1) 

+3 

sin  (1.-1,1) 

—2 

+5  J 

+22  1 

—20 

-8 

cos  (2,-1,2) 

+7 

sin  (2,-1,2) 

—20  J 

+  17 

+3 

-2 

—  1 

cos  (3,-1,2) 

+2 

sin  (3,-1,2) 

+  1 

-0,61 

+4 

cos  (0,-2,2) 

?, 

sin  (0,  -2,2) 

+3  | 

+8  1 

-8 

•  cos  (1,-3,2) 

sin  B  +9 

[sin  (1.-3,2) 

-10  j 

+  10  j 

—  115 

+  113  1 

+39 

j  cos  (2,— 3,2) 

—35 

|  sin  (2,  —3,2) 

+113 

—  110 

—11 

+  10 

+5 

cos  (3,— 3,2) 

—5 

sin  (3,  —3,2) 

+5 

—5 

cos  S 


•cos  6 


AMi.ndl.  d.  K.  S.  CtiHUrh.  d.  \Vi»«wh.  XI. 
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—127 

+  127  1 

-MO 

cos  (1,0,3; 

-11 

sin  (1,0,3) 

+178,oJ 

— 179,7] 

+54 

— 59  | 

+  1013 

cos  (2,0,3) 

—  1483 

>  sin  (2,0,3) 

—  I5C4 

+  1568  j 

-363 

+367  1 

+  498 

cos  (3,0,3) 

—  500 

sin  (3,0,3) 

—  5 

+* 

+48 

-47 

-;>2 

cos  (-1,2,4) 

+50 

sin  (-1,2,4) 

-«4 

+  13 

—38,6 

+37,3 

+588 

J  cos  (0,2,4) 

-591 

sin  (0,2,4) 

—  .»59 

+558  j 

— 97  1 

+94 

>  cos  (1,2,4) 

—  13 

sin  (1,2,4) 

+84  ] 

-81 

287. 

Man  bekommt  ferner 

(19)  JP=  -10,3 

— 1 9  cos  g 
—1  cos(0,— 1,1) 
—9  cos  (2,-1,2) 
+5  cos  (0,-2,2) 
-102  cos  (1.-2,2) 
+619  cos(2,-i>,2) 
+34  cos  (3,-2,2) 
—6  cos  (1,-3,2) 
+39  cos  (2,— 3,2) 
+2  cos  (3,-3,2) 
+  104  cos  (1,0,3) 
—630  cos  (2,0,3) 
—34  cos  (3,0.3) 
+11  cos  (0,2,4) 


—1  sin  (1,-2,2) 
+8  sin  (2,-2,2) 
sin  #  cos  S 


+1  sin  (1,0,3) 
-8  sin  (2,0,3) 
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(20)  ./Q  =  —1,0 


—  1  cos  (1,-2,2) 
+8  cos  (2.-2,2) 


—  I  cos  (1,0,3) 
+8  cos  (2,0,3) 


und  hiemit 

(19)  JP  +  {20)  JQ-J'±  = 


sin  S 


+  21  sin  q 

-f-7  sin  (2, 

—  4  sin  (0, 

-2,2) 

-H 101  sin  (1, 

 2,2) 

—  607  sin  2, 

-2,2) 

—34  sin  (3, 

—2,2) 

+6  sin  f  1 , 

-3,2) 

—39  sin  (2, 

-3.2) 

—2  sin  (3, 

-3,2) 

—  102  sin  (1,0,3) 
+61  8  sin  (2.0,3) 
+34  sin  (3,0,3) 
-11  sin  (0,2,4) 


-10,1 

—  19  cos  g 

+21  sin  g 

—  103  cos  (1,-2,2) 

•sin<9  +100  sin  (1,-2.2) 

+643  cos  (2,-2,2) 

-615  sin  (2.-2,2) 

+38  cos  (3,-2,2) 

-38  sin  (3,-2,2). 

—  1  cos  (0,-1,1) 

—9  cos  (2,-1,2) 

+7  sin  (2,-1,2) 

+5  cos  (0,-2,2) 

— 4  sin  (0, — 2,2) 

—6  cos  (1,-3,2) 

+6  sin  (1,-3,2) 

+39  cos  (2,-3,2) 

—39  sin  (2,-3,2) 

+2  cos  (3,-3,2) 

sin  9     —2  sin  (3,-3,2) 

+87  cos  (1,0,3) 

—86  sin  (1,0,3) 

—  18  cos  (2,0,3) 

+6  sin  (2,0,3) 

+82  cos  (3,0,3) 

—82  sin  (3,0,3) 

+10  cos  (0,2,4) 

—  10  sin  (0,2,4) 

—5  cos  (1,2,4) 

+5  sin  (1,2,4) 

cos  0 


cos  9 


cos  Ö 
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Endlich  sind  noch  von  den  Produclen  (32)  JP  und  (.13)  JQ  das 
mit  cos  ö,  und  von  den  Produclen  (161. IP  und  (37)  .70  «las  mit  sin  ö 
multipliciite  Glied  zu  berechnen.  Ks  wird 

(32)  .//'  =  +  i  2,0  cos  0 

(33)  ./(>  =  —901,6  cos  0 

folglich  mit  dem  im  Art.  285  ermittelten  Gliede  von  — XJ'aJl 
(32) . //>  +  (33) .  /Q  —HJ'aJl  =  +  24,4  cos  «9 

ferner 

(36)  ^/>  =  +1,50  sin  0 

(37)  .70  =  +26,75  sin  ö 

al  oda  hier  (^)  =  0  ist, 

(36) .-//» +  37)  JQ  +  3(-^)  =  +28,25  sin  «9 

289. 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Functionen  zeigen,  dass  aus- 
ser den  im  §  17  in  Betracht  gezogenen  Gliedern  im  gegenwärtigen  Falle 
noch  andere  nicht  unmerklich  sind ;  es  tritt  also  der  Umstand  ein,  wel- 
cher im  Art.  220  angemerkt,  und  weiter  hin  in  den  Entwickeln ngen 
durchgeführt  wurde.  Es  müssen  nun  zuerst  die  letzt  genannten  Glieder 
auf  gewöhnliche  Art  behandelt  werden,  und  ist  demnach  zuerst  J^\ 
durch  den  Ausdruck 

*^  =  (1 )  nJz  +  (6)  JP  +  (7)  JQ  +  J'T 

zu  berechnen ,  wobei  wieder  der  genäherte  Werth  von  nJz ,  welcher 
schon  im  Art.  275  angewandt  wurde,  nemlich 

nJz  =  —  7:533  sin  0 

zu  benutzen  ist.  Es  ergab  sich 
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2. 

0,2,-3 
-1,3,-3 
-2,4,-3 
1,1,-3 
2,0,-3 

—  1378 
+  4  4:i 

4-1 
+  1388 

+2 

-4  43 
—  2 
+ 1 388 
+  4 

-143 

—  4 
-1588 

—  S 

-2043  " 

-63 
+  13 

+  139 
+  1 

+  13 

-139 
—2 

-13 

—  131) 
-1 

+656 

+  IU7 

+«>0 

— 128~ 

—  156 

0,3,-3 
-1,1,-3 
1,2,-3 
2,1,-3 

-115 
+52 
+  52 
+  44 

—  32 
+  32 
+  88 

-52 
-52 
—  1  *6 

-4 
+  1 
+  3 
+  4 

+  1 

-3 
—  8 

-1 

-3 
—  16 

+33 

+  88  ~ 

-280 

+  4 

—  10 

-20 

3. 

0,1,0 
-1,2,0 
—  2,3,0 

1,0,0 

—  120 
+  1 
+  14 

+7098 
+  6993 

—  1 

—28 
+  7098 

+  7069 

-1 

—56 
-7098 

-142 

+  3 
j  +13 
+71 43 

+3 
+  26 
—7143 

*• 

— 0 
-o2 
-7143 

-7155 

+  7019 

-7112 

-7200 

0,2,0 
-1,3,0 
-2,4,0 

1,1.0 

2,0,0 

-49 
+.!)23 
+  3 
—  1  450 
+  191) 

-523 
—6 
—  1  450 
+390 

-525 
-12 
+  1 450 
-780 

+  29 
+  4110 
+3 
-1529 
+  11)6 

-krr 

+  490 
+6 

+ 1 529 
-392 

-490 
-12 
+  1529 
-784 

-776 

-1591" 

+  133 

+  1633 

+243 

0,3,0 
-1,4,0 
1,2,0 
2,1.0 
3,0,0 

—  120 
+  127 

0 

—  40 
+8 

-127 

0 

-80 
+  24 

-127 

0 

+  160 
—72 

r  -121 

+  8 

+  124 
+2 
+84 
—24 

-124 
+2 
+  168 
—  72 

-31 

-183 

-39 

 -:ÜT 

-36 
-315 
+  14 
+7 

 +l«6_ 

4. 

0,-1,2 
-1,0,2 
—  2,1,2 

—  60 
-327 
+  13 
+  8 

+  327 
—  26 

+327 
-52 
-8 

+267 

-31 5 
+28 
-7 

+  315 
-56 

—  366 

+309 

-350 

-294 

+252 

0.0.2 
-1,1,2 
1,-1,2 

— 241T 
+  485 
+693 

+937 

—  485 
+  695 

—  485 
-695 

-235 
+510 
+664 

+510 
—  664 

—  310 
—664 

+  210 

-1180 

+939  !  -154 

-1174 

0,1,2 
—  1,2,2 

15P.« 
2,-1,2 

-82 
+2 
+328 
+  19 

+  467 

-2 
+528 
+38 

-2 
—  528 
-76 

-81 
+6 
+  509 
+  18 

+6 

-509 
—36 

-6 
—509 
-72 

+  564 

-606 

+  452 

-539 

-387 

Ich  bemerke  hiezu,  dass  die  vorstehenden  Angaben  nur  nähe- 
rungsweise richtig  sind,  indem  bei  ihrer  Berechnung  auf  die  kleinen 
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Glieder  von  n  Jz,  Jv,  ,.•/£-,  die  noch  nicht  bekannt  sind,  keine  Rücksicht 

hat  genommen  werden  können.  Wenn  diese  Glieder  wenigstens  nähe- 
rungsweise bekannt  sein  werden,  so  kann  durch  deren  Substitution  und 
die  daraus  folgende  zweite  Annäherung  eine  grössere  Genauigkeit  in 
denselben  erhallen  werden,  und  es  kann  überhaupt  wieder  hier  durch 
die  Fortsetzung  der  Annäherungen  die  Genauigkeit  beliebig  gesteigert 
werden.  Ob  es  nöthig  wird,  hier  so  zu  verfahren,  wird  sich  weiter 
unten  zeigen. 

Da  aber,  wie  gesagt,  hier  nur  Nahcrungswerthe  erhalten  werden 
können .  so  durfte  in  der  Berechnung  der  Coefficienten  der  Argumente 
0,0, — 1,1  und  0,0, — 2,2  wegen  der  kleinen  Divisoren  der  obige  Aus- 
druck von  d./Wo  nicht  angewandt  werden,  weil  hiedurch  der  Einfluss 
des  Mangels  an  Genauigkeit  zu  gross  geworden  wäre.  Es  mussten 
vielmehr  diese  CoefHcienten  durch  die  Ausdrücke  (74)  und  (75)  be- 
rechnet werden,  die  stets  in  den  Annäherungen  grössere  Genauigkeit 
gewähren.  Mit  den  hier  zulässigen  Abkürzungen  sind  diese  Ausdrucke 
die  folgenden, 

JZ=  uJX  +  (30  n.Jz  +  (32)  4P  +  (33)  IQ -3a./'Jl 
und  es  fand  sich 


(30;«./: 

—  2,6  sin  (0,- 

-U)| 

|  sin  <9 

-1-13,3  sin  (0,. 

-2.2)  J 

—  2,3  sin  (0, 

-1,1) 

|  sin  Ö 

—  8,3  sin  (0, 

-2,2)  , 

33)  /Q 

-1-0,8  sin  (0,- 

— 1 

|  sin  S 

+0,1  sin  (0 

-2,2)  I 

—Sa./Ji 

0 

(34)«. /z 

+89.6  cos  0, 

-U)l 

|  sin  S 

—  13,3  cos  (0, 

-2,2)  , 

(36;  IV 

+  1.0  cos  (0.- 

1  sin  e 

—  17,8  cos(0,- 

-2,2,  J 

(37).  70 

+2,4  cos  (0,- 

-1.1)1 

|  siu  9 

+0,2  cos  (0,- 

-2,2  1 

woraus  die  obigen  CoefGcienlen  —97  und  +22  dieser  Argumente  her- 
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vorgehen.  Für  die  übrigen  Glieder  dieser  Galtung  war  die  Anwenduo 
dieses  Verfahrens  nicht  nbthig. 

290. 

Aus  den  Angaben  des  vor.  Art.  bekommt  man  nun 


dl  2 


(JW)  +  (d-^-  )  ndz  +  (10)  n  /z 


die  aber  in  dieser  Ausdehnung  nur  auf  die  mit  sin  9  mulliplicirlen  Glie- 
der angewandt  zu  werden  brauchen,  wahrend  für  die  mit  cos  S  mul- 
liplicirlen Glieder  die  folgenden  gnttgen, 

Da  sich 

(~l^)mfc  +  (10>./z=+301  sin  (—1—1,1; 

+7  sin  (0,-1.1) 
+327  sin  (1,-1,1) 
—91  sin  (1,-1,2) 
—  227  sin  (2,-1,2) 
—25  sin  (3,-1.2) 
—54  sin  (0,-2,2; 
+513  sin  (1,-3.2) 
-hl 400  sin  (2,-3,2) 
+  110  sin  (3,-3,2) 
-313  sin  (1,0,3) 
+55  sin  (2,0,3) 
+7  sin  (3,0,3; 
-5  sin  (-1.2,4) 
-79  sin  (0,2,4) 
—  4  sin  (1,2,4) 

("  dp)  ndz  ■+■  i1      /z  =—323  cos  (—1  ,—1 , 1 ) 

—240  cos  (0,-1,1) 
+288  cos  (1,-1,1) 
—99  cos  (1,-1,2) 
—285  cos  (2,-1,2) 
-48  cos  (3,-1,2) 


sin  9 


:GO  Dy 


Goo 
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-1-20  cos  (0,-2.2) 
+475  cos  (1,-3.2) 
j-1709  cos  (2,-3,2) 
+222  cos  (3,-2,2) 
—319  cos  (1,0,3) 
+58  cos  (2,0,3) 
+  10  cos  (3,0,3) 
-65  cos  (-1,2,4) 
-127  cos  (0,2,4) 
-24  cos  (1,2,4) 


sin  0 


ergab,  so  wurde 

n/z  =  -1-354  cos  ( — 1,— 1,1 

—  1737  cos  0,-1,1 
—710  cos  (1,-1,1) 

—  29  cos  (1,-1,2) 
+  152  cos  (2,-1,2) 
+9  cos  (3,— 1,2, 
+  112  cos  (0,-2.2) 
— 81 5  cos  (1.— 3,2y 

—  1140  cos  2,— 3,2) 
-51  cos  (3.-3,2) 

-6517  cos  (1,0,3;i 
+356  cos  (2,0,3; 
+8  cos  (3,0,3) 

—  441  cos  (-1,2,4) 
—5400  cos  (0,2,4) 

—  400  cos  (1,2,4) 

1v  =  —193  sin  (— 1,— 1,1) 
+371  sin  (0,-1,1) 
—319  sin  (1,-1,1) 
—3  sin  (1,-1,2) 
+  106  sin  (2,-1,2) 
+97  sin  (3,-1,2) 
-56  sin  (0,-2,2 
-383  sin  (1,-3,2) 
-798  sin  (2,-3,2)  f 


>sin  9 


+58 
—  756 
+75 


sin  :' —  I, — 1,1) 
sin  (0,-1,1) 
sin  (1,— 1.1 , 


—5  sin  (2,-1,2) 


+51 
+67 
+50 

+  1 

+6845 
-401 
-II 
+  416 

+5906 
+390 

—31 
—92 
+36 


sin  0,-2,2 
sin  ^1 , — 3,2) 
sin  (2, — 3.2) 
sin  (3,-3,2) 
sin  (1,0,3) 
sin  (2,0,3) 
sin  (3,0,3) 
sin  (-1,2.4) 
sin  0,2,4) 
sin  (1,2,4) 

COS  ( — 1,-1,1; 

cos  (0,-1,1; 
cos  (1,-1,1; 


sin  0 


-4  cos  (2,-1,2) 

+7  cos  (0,-2,2) 
+34  cos  (1,-3,2; 
+36  cos  (2,-3,2) 
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—56  sin  (3,-3,2) 
—  3292  sin  1,0,3 
+  378  sin  2,0,3) 

+29  sin  3.0,3 
-I-H5  sin  (—1,2,4) 
—  261  sin  0.2,4) 
—233  sin  (1.2.4) 


+2  cos  (3,-3,2) 
—3474  cos  (1,0,3) 
+  403  cos  (2,0,3) 
+  31  cos  (3,0,3 
+  175  cos  (—1,2,4) 
—  484  cos  (0,2,4) 
+233  cos  (1,2,4) 


291. 


Kndlich  sind  noch  die  correspondircnden  Glieder  in  durch 
den  Ausdruck 

-Jr = < 1 7! »-  '•■  +  i 1 9) JP + (*»)  •  iQ  ~  's 

/.u  berechnen,  von  welchem  man  die  Summe  der  drei  letzten  Glieder 
im  Art.  287  Ondel.  Es  fand  sich 

4*  -H3  sm  (-1,-1.1) 
+318  sin  0,-1,1) 
-25  sin  (1,-1,1) 
—80  sin  (2,-1,2; 
-67  sin  0.-2,2 
-78  sin  1.-3,2 
+  457  sin  (2,-3,2)  H 
+  26  sin  (3,-3,2) 
+81  sin  (1,0,3) 
+  17  sin  (2,0,3) 
+  28  sin  (3,0,3 
+63  sin  (0,2,4) 
—  4  sin  (1,2,4) 

292. 


-4  cos  (2,-1,2) 
—  30  cos  (0,-2,2) 

—8  cos  (1,-3,2) 
+22  cos  (2,-3,2) 

+  1  cos  (3,-3,2) 
+84  cos  (1,0,3) 

—  3  cos  (2,0,3) 
+27  cos  (3,0,3) 
+  63  cos  (0,2,4) 

-4  cos  (1,2,4) 


cosÖ 


Vergleicht  man  nun  die  in  den  letzten  Artt.  erhaltenen  Zahlen- 
werthe  mit  den  im  §  17  eingeführten  Bezeichnungen,  so  findet  man 
leicht,  dass  die  in  der  Tafel  des  Art.  289  in  jeder  Abtheilung  unter  den 
kurzen  Strichen  angegebenen  Zahlen  die  Coeflicienten  der  Functionen 

W,  (d^),  (*~)  des  Art.  221  sind,  und  zwar  wird,  da  W  hier  nicht 

gebraucht  wird, 
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-93  cos  (-1,-1,1) 
'  *     -1-296  cos  (0,-1,1) 
+302  cos  (1,-1,1) 
+  105  cos  (1,-1,2) 
-127  cos  (2,-1.2) 
—9  cos  (3.-1,2) 
—35  cos  (0,-2,2; 
+  131  cos  (1,-3.2) 
+  1147  cos  (2, — 3.2) 
+88  cos  (3,-3,2) 
+7069  cos  (1,0,3; 
— 1591  cos  (2,0.3) 
—  183  cos  (3,0,3) 
+309  cos  (—1,2,1) 
+210  cos  (0,2,4) 
+564  cos  (1,2,4) 


sin  & 


-67  sin  (-1,-1.1) 
-14  sin  (0,-1,1 
-66  sin  (1,-1,1) 

+  16  sin  (2,-1,2) 

-2  sin  (0,-2,2) 
-53  sin  (1,-3,2; 

—  128  sin  (2.-3,2) 
—  10  sin  (3,-3,2) 

—7112  sin  (1,0,3) 
+  1633  sin  (2,0,3 
+  186  sin  (3,0.3) 
—294  sin  (—1.2,4) 

—  154  sin  (0,2,4) 

—  539  sin  (1,2,4) 


=  -115  sin  (—1,-1,1) 

+71  cos  (—1,-1.1) 

+  44  sin  (0,-1,1) 

+62  cos  (0,— 1,1) 

-246  sin  (1,—  U) 

—60  cos  (1,-1,1) 

—97  sin  (1,-1,2) 

+297  sin  (2,-1,2) 

+20  cos  (2,-1,2) 

+  45  sin  (3,-1,2 

—  15  sin  (0,-2,2) 

—  10  cos  (0,-2,2) 

—65  sin  (1,-3,2) 

sine      -43  cos  (1,-3,2) 

—2043  sin  (2,-3,2; 

—  156  cos  (2,-3,2) 

—280  sin  (3,-3,2) 

—20  cos  (3,-3,2) 

—7155  sin  (1,0,3) 

—7200  cos  (1,0,3) 

+  133  sin  (2,0,3) 

+243  cos  (2,0,3) 

—39  sin  (3.0,3) 

—26  cos  (3,0,3; 

+  267  sin  (—1.2,4) 

+252  cos  (—1.2.4) 

—  1  180  sin  (0,2,4) 

—  1174  cos  (0,2,4) 

-606  sin  (1,2,4 

—587  cos  (1,2,4) 

cos  9 


cosö 


Aus  derselben  Tafel  ergeben  sich  ferner  mit  der  Bezeichnung,  die 
im  Art.  227  eingeführt  worden  isl.  die  folgenden  Ausdrucke,  die  heiler 
unten  gebraucht  werden. 
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pT'=    — 24cos(— 1,-1,1) 

—38  cos  (1,-1,1) 
+  48  cos  ['0,— 3.2) 
-Hl 39  cos  (1,-3,2) 
—2  cos  (2,-3,2) 
+  13  cos  (3,-3,2) 
+7 143  cos  (0,0,3; 
-1529  cos  (1,0,3) 
+3  cos  (2,0,3) 
+  490  cos  (3,0,3) 
+664  cos  (—1.2,4) 
+  194  cos  (0,2,4) 
+510  cos  (1,2.4) 

Der  Ausdruck  von  nJz  des  Art.  290  ist  ferner  =  Z',  der  von  .Jv  =  V, 

und  der  von  j\  des  Art.  291  =  W  des  Art.  221.   Diese  Ausdrücke 

sind  aber  alle,  wie  schon  oben  angemerkt  worden  ist,  bis  jetzt  nur 
näherungsweise  richtig. 

293. 

Berechnet  man  jetzt  die  Producle  (lO)Z',  etc.,  so  findet  man 

(^)mte»  +  1.39  cos  S 

(10)  =  +  1,40  cos  e 

(11)  V  =  —  0,80  cos  9 

(12)  //'=  0,00 

(l£')mfc=  +  0,89  sin  9 

(14)  Z'  =  +  0.02  sin  9 

(15)  V'=  0,00 

(17)  Z'  =  +  0,53  sin  9 

(18)  V  =  +  0,41  sin  9 

von  den  übrigen  Gliedern  dieser  Producte  sind  die  Coeflicieolcn  so 
klein,  dass  sie  unbedenklich  übergangen  werden  können.  Es  wird  nun 
zufolge  der  Ausdrücke  des  Art.  221 

x'o  =  +  1 ,99 ;  h  =  +0,91 
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f<P  =  +24  sin 

—  132  sin  (0,-1,1) 
—38  sin  (1,-1,1) 
—  48  sin  (0,-3,2) 

—  139  sin  (1,-3,2) 
—8  sin  (2,-3.2) 

+  13  sin  (3,-3,2) 
—7143  sin  (0,0,3) 
+  1529  sin  (1.0,3) 
+7  sin  (2,0,3) 
+  490  sin  (3,0,3) 
-664  sin  (-1,2,4) 
—824  sin  (0,2,4) 
+510  sin  (1,2,4) 


►cos6> 


cos© 
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und  die  übrigen  x  und  k  sind  Null.  Ferner  mil  Zuziehung  der  bez.  Zah- 
lenwerthe  des  Art.  287 


)h  =  -  9,2  . 
}h  =  -19  , 
;>3=-l03  , 
p*  =  +  643  , 
^5  =   +  38  , 


p'i  =  +21 
;/3=  -+-  100 
//4  =  —  615 
p'4=  -38 


0,32  sin  y  cos  6> 


0,24  sin  y  cos  9 


Es  wird  ferner 

{1)Z'=-1,65 

-I-  1,22  cos  (y— </)  [sin  6> 
-I-  0,88  cos  y  I 

(2)  V'=-1,16 

+  1,11  cos  iy—g)   sin  0 
+  0,65  cos  y 

(3)  tf'=  -0,51  j 

-I-  0,55  cos  (y— </)   sin  0 
—  0,05  cos  y  I 

(*)£-  °»00 

indem  auch  hier  die  Coefßcienten  der  übrigen  Glieder  so  klein  sind, 
dass  sie  übergangen  werden  können.  Hiemit  und  durch  Zuziehung  der 
Zahlenwerthe  des  Art.  28G  ergiobt  sich  zufolge  der  im  Art.  223  ein- 
geführten Bezeichnung 


+  36,21 

—  38,1 
-+-  59 
 29 

—  29,9 
+  ■155 

-  107 

-  173 
—  1939 

«_,,-,=  +681 
«„3  =  +  1914 
ao*  =  -Hl 
a_i,o=  +84 
«1,4  =  +72 


«o  = 

«i  = 

t\  = 

fi  = 

ft»  = 

«0.3  = 
«_1,4= 

«1,2  = 

«0,4  = 


«I 
i 

*2 


=  —3041,5 
=  —312 
=  +362 
*\    =      +  7,0 
«*013  =  -150 
«'_i.4=   +  1 69 
«',,2  =   +  1 67 
«'r,,4  =  +  1846 
«'_,,>=  -606 
«',,3  =  —  1 831 
a'g.j  =  +161 
«'_,.«=  -76 
«m  =  -70 
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294. 

Hieraus  sind  nun  nach  den  Regeln  des  Art.  224  die  Coefficienten 
q,  r,  *  zu  berechnen,  und  es  ergiebl  sich  dafür  zuerst  die  folgende  la- 
bularische  Zusammenstellung. 


9.  9 

9— 

sin 

r — A 

— S 

sin 

;  9w 

cos 

r'-A' 

sin 

i 

 8 

CO» 

1. 

1,  — 1,0 

2,  -2,0 

-»-38,1 
-»-0,4 

+  38,1 

+  0,8 

-3041,5 
-5,0 

+3042 
+  10 

+3042 
+20 

+38,9 

—3046,5 

+  3062 

0,1,0 
-1,2,0 
2,-1,0 

-4-95 
—  15 
+  1 
+  45 

+  15 
+2 

+  15 
—  4 

+  312 
-181 
—83,4 

—  181 

+  167 

+  181 

+334 

+  17 

+  11 

+  4>T 

—  14 

+515 

2. 

0,1,-2 
-1,2,-2 
—2  3—2 

1,0,-2 

-»-179 

-57 
+  6.5 
+  1293 

+57 
-13 
+  1293 

+57 
-26 
—  1 293 
-1262 

+  173 
—  90 
-4-5  H 
+  1248 

-90 

i  l  a 
~r  i  * 

—  1248 

-1326 

+90 
—  1248 

+  1337 

+  1337 

,  —989 
+212 
+0,5 
+2114 
+34,2 

+  1372 

-1181 

0,2,-2 
-1,3,-2 
-2,4,-2 

2,0,-2 

—  1039 
-»-238 
+0,6 
+2210 

+35,5 

-238 
—  1 
+2210 
+71 

-238 
-2 

—  224  0 
-142 

—  2592 

+212 
+  1 
-2114 

-68 

-212 
-2 
-2114 
-137 

+  1445 

+2012 

—  1 969 

—  2465" 

0,3,-2 
-1,4,-2 
1,2,-2 
2,1,-2 
3,0,-2 

—  60 
+22 
+39 
+60,6 
+  1,5 

—  22 
+39 
+  121 
+  5 

-22 
-39 
—242 
—  14 

!  -56 
|  +20 
1  +38 
+  58,0 
+  1,4 

+20 
—38 
-116 
—  4 

—  138 

-20 
—38 
—232 
—  13 

+63    |  +U3  —317 

+  61 

—303 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  den  schon  berechneten  Werthen  von 


x  und  A  die  folgenden  Werthe 


V'o 

—3044,5 

+45 

</'> 

+  48 

q> 

+  1422 

q3 

+-I337 

7< 

+  1445 

q\ 

H-1372 

q:, 

+63 

-+61 

n 

+-39,8 

+17 

r\ 

-14 
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r3 

«3 


+  1337 
+2042 
+  143 

—  11 
-1-1262 
-1-2392 
-4-317 


r3 
r* 

••5 


—  1326 
—1969 
—  138 

-3062 
—515 
+  1181 
+2465 
+303 


ergeben. 


295. 


Es  ersieht  sich  ferner 

27)  //'    =  -  0,02  cos  9 

(28)  fr  =  — 1,10  cos  e 

(29}pA'  =  -1,05  cosG 

(30)  Z'    =  —  0,01  cos© 

(31)  V    =  —0,03  cos© 

(34)  7:    =  -  2,38  sin  0 

(35)  V    =  —  1,59  sin  G 

Hieraus  und  mit  Zuziehung  der  Zahlenwerthc  des  Art.  288  ergab  sich 
zufolge  der  Ausdrucke  des  Art.  228 

a,=  +22,2;  ^=+24,28 
296. 

Für  die  Schlussrechnungen  werde  ich  mich  nun  der  beiden 
Gleichungen  des  Art.  228  slatt  der  beiden  ersten  des  Art.  226  be- 
dienen, da  jene  bei  geringerer  Genauigkeit  der  Daten  grössere  Ge- 
nauigkeit im  Resultat  gewähren  wie  diese.  Durch  die  Substitution  der 
im  Vorhergehenden  berechneten  Grössen  in  die  betreffenden  Ausdrücke 
der  Tafeln  9  und  7  des  §  1 7  ergab  sich 

A  =  -  0;0000274 
ß'=  -0,029690 
C  =  +  0,000036 
D  =  -  0,000002 
E  =  +0,000408 
F  =  +  0,000022 
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Da  nun  log  x  =7,6078  ist,  so  erhallen  wir  hiemit  die  folgenden 
Gleichungen 

0  =  i7,ß078)öü-f4.72 1  4)a„+(2,556)a,  +(4,589)*  -O:O0O027l 

0  =  (8,8770)ö.-(7,6078j(i„-(719713:a,-(8,0197;<ii  -(7,3925)a4-0,029690 


0=  -(4,309>  -(7,9123)0,                +(5.7501)«,  +0,000036 

0=  +  :},987iOo  -(1,993  a,  +(7,6078}a.2-(3,686}fl3  -0,000002 

0=  +(7,1236)fl,+(6,3068)a2-(7,6078;fl,-(5,650>4  +0,000108 

0=  -(3,832}aü  -(4,747)a,                 +{5,288;fl:i  +(7,6078>4+O,0000« 


die  man  leicht  durch  Naherungen  auflösen  kann.  Die  Auflösung  giebt 

«„  =  -7:400 
a,  =  +0,0070 
fl2  =  +0,0022 
o3  =  +  0,1029 
fl4  =  —  0,0072 

und  subsliluirl  man  diese  nebst  den  Werthen  der  </,  r,  etc.  in  die  Glei 
chungen  der  Tafel  6  des  §  17,  so  erhalt  man 


*, 

—  0';1038 

—  0:0067 

h 

-0,1565 

+  0,0139 

kl 

-0,1630 

+  0,0074 

h 

—  0,0075 

+  0,0002 

/, 

—  0,0478 

+  0,0036 

/, 

—  0,0732 

!\ 

-0,0066 

/. 

-0,1144 

f, 

—  0,0052 

k 

—  0,0081 

f5 

—  0,0002 

m, 

—  0,0024 

m't 

—  0,0004 

tth 

—  0,0116 

m'3 

—  0,001 1 

m4 

-1-0,0695 

m'4 

+  0,0034 

»»5 

-1-0,0039 

tili 

+  0,0001 

Wollte  man  statt  der  beiden  ersten  hier  angewandten  Gleichungen 
die  beiden  ersten  des  Art.  226  anwenden,  so  würde  man  a©  eine  Secunde 
grösser  wie  oben  finden,  während  die  anderen  a  Coefficienten  sehr  nahe 
wieder  dieselben  Werthe  bekommen.  Dieses  hat  seinen  Grund  darin, 
dass  die  hier  durchgeführte  Rechnung  strenge  genommen  nur  die  erste 
Annäherung  ist,  in  welcher  die  k,  l,  etc.  übergangen  werden  mussten, 
weil  sie  noch  nicht  bekannt  waren.  Fuhrt  man  nun  eine  zweite  An- 
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näherung  aus,  so  werden  die  beiden  Werthe  von  Ou  einander  naher 
kommen,  und  bei  ferneren  Annäherungen  wird  dieses  mehr  und  mehr 
der  Fall  werden.  Ich  hahe  mich  aber  durch  eine  vorlaufige  Substitution 
überzeugt,  dass  der  oben  erhaltene  Werth  von  a„  sich  nur  äusserst 
wenig  andern  wird,  und  halle  deshalb  die  Durchführung  einer  /weiten 
Annäherung  für  überflüssig. 


Stellen  wir  nun  die  erhaltenen  Resultate  zusammen  und  führen  die 
Producle  von  Sinussen  und  Cosinussen  auf  linearische  Sinusse  und  Co- 
sinusse hin,  so  erhalten  wir 


nJz  =  -7;400  sin  9 

-o.osr,  sin  (.7+0)       •  '.j, 

+  0,049  sin  (g+V) 
-0,012  sin  (-^+3) 
^       0,005  sin  ( — g —  9) 

—  0,071  sin  (  ty'+to— 2«+0) 
4-0,085  sin  (  «— 2$f+2w— 2w'— 9) 

—  0,078  sin  f2j— 2//'+2w— 2«'+6>) 
*  +  0,085  sin  (2y— 2(/'+2<o— 2w  — 9) 

—  0,004  sin  (3<j— 2fl'-l-2w— 2w'H-6>) 
S    4h  0,004  sin  (3$— 2</'+2w— 2w'— 9) 

—  0,004  sin(  g— 3</'+2<M— 2o>'— 9) 
+  0,00*  sin  (2y— 3</'+2oj— 2«'—  9) 
+  0,067  sin  (  //+2w  — 9) 


297. 


+  0,057  sin  ;2fl'+26;-6>) 


.  J$\' 0,055  cos  (2#— 2</'+2«-  :>    +  (9 
tÄP.OGO  cos  (2j— 2//'+2w— 2m'— 9) 


+  0,004  cos  (3<j— 20+2m— 2w'+0) 


—  0,004  cos  (3</— 2</+  2ü)— 2w'— 6>) 
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-+-  0,004  cos  (%  —  3</'+2w— 2w'-4-ö) 

—  0,004  cos         3</+2(w— 2w  —  <9] 

—  0,034  cos  (  //-t-2w  — 

—  0,004  cos  (2^  h-2cü  —  (9) 

Das  mit  sin  20  in  n./s  mulliplieirle  Glied  habe  ich  aus  dem  .Art.  157 
entnommen,  und  den  Ausdruck  für      °  weggelassen,  weil  er  nur  eine 

Hülfsgrösse  bildet. 

$  22.    Berechnung  der  Säcularfiiidennigen  des  Mondes. 

298. 

Hei  der  hier  folgenden  Berechnung  der  Süculai Änderungen  des 
Mondes  werde  ich  dasselbe  Prinzip  anwenden,  von  welchem  ich  in 
meiner  früheren  Berechnung  derselben  Gebrauch  gemacht  habe,  nein- 
licb,  dass  liier  Jr=  0  ist,  oder  mit  Worten,  dass  das  Element  Z 
keinen  Beitrag  dazu  liefern  könne.  Die  Gründe,  die  ich  hiefür  habe, 
bestehen  darin,  dass  diese  Abhandlungen  dazu  bestimmt  sind  zu  zeigen, 
wie  ich  die  in  den  Mondlafeln  angewandten  Störungen  erhallen  habe 
und  folglich  von  den  dabei  angewandten  Grundsätzen  nicht  abgehen 
darf,  ferner,  dass  ich  in  der  zweiten  Abhandlung  über  die  Störungen 
der  kleinen  Planeten  bewiesen  habe,  dass  wenigstens  bis  auf  die  Guben 
und  Producte  von  drei  Dimensionen  der  störenden  Kräfte  JT  in  derXhat 
keinen  Beitrag  zu  den  SJlculnrnndeningen  liefern  kann,  und  also  wenn 
ein  solcher  vorhanden  sein  möchte,  er  höchstens  von  der  dritten  Ord- 
nung in  Bezug  auf  die  störenden  Krüfte  sein  kann.  Endlieh  stimmen  die 
durch  d;is  oben  genannte  Prinzip  erhaltenen  Sücalaränderuqgen  se  über- 
raschend gut  mit  den  allen  Beobachtungen,  dass  hieraus  auch  ein 
Grund  geschöpft,  werden  kann,  dasselbe  beizubehalten. 

In  Bezug  auf  die  Kinzelnheiten  des  Verfahrens,  welches  icli  früher 
angewandt  habe,  ist  schon  im  £  17  angeführt  worden,  dass  ich  die  S8- 
cularanäerungen  nach  der  dort  erklärten  Methode  berechnet  habe,  nur 
gehört  dazu,  dass  eine  grössere  Anzahl  von  Gliedern  mit  unbestimmten 
Coefficie nlcn  versehen  werden  wie  dort  geschehen  ist.  Hier  habe  ich 
die  weiter  dazu  erforderlichen  Glieder  weggelassen»,  weil  ich,  um  die 
Uebereinslimmung  der  Resultate  beider  Methoden  zu  zeigen,  hier  die  Sä- 
eularünderungen,  (lurch  (lasM.dbe  Verfahren,  welches  in  den  §§  P8,  19,30 
angewandt  worden  ist,  berechnen  werde. 
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299. 

Es  sind  nun  zuerst  die  Siicularandciungen  der  Sonnenlange,  die 
mil  einem  Sinus,  und  die  »los  Radius  Verlor*  der  Sonne,  die  mil  einem 
Cosinus  mullipliciil  sind,  erforderlich,  und  diese  sind  meinen  früheren 
Rechnungen  zufolge  für  den  Anfang  des  Jahres  1800  die  folgenden: 

Merkur.  .  .  —  0.00573 

Venus  +0.02708 

Mars  ....  —0,03029 
Jupiter  .  .  .  —  0.IG287 
Saturn  ...  —  0,00086 

n.  /z'  =  -0.17267/  ;in  g 

wo  <las  Julianisohe  Jahr  die  Einheit  von  /  ist.  Dieser  Coefficient  ist  um 
sein-  Weniges  von  dem  in  den  Sonnentafeln  angewandten  versrliieden, 
und  die  Ursache  davon  ist,  dass  irli  hier  die  Wirkung  des  Merkurs  auf 
die  von  J.everrier  angegebene  Masse  desselben  hingeftlhrl  habe,  die 
bei  der  Bearbeitung  meiner  Sonnenlafeln  noch  nicht  bekannt  war.  Fügt 
man  nun  die  übrigen  Glieder  nach  der  bekannten  einfachen  Hegel  hinzu, 
und  macht  100  Julianische  Jahre  zur  Einheil  von  /,  so  erhalt  man 

n'.Jz'=  —17.2670/ sin  g 

—  0,0723/  sin  %g 

—  0,0006/  sin  -ig' 

Jv=  -|-0,07««/ 

+  8,6335/  cos  g 
+  0.0725/  cos  lg 
+  0,0009/  cos  %' 

die  die  Grundlage  der  folgenden  Rechnung  bilden.  Icli  bemerke  hie/.u. 
dass  die  in  der  Sonnenlltngc  mit  einem  Cosinus,  und  die  im  Radius  Verlor 
mil  einem  Sinus  multiplirirten  Glieder  sich  zur  Sacularänderung  des 
Snnnenperigaums  vereinigen,  und  als  solche  in  den  Argumenten  der 
Mondstörungen  berücksichtigt  worden  sind,  ferner  dass  die  von  den 
flbrigen  Planelen  bewirkte  allmähligc  Aenderung  der  Lage  der  Sonnen- 
bahn im  Räume  in  der  Mondbewegung  keine  Sacularänderung,  sondern 
die  periodischen  Glieder  hervorbringt,  die  den  Mondlafeln  einverleibt 
sind ,  und  deren  Berechnung  im  §  1 4  ausgeführt  worden  ist. 
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300. 

Es  sind  nun  die  im  §  45  mit  J'T,  etc.  bezeichneten 

Functionen  gleich  Null,  und  dafür  treten  als  im  Voraus  bekannte  Grössen 
die  Producte  (8)  riJz,  (9)  .1v ,  etc.  ein,  die  zuerst  zu  berechnen 
sind.  Man  findet,  wenn  man  die  fünfte  Decimale  der  Secunde  zur 
Einheit  annimmt, 


r<  9>  9 

(8)  n'Jz 
l  sin 

(9)  Jv 

t  sin 

Summe 

(  sin 

i. 

-4,4,0 

• 

+242,01" 

-472,07 

—230,06 

0,4,0 

—88 
+  39 
+  55,203 

+  158 

-67 
—  105,679 

+70 
—28 
—  50,476 

0,2,0 

—9 
+5 
+2 

+  14 

-7 
-5 

+5 
-2 
—3 

0,-3,-4 

+  13 
—  3 
-8 

—  10 
+2 
+6 

+3 
-1 
—2 

0,-2,-1 

+  146 
-44 
—  80 

—  126 
+  3ä 
+69 

+  20 
-12 
-11 

—306 
+  468,7 
+  56 

0,-1,-1 

+  1396 
-738,1 
-634 

-1702 
+  1206,8 
+690 

0,0,-1 

+  1649,4 
—800.8 
-814,3 

-0,5 
—7119,6 
+  7119,1 

+  1648,9 
—7920,4 
+6304,8 

u,l,-l 

0,2,-1 

+  1390 
—  632 
-735.0 

+  1701 
—694 
—  1207,6 

+3094 

—  1323 

—  1942,6 

+  146 
-80 
-44 

+  126 
-69 
-32 

+272 
-149 

-76 

0,3,-1 

+  13 

—  8 

—  3 

+  10 

—6 

 9 

+23 

,.-14 
—5 

0,-2,-2 

+6 

 2 

-3 

—5 
+  1 

+3 

+  1 

—  4  | 
0 

0,-1,-2 

+  47 

—  49,9 

—  22 

—65 
+  44,3 
+26 

—18 

+24,4  • 
+4 

• 

1 

:4 
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4. 

0  0   2 

-183,4 
-1-58,4 

—  R  2 
-2.5,9 
+29«,3 

~r  i -  * ,  ♦ 
— 129,3 
+  286,6 

0  1   9 

.+-435 
-64 
—75,1 

•  - 

-41 
—64,3 

-102 
—  436,4 

.4-4  5 
—  N 

— 4 

—  5 
-2 

-  •* 

—  13 
—6 

u, —  1, — 0 

—0,6 
—  1 

_  •> 

*. 

■1-4,5 
+  1 

I 

+  0.9 
0 

0,0,-3 

-4-6,6 
—  10,3 
-4-3,2 

-  * 

-0,4 
-7,0 
+  6,4 

-4-6,8 
-17,3 
+  9.6 

0,4,-3 

-4-7 

-3 
—3,7 

-f-  1 

—  1 

—  2,0 

+  l<» 

-4 

—5,7 

2. 

0  4  0 

+  7 
+  46,65 

 IN'.'. 

 r. 

0 

-1,74 

0    x»  1) 

 1  <s 

—  i.i^ 

+  69 
+67 

"f  IUI 

—Ii 

— 53 

•  * 

+44) 
+  14 

—  z  ♦ 

+  15 
+  i 

4.1s 

-12 

,-rf , 

+  3 
+  1 

V,  — 1,-1 

+  1,4 
-2 

-1,3 
-4 

+  0,1 

—  3 

-4-1  *  6 
-122,0 
-48,0 

-1-20  3 

+  SN.1 

+  45,9 

-4-3  '  ü 
—33,6 
-39,1 

ft  4  —  4 

+«397 
+3984,5 

-f  «w  #  IMF 

-1S43 
,  —3422,2 

 SAR 

+  554 

+8(^| 

.  1 '(  l-  ■> 

-14357 
—  43665 

+  10754 
+  !:>*'. v.i 

+ 1 0849 
—3603 
—  10976 

0,3,-1 

+339« 
-1588 
-4645 

—  2698 
+  1191 
+  1212 

+900 

—  397 

—  403 

0,4,^4 

+264 
-136 
—78 

—198 
+  102 
+59 

+66 
-3  4 
-19 

0,5,-4 

+49 
—  1 1 
—  4 

-14 
+s 

+3 

+5 
—8 
-4 
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mt  • 

--3,3 

-8,6 
-8,5 

-4-2  0 

+o.* 

+0,3 

-2,4 

 9  » 

0.1,-2 

— 283,0 
+  212,1 
+310.2! 

+4289,  r 

-nur,,«» 

-4174,0 

-1511.2 
>     — 2t9,8l 

+88,1 

+  1  20.  i.x 

»72,  -  2 

i  '  ^ 

—  2190,3 
+722,0 
+*I1>6,9 

—  71«, 3  1 
-1977,1 

,Ötl,-2 

■ 

+  :!NT.  i 
-iNO.i 
—  166,4" 

— tN6,  < 
+82,. 1 
+83,5 

—,98, 1 
-82.9 

0,4,—  2 

+31 

-IS 

— y 

+  8 

+A 

-4-17 
-4-  1  . 

-10 

—  5 

o, _!,_;{ 

*3 

-1,4 

+2 

+ 1 

-1,3 
-1 

" 

-2,7 
| 

0,0,-3  1 

—  I2,r» 

+  122,0 
+  18,0 

+  20,3 
+88,5 
+J5.9 

+  7.7 
+  21 0>, 
+63,9 

Ö>4,-3 



0.2,-3 

+31)19 
— 23S.i 
-3965,, 0 

+  2707 
-  1  8  |  s 

-j2M30,5 

+  0230 
—  4233 
-7095,5 

—  i:ii3i 

+  14271 
+  43i:i0 

+10802 

1  +  32789 

 : ;;- 

•~ ~  i  ü  /  \J\t 

076 
+  76219 

— 3.">  TT 
+  1  s 
+  IR0") 

—27  iis 
+ 1 1 93 
+  121« 

 i;2Nri 

+  27";; 
+2821 

0,i',-3 

—  2"6i 
+436 
+7s 

—  198 
+  102 

+59 

-f-  238 
+ 137 

0,ö,-» 

—  (9  3 
+  11 
+* 

—  1  i 

+  n 

_+3 

 3:1    1 L 

+  19 

'  i 

0,0,-1 

+0,3^ 
+  lo.  2 

+  r,a 

+  2  l 

+;,,2 

+0,6 

+  1 

+4,1 

0, 1 ,  —  i 

—220 

—330,9 

+  1  f?9 
-122 

—  20 1 .  r, 

+  481 

—  3.12  r" 

—  558.4 

0,2,  -i 

—  »HO 
+  1393 
+  409C. 

—2295 
-f-  77'i 
+2251 

+2168 

+6347 

0,3,-4 

— 303 
+  106 
+  100 

—206 
+  91 
+89 

—  568 
+266 
+249 

Digitized  by  Google 


BkRKMIM  m.  DBH  IN  DF.N  MONOTAFKLN  ANGF.\VANI)T£N  Störingeji.  327 


a 
■« 

0  4  —4 

— ix 

—  17 

+i  - 

!  +  4* 

0  1  —5 

-5 
-'» 

-47  1 
'    —  f>V  *i 

0,8,-5 

— ffts 

—  10« 
-4-M7 

-35? 

-F-l?0 

t  *i  *i  w 

+.J.JÖ 

0,3,-5 

-21  4 
+  10 

.     +  H» 

-4-5 

—34 
-1-45 

■    1  " 

41. 

0  3  — * 

*  4 
—6 

-l-i 

+  -> 

■ 

'  t- 

-3 
 ^ 

 pi  

—  2 
-4-4 

o 

flf  4-  —2 

—2 

+  2 

0 

o 

-1 
-1 

_2 
-Hl 
-1 

AflS—  3  1 

.4 

—3  » 

• 

i) 

-4-H 

—  3 

0  3  —3  V 

-i-!i7M 

-:HK 
 j  j»<) 

— JRft  ~ 
+2«o 

-Hl  7:' 

+  f%5 
—  8M 

— 57 

0  4  —3 

+sR 

—  109 

 6R 

-+-N2 
—24 

-4-22 
-27 
-4-7 

0  5  —3 

—  20 

0 

 1 5 

+  15 
0 

-5 
0 

0  2—1 

+••> 

-2 

o 

—  3 
+4 

—  | 

1 

-4-2 

-4- 'Hl 

—53 
—35 

-47 
+>9 

+  43  i 
—25 
—  46 

0  4—4 

V,»,  1 

1    1  " 

-20 
-1*5 

 9 

-4-I0 
—2 

+7 
-40 
+3 

0,5,-4 

-4-3 

—  :» 
0 

-2 
-4-2 

0 

-4-1 
—  1 

0 

+3 
—38 
-4-20 

•4-3 
-2:, 
-4-15 

-Mi 
—  58 
+  r.\ 

0,3,-5 

—572 
-»-344 
-4-226 

-438 
-1-262 
-4-4  73 

—  404  0 
-♦-606 
-4- 3'.)  9 
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0,4,-5 


0,3,-6 


3. 

0,1,0 


0,2,0 


4. 

0,^7,2 


0,0,2 


0,1,2 


6. 

0,1,-1 


7. 

0,2,-3 
0,3,-3 


-86 
-1-407 

—  28 


—  20 


-»-1 
-5 
+2 


-67 
+83 
—24 

-15 
+  15 

 0 

0" 
—3 
+  1 


-84 
+  49 
+  33 


-TT 

+  18 
_—5 

—3" 
+3 

0 


-52 
+31 
+  20 


-10 
+  12 

—  3 


0 
0 

+0,49 


-2 
+2 

0 


0 
0 

—0,83 


+  4 
-1 
-4 


0 

-0,4 
0 


0 
0 

+  0,4 


+  2 
0 

-2,3 


—  4 
+2 
+  4 

+25 
-8 
-25 


—9 
+  3 
+  9 


0 

+0,2 
0 


0 

•3,0 
-3,0 


0 
0 

■0,2 


—3 
—  1 

+3,8 


+  2 
-1 
-2 

-11 
+  4 

+  11 


-153 
+  190 
—  49 
-35 
+35 
0 


+  1 

—  8 
+3 


—  136 
+  80 
+  53 
-21 
+  30 
-8 


-5 
+5 
0 


0 
0 

-0,41 


-5 
+  2 
+  5 


0 

-0,2 
0  _ 

0 

+  2,5 
-2,5 


0 
0 

+0,2 


-I 
-i 


1,5 


 * 

+  1 

+2 

+14 
-4 
-14 
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9>9 

(22)  Jv 

Summe 

t  sin 

f  sin 

t  sin 

1. 
i  n 

i,o 

-t-  z.j 
+  ,' 

—  in 

—3 

1  4 
-1 

-3,-1 

ö  —  1 

2.  -1 

3,  -H, 

—2 
—36 

—  456 

  III  A 

—  IM," 

-i-455 
-36 
—2 

+2 
+27 

-373 
-27 
-2 

0 
-9 
-84 
—  11 3  «1 
—828 
-63 
-4 

-1,-2 
0,-2 

2,-2 

 i 

—  i 

-18 

—  32,9 
-41 

—3 

.  i 
-t- 1 

+  i:t 

+  2,0 

—2 

n 

V 

-9 
—  30.'.» 
-62 

-5 

«7-3 

-1,9 
 <» 

■ 

+  0,1 
—  1 

'-1,8 
—  3 

2. 

1,0 
2,0 

+  8 
+  46 

-6 
-34 

+2 
+  10 

-1,-1 

n  i 
"i  —  ■ 

<*— < 

2,  -' 

3,  -« 

4,  -1 

0 

1  1  ■  ) , 

+237«.) 
—  1 4387 
—793 
-44 

-1 

-I7!»l 

+  107'. 12 

+595 
+33 

-1 

—  üi),  1 

+588 
—3595 
-198 

—  II 

0,-2 

<,-2 
z,  —  z 
3,-2 

-8,8 
-4-207.7 

—87,6 

+5,4 
—  123,8 

+  44,3 

—2,8 
+83,9 

-46,3 

—  1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

9  t 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

0 

+  113, 9 
—2366 

T  I  IJvJ 

+  788 
+  li 
+3 

—  1 

+  7S.'. 
—  1796 
-+- !  08^7 

+:»98 

+33 
+  2 

—  1 
+  I92,i 
—  4162 

+ 1 386 
+  77 
+5 

0,  -4 

1,  -i 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

+9,3 
.  —216 
+  1374 

+  M 

+4 

+  4,8 
-118 
+762 
+  46 

+2 

+U,1 
—334 
+  2 13  Ii 
+  127 
+  0 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

—  13 
+  81 
+5 

-5 
+35 
+2 

-18 
+44« 
+7 
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iL 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

*,-*' 

3,  -4 

4,  -4 


4t-5 

3,-8 
V,-6 


-4-9 
-174 

-62 
-7 

+T 
-26 
—  IQ 

—9 
+  169 

■4-7 


—1 
+24 
+  10 


-7 
+  128 
+  46 
+  6 


-1 
+  14 

+7 


—7 
+  129  . 
+46 
+6 


—  1 
+  14 
+6- 


- 


+2 
-43 
-16 

-I 


0 

-12 

-3 


—  16 
+29» 

—-T 

+68 
+4« 


Sumniü 

I  cos 


(52)  n'Jz 

t  sin 


-15,410 
+2 


+2 
+  43 
—943,3 
+89 

+4 


—  46,6 


—  1,8 


+2 
+  22 
-12,7 
+22 

+2 


-0,1 


(5  3 


-0,4 
-22 
+  185 
+  11 

+  5,9 
-108 
+648 
+36 

-  r 

+34 
+2 

—  9 
+  66 
+  4 

-8,0 

-31- 

—  5,9' 
-M08 

.  -36 

-96 
—6 

+9 
-4 

+1  • 

-14 

Qit0 
+16 
+2 


-1,5 


-♦,2 
+79 

-474 

-26 


+6 

-3i 

-2 


Summe 


— 1 


0* 
+6 
-J2,7 
+38 


-K3 


-*,2 
+79 
-475 

+6 

->3# 


+1," 
-29 
+174* 

-f*j>_ 
-3 

+34 
+2 

—  10,1 
+ 18< 


-97 


T — ? 
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3. 
0,1 

■  ■ 

1,1 
U 

l  w 

-»-0,8 

+n 

0 

+3,6 
—  8.1 
+  169 
+26 

+  4,4 
— 9z 
+  480 
+  26 

+  0,8 
—8 
+  10 

0 

+3,4 

—  BZ 

+  469 
+26 

• 

+4,2 
•  —90 
+  479 
+26 

ä  ak 

l,n 

2  o 

0 

—5 
+23 

— Ii 

+  6 

ex 

0 

-17 

—  4 

+23 

—  4 

+6 

o  -1 
i ,  —  f 

?  -0,8 

•  n 

+3,6 
—  M.i 
+  469 

~  +  S,8 
—  74 
+458  i 

-0,8 
+8 

-10 

.   .  °. . 

+3,4 

—  öl 

+469 
+26 

-  •  — ~— 

■  +2,6 

—74 
+  459 
+  26 

4. 
0,4 

-  +61,3 

+  32\l 

+93,4 

+61,8 

+32,1 

t 

+93,9 

—  1.3 

0,3 
M 

^+652, 2 

—2» 
+  4,12,5 
-41  , 

—  61  | 
+  11 24,7 
t-77  1 

—35 
+654,1 
-36 

—25 
+  474,3 
-41 

—60 
+  1129,4 
—  77 

-♦,2 
0,2 
1,2 

4M 

-62,4 
j  V 

— J  ' 
+31,0 
-2 

"  +1- 
-31,4 

*1 

+3 

-62,8 
+3 

 2 

+31,4 

-3 

+  1 

-31,7 
0 

-M 

M 

U  1 

7  +36 
"—  655,7 

J  -»ae 

—85 
+471,0 
-41 

+  II 

—  »«4  7 

-r> 

+35 
-658,7 
+36 

—25 
+472,8 
-41 

+  10 

—  185.9 

301. 

Zu  den  im  Vorsiehetiden  ermittelten  Productcn,  die  unverändert 
bleiben,  kommen  noch  die  Producle  \\)n./z,  (2)  1v  etc.,  deren  genaue 
Werlhe  nur  durch  mehrere  aufeinander  folgende  Näherungen  erhalten 
werden  können,  weil  die  genauen  Werlhe  von  n./z,  ./r,  elc.  nur  auf 
diese  Art  erhalten  werden  können.  Sehr  genäherte  Werlhe  der  letzt- 
genannten Functionen  kann  man  zum  grossen  Thcil  dadurch  erhallen, 

dass  man  die  Coeflicienlen  von  nfa,  v,  elc.  bezüglich  mit  y,  2-^-,  elc. 
inultiplicirt ,  je  nachdem  sie  in  ihrer  algebraischen  Zusammensetzung 
mit  e\  c'2.  elc.  inultiplicirt  sind.  Wo  dieses  nicht  angeht,  nemlieh  bei 
den  Coeßieientcn ,  deren  erstes  Glied  von  c  unabhängig  ist,  kann  man 
aus  den  vorsiehenden  Producten  allein,  indem  man 

n.  s.  w.  setzt,  hinreichend  genäherte  Wertho  für  die  erste  Annäherung 
erhallen.  Zwei  Annäherungen  reichten  aus,  um  die  folgenden  Werthe 
zu  erhallen,  mit  welchen  hier  eine  letzte  Annäherung  ausgeführt  wer- 
den soll,  um  zu  zeigen,  dass  sie  den  Gleichungen  mil  hinreichender 
Genauigkeit  Gnüge  leisten. 
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9<  9 

n./z 
<8tn 

Jr 

t  cos 

JP 
tsln 

JQ 

t  COS 

4. 

0,0 
1,0 
2,0 

-18 
+  17 

-108 

—  41 

—  10 

+2 

+  4 

-3,-1 
-2,-1 
-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

9  — 1 

*  y  ■ 

3,-1 
-2,-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

—7 
-273 
-18275 
-164062 
-27918 
-301 
—7 

""'—"12" 
-886 
-9635 
-6448 
+  12691 
+281 
+  11 

-1 
—  54 
+  12087 
+  104 
+2 

-48 
-4  4  5 
-15 
-2 

+1 

-393 
—3660 
—1071 
-18 

-5 
-226 
-263 
+  458 
+  13 

-2 
+296 
+7 



-22 
—3 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

-7 
-71 
-16 

—6 
-2 
+7 

+8 



1,0 
2,0 
-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 
»   i 

3,  -i 

4,  -1 

+  1304 
+27 

—650 
-23 

Vi  3 
—  1057 
+6861 
+5709 

+332 
+  17 

+  1 

-247 

-3455 
—3983 
-285 
—20 

4-22 
-18 
+  132 
+6 



+3 
+24 
-128 
-6 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

—90 
+746 
+  1017 
+56 
+2 

—23 
—361 
—  702 

-48 
—3 

-5 
+  18 

+3 
-18 

=1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

+  19 
+640 
—  49350 
—38589 
-1281 
—  49 

+  18 

+636 
+22023 
+26529 
+  1318 
+71 

+  46 
+252 
-641 

-27 



-42 
-234 
+664 

+27 

0,  -4 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 
*,-4 

+  41 

-3492 
—3847 
-143 
-5 

+T2 
+  1488 
+2591 
+136 

+23 
-57 

-21 
+59 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

-466 
-246 
—9 

+67 
+463 
+8 
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11.  | 
2,-2' 

-»-19 
+  iu 

-8 

—  5 

* 

• 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

O, — J 

-4  1 
+89 
-1-150 
+  58 

+  6 

+  4 

-35 

-75 

-30 
c 

—  » 

■ 

1 

2,  -4 

3,  -4 
4  —4 

+  17 
+39 
+  17 

—6 
-19 
—  9 

i 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

5,  -5 

—9 

—  665 
—  1029 

—373 
—28 

—  77 

—  146 

—Do 

-6 
+255 
+514 
+  196 

+  ?2 

• 

2,  -6' 

3,  -6 

+  27 
+74 

.  Ol 

+  0'1 

3. 

0,1 

1.1 

•  >  * 

2,» 
3,1 

-32 

+  22 

+55 
—90 
+202 
+5 

—60 
+90 
—202 
-4 

1,0 

2,0 

+  1  0 

-2 

u 

—  o 

+  i 

—  z 
+8 

—  8 

0,  -1 

1,  -1 

-30 

+24 

—  43 

—  /  u 

+247 
+  12 

+  43 
^* « « 
—253 
-12 

0,4 

+298 

-298 

-1,3 

0,3 
1,3 

+861 

 ,  >| 

-94 

+84 
+4792 

-78 

 ,  

—  83 
-4823 
+  78 

-1,2 

0,2 

M 

-1 

—33 
-1 

-1 
+3 
+4 

-m 

+  1 

+  189 

-U 
0,4 

-514 
-4380 



+19 
+2455 

6. 
4,0 

+2172 

1 T — 4 1       +26    1  —44 

+  U0 

-67 
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7. 

3,-2 

—31 

+  43 

2,  -3 

3,  -3 

-1 
-M 

-M 
-4 

3,-4 

-iy 

-4-21 

Hiezu  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Die  Einheil  ist  wieder  die  ftlnfle 
Decitnale  der  Secunde,  und  die  Einheit  der  Zeit  100  Julianische  Jnhre, 
so  dass  in  der  Abiheilung  1.  Argument  0,-1  bedeutet, 

n  /z  =  — 1  ,'64062  /sin  {—g) 

u.  s.  vv.  Diese  Einheiten  sollen  im  Folgenden  beibehalten  werden.  Die 
Coefticienlen  in  n/h  und  .  die  den  Abiheilungen  3.  4 .  6,  7  angehö- 
ren .  sind  blos  so,  wie  oben  beschrieben ,  berechnet  worden ,  nemlich 
die  von  0</'  in  3,  von  2#  in  4,  von  — g  in  C,  und  von  — 3^'  in  7  aln 
hangenden  durch  blose  Anwendung  der  Glieder  der  Producte  (8)»'./:' 
und  (9)  .Jv\  und  die  übrigen  durch  Mullipliealion  der  Cocflicienten  von 

ndz  und  v  mit  s~.  Zu  dem  Ende  wird  mit  hinreichender  Genauigkeit 

Vx  U~l  ... 

wo  die  Zahl  — 0?  17267  der  Coeflleient  von  /  sin  g  im  Ausdruck  von 
n  /z  des  Art.  299  isl.  In  Theilen  des  Krcisradius  und  den  hier  ge- 
wählten Einheilen  wird 

%  log  ^  =  2,39665« 

in  Bezug  auf  diese  Coefficienlen  sollen  die  vorsiehenden  Wert  he  ohne 
Weiteres  beibehalten  werden,  da  sie  keinen  merklichen  Einfluss  auf  die 
zu  berechnenden  SllcularUnderungen  haben,  und  nur  angesel/.t  worden 
sind,  um  dieses  darzuthtin. 

♦■ 

302. 

Es  ist  nuu  zuerst  wie  in  den  früheren  fc§  der  Werth  von  Jh*  zu 

berechnen,  der  sich  aus  den  vorstehenden  Werlhen  ergiebt.  HiefOr 
wurden  die  folgenden  Producle  erhalten. 
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9>9 


t  Kill 


4  j 

1,0 
«,0 


-3,-1 
-2,-1 

-4,-4 
0,-1 
4,-1 

2,  -4 

3,  -4 


-2,-2 
-4,-2 
0,-2 


0,-3 
4, -,3 


4.0 


-4 
^f— 4 

3,  -« 

4,  -4 


-21 

-3 


+  1 
-»-21 
+388 
-4-276,4 
-8 
—  48 

 9 


+24 
+23,6 

+8 

+  1 


+  «,7 
+  4 


-3 


t  sin 


-in 
-1 


+  1 

+  18 
+200 
+224 ,8 
+5 

+7 

n 


+  4 
+  11 

+  19,0 
+  4 


I  sin 


-0,3 


+  U 


■ 

(80)  JQ 


t  si 


3*- 
t- 

-0,* 


sin 


-34 
-4 


-3 
+  1 


» . 

V 


-MV 
—  421 
—1380 
-267 
—23 


-1 
+46,3 
-448 
+27 
+81 

+6 


+0,7 

,  r-H,4 

-101,7 
.♦^-«4,7 


+  1,0 
-8,4 

+2,5 
+6,7 


—f8f4 
4*,— 3  +24 
'4Vr3|  +43;»8 


3f    '  +1 


+1 

-13,9 

+70 

+81 

-97 
-8 


+  1 

-5 

i  -  i  .» 


-1 


0*- 


—238 

V4 


-0,4 


'i'jti 
+2 


+2 
+39 
+5*8 

+  WT,7 
-3 
— M 

';t!-2 


+5 

+35 
+4S.6 


+2,8 
+  1 


-fi 
-1  I 


-  I 
+33,6 


-43r.'.) 
-186 

»*Tl47 


+  4,7 
♦  *-19,5 

^—99,8 
—  15,0 

—  1 
-32,0 
+93 
+  4426 
+234 
+21 
+4 
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M  g 
i  1  . 

3,-2 

-H 

—\ 

+  n 

+41 

3,-3 

—  70 

+  29 

-41 

4,-3 

-61 

+36 

-25 

5,-3 

—9 

+  5 

-4 

2,-4 

-1-2 

+2 

3.-4 

—12 

+6 

—  6 

4,-4 

—  13 

+  H 

 2 

2,-5 

—38 

+24 

• 

-U 

3,-5 

+  40t 

—  145 

+256 

4,-r, 

-1-360 

—232 

+  128 

5,-5 

+  42 

-25 

• 

+  17 

2,-6 

-4 

+4 

0 

3,-6 

+  52 

-17 

+35 

4,-6 

+57 

-38 

+  19 

5,-6 

+7 

-4 

+3 

303. 

Im  Vorhergehenden  sind  nun  alle  Glieder  enthalten,  deren  Summe 

zufolge  der  Gleichung  (70)  des  Art.  188  das  Differential  von  bildet, 

in  Bezug  aber  nicht  nur  auf  die  jetzt  auszuführende  Integration,  son- 
dern auf  alle  Integrationen,  die  in  diesem  Paragraphen  auszuführen  sein 
werden,  ist  noch  ein  Glied  zu  berücksichtigen,  welches  aus  den  fol- 
genden Betrachtungen  sich  ergiebt. 

Alle  Argumente  der  Momlstörungen  bestehen  aus  einem  constan- 
ten  Gliede  und  Gliedern,  die  mit  den  ganzen  und  posiliveu  Potenzen  der 
Zeit  mulliplicirt  sind ,  und  von  welchen  bei  der  Berechnung  der  Siö- 
rnngscoefticienten  selbst,  bei  den  Integrationen  nur  das  mit  der  Zeit 
selbst  multiplicirle  Glied  berücksichtigt  worden  ist.  Das  mit  dem  Qua- 
drate der  Zeit  multiplicirle  ist  jedoch  nicht  in  allen  Fällen  unmerklich, 
giebt  aber  im  Integrale  ein  Glied  von  derselben  Form ,  wie  die  hier  in 
Rechnung  stehenden ,  und  muss  daher  diesen  einverleibt  werden.  Yon 
den  bei  der  Berechnung  der  Störungscoefficienten  vorkommenden  In- 
tegralen hebe  ich  irgend  ein  Glied  aus  und  bezeichne  es  mit  % 

F  cos  {nßt  +  nß'P  +  k) 

wo  ß  irgend  einen  der  im  Art.  404  erklarten  Integrationsdivisoren  bo- 
t,  ff  Function  der  Säcularänderungen  der  mittleren  Anomalie 
Mondes,  des  Perigäums  und  der  Knoten,  k  hingegen  conslant  ist. 


Digitized  by  Googl 


337]    Berk«  hm  ng  der  in  den  Mondtapki.*  angrwanbtbn  StOm:nobm.  337 

Das  Differential,  aus  welchem  dieses  Glied  entstanden  isl,  hat  nun  fol- 
gendes Glied 

— nßF  sin  (nßt  +  nß!P+  k)  dt 

weil  bei  der  Integration  auf  (t  keine  Rücksicht  genommen  worden  ist. 
Das  correspondirende  Glied  in  den  in  diesem  §  vorkommenden  Diffe- 
rentialen sei 

nGl  sin  (nßt  -h  w/Tl»  -4-  k)  dl 
dann  ist  klar,  dass  im  Ganzen  das  Glied 

— » (ßF—  C.t)  sin  (nßt  ■+■  nßfP  +  k)  dt 
zu  inlegriren  ist.  Sei  nun 

— nßßF  -  Gl)  sin  (nßt  •+■  nß>P  +  k)  dl  = 
(F  —  |  /)  eos  {nßt  +  nßP  +    +  ^ 

dann  giebt  die  Rückdifferenlialion,  wenn  man  das  Producl  Gßf,  welches 
immer  unmerklich  ist,  übergeht, 

dx  =  ZßFt  sin  (nßt  «+■  nßl*  -f-  *)  nd*  ■+-  j  cos  (n/Ä  -h  w^i9  ■+-  *)  r// 

und  hieraus  bekommt  man,  wenn  auch  Ubergangen  wird,  welches 
von  derselben  Ordnung  ist  wie  Gßf, 

x  =  -  2  £  fif  cos  (njff  •+•  «0V  +  *)  +  -"^  sin  (n/fl  +  m^P  -4-  *) 

Nimmt  man  dahingegen  an,  dass  die  früheren  Integrale  Sinusse  stall  der 
Cosinusse  enthalten ,  und  heben  wir  aus  einem  derselben  das  Glied 

F  sin  (nßl  -h  nßfP  -+•  k) 

heraus,  dann  isl  in  den  Differentialen,  die  hier  vorkommen, 

nGt  cos  (nßt  +  nß?fi+k)di 

das  correspondirende  Glied ,  und  es  isl  im  Ganzen  der  Ausdruck 

»  (ßF+  Gl)  cos  (nßt  +  nß'fi  -t-  k)  dt 

zu  inlegriren.  Sei  jetzt 

nfißF  ■+•  Gl)  cos  (nßt  -h  n^/1  -h  *)  = 
(F+l  t)  sin  («^-»-n^  +  /c)+a; 

dann  giebt  die  Rückdiffcrentiation 

rir=— 2w^F<  cos  (nßt  -t- »//  -t-  k)  dl  — |  sin  (nßt  +  nfti1  -+-  k)  dt 
und  hiemit  wird 

x = — 2^  F/  sin  (»/?/  +  «^  -I-  k)  +  cos  (»,*/  +  nßfO  +  *) 

AMiiodl.  d.  K.  S.  Ge*\\*h.  d.  WiMMicb.  XI.  22 
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womit  diese  beiden  Integrale  gegeben  sind,  da  man  nur  den  bez.  Werth 
von  x  zu  subslituiren  braucht.  In  der  Anwendung  ist  es  indess  am  Ein- 
fachsten, die  Correctionsglicder  an  den  Differentialen  anzubringen,  und 
es  folgt  aus  dem  Vorstehenden ,  dass, 

»wenn  das  Differential  mit  Sinussen  multiplicirt  ist,  man  darin  nor 

G  +  2^F  statt  G 

»und  wenn  es  mit  Cosinussen  multiplicirt  ist,  man  tlariu  nur 

G  —  2ß'F  slatt  G 

»zu  setzen  brauch! ,  um  die  hier  betrachteten  Glieder  durch  >s 
»gewöhnliche  Inlegrationsverfahren  vollständig  zu  erhallen.« 

304. 

Machen  wir  nun  von  der  Entwickelung  des  vor.  Art.  zuerst  An- 
wendung auf  den  Ausdruck,  welcher  durch  die  Integration  J^-  giebt. 

so  zeigt  sich  leicht,  dass  hier  nur  durch  die  in  Rede  stehenden  Glieder 
in  den  Coefficienten  der  Argumente  0,-2;  1, — 2;  2, — 2;  3,— 2  der 
Abiheilung  2  etwas  Merkliches  hervor  gehen  kann.  Um  für  diese  die 
mit  ß'  bezeichneten  Grössen  zu  berechnen,  müssen  die  Säcularänderuo- 
gen  angewandt  werden,  da  von  diesen  abhängt.  Ich  werde  von  die- 
sen die  folgenden  Werthe  anwenden,  die  die  nächst  vorhergehende 
Näherung  mir  gegeben  hat,  nemlich 

g  =  +  5i;i5C 
g  =  -0,56/» 
o>  =  —  45,21  P 
<o'=  —  6,05? 

und  hiemil  ergiebl  sich  für  die  Argumente 

0,  -2,  in  2  nß'=  —  77','20 

1,  -2,   =  —26,05 

2,  -2,   =  +25,10 

3,  -2,   =  +76,25 

Aus  dem  Art.  69  erhält  man  für  dieselben  Argumente 

F=  —  93?4 
=  —  329,1 
=  +  920,7 
=  +33,1 
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und  biemit  wird  in  den  hier  angenommenen  Einheilen,  da  für  diese 
log  n  =  4,2350  ist, 

iß'F  =  -h  0,8 
=  +  1,0 
=  +  2,7 
=  +0,3 

Da  hier  das  Differential  mit  Sinussen  multiplicirt  ist ,  so  müssen  diese 
Werthe  zu  G  addirl  werden.  Zufolge  der  Artt.  300  und  302  ist  für 
dieselben  Argumente 

(21)n^2V(22)^'  =  -2,8=+83,9=-69G,5=-4G,3 
(l7jn^  +  (18)^  +  (i9)^P  +  (20)^(?  =+1,7=-19,5=-  99,8=-15,0 

folglich  G  =-i,1=+6414--79ü,3=-GI,3 
und  -~  =  -0,3«+65,4— 793,6=-6l,0 
305. 

Führt  man  nun  die  Integration  auf  die  gewöhnliche  Art,  nemlich 
durch  Anwendung  der  Integrationsdivisoren  ß  aus ,  und  lässt  dabei  die 
Glieder,  die  kein  l  ausserhalb  des  Cosinuszeichens  haben,  weg,  die  spli- 
ter  nur  iu  dem  Element  5  Wirkung  äussern  können ,  und  daher  zufolge 
der  Annahme  S  =  0  in  Bezug  auf  die  Säcularänderung  der  mittleren 
Länge  hier  wirkungslos  bleiben ,  so  bekommt  man 


0.  9 

A 

9,9 

A 

i  cos 

t  cos 

1. 

1. 

1,0 

+  48 

0,-3 

+4 

2,0 

+3 

1,-3 

+3 

-3,-1 

+  1 

2. 

-2,-1 

-f-U 

-1,-1 

+467 

1,0 

+  4 

0,-1 

+1095 

-1,-1 

-2 

1,-1 

+899  1 

0,-1 

-33 

+38 

1,-1 

—373 

3,-1 

+2 

2,-< 

+2546 

—2,-2 

+  1 

3,-1 

+  130 

-1,-2 

+26 

4,-1 

+7 

0,-2 

+78 

0,-2 

—  t 

1,-2 

+  60 

-75,5 

2  —2 

+2 

2,-2 

+425,2 

3,-2 

+21,3 
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2. 

<>,- 
1  - 

2,  - 

3,  - 

4,  - 


1, 

-  ' 

2. 


3 
3 
3 
3 
3 
3 

—  3 

=  *| 
-4 
—4 
-4 

—  4 

—  o 


-2 
+767 
+  5145 
-14X25 
-58« 
—26 
—  1 

~+38 
+  456 
-1311 
-54 
—2 


+  28 
-75 

3,-5'  -3 


u  I 


Iii 

1   9 

J,  — z 

+  s 

2,-3 

— 

—7 

3,-3 

+30 

*, — <j 

+  11 

5, — .i 

+  i 

2,-4 

—  1 

O, —  * 

+7 

4,-4 

+i 

2,-5 

+  18 

3,-5 

-209 

4,-5 

-64 

5,-5 

-6 

2,-6 

3|-6 

*i 

4,-6 

-10 

306. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  Berechnung  von  JP  und  JQ ,  so  be- 
kommen wir  zuerst  durch  Hülfe  der  im  Vorhergehenden  enthaltenen 
Dala  die  folgenden  Producle. 


0*  9 

(38)  ♦».-/; 

t  cos 

(39)  Jv 

i  cos 

<  cos 

(42)  JP 

«CO» 

(43)  JQ 

leos 

Summe 

1. 
0,0 

+0,187 
+  1 

+0,106 

+0  096 

* 

+0,186 

+0,255 

+  1,130 

+  1 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

+  14 
+  10,4 
+  1 

+  1 

+2,5 
+6 

—  1 

+  1,9 

-2 
+  4,6 

+7,0 
-1 

+12 

+26,4 
+6 

+  1,2 

+0,3 

+0,2 

+  0,1 

+0,3 

2. 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

-0,6 
0 

+60 
+  12 

-0>7 

+2 

-i 

-3 

-1 

+0,3 
—3 
+  20 
+  1 

+0,1 
+  1 

** 

— ■> 

-0,9 
0 

+70 
+10 

1,  -2 

2,  -2 

+1 
+4 

+2 

+  1 

+6 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

-1,0 
1  -3 
-57 
-14 

-0,2 
+  12 
+  15 

+5 

-0,2 

-2 

+5 

-y 

+2 
-15 

+0,1 
-2 
+  10 

-1,5 
+7 

-9 

2,-4 

-5 

+2 

—2 

-5 
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3. 

0,1 

U 
2,1 

.1,1 

+0,6 

—5 

—59 
t  o 

+0,7 
-4 

+3 

■  i 

•+■» 

+0,1 
-2 
+  15 

-0,1 

+  2 

—  10 
i 

+  1,3 
—9 
-51 

2,0 

-1 

-* 

-5 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

—0,5 
-»-2 

+  15 

-0,3 
—4 
-5 
-4 

+  0,1 
+  1 

-3 

—  0,3 
+3 
-19 
-1 

+  0,1 

—  1 

+  0 

-0,9 

+  1 
+  «» ' 
+  10 

1. 
0,4 

_  -M_ 

-0,7 

-0,2 

+2,1 

—0.7 

-0,8 

-1,3 

0,3 
1,3 

-i 

-10,9 
-15 

—3 

—5,9 

-4 

-2,7 
+  1 

—  1 
+24,1 
-2 

+  1 

-1,7 
+  1 

-4 

+2,9 
-19 

0,2 

+0,3 

+  0,3  ! 

+  0,1 

-1,7 

-0,2 

-0,9 

-1,1 

0,1 

«,1 

+2 
+  0,5 
-1 

-5 
+3,4 
—  4 

+0,7 

+  1 

—24,8 
+2 

-1 

-0,3 

-1 

-3 
-20,5 
-4 

Hier  ist  durch  *  in  der  Columne  (41)./«  angedeutet,  dass  der  Iiieher 
gehörige  CoeflicicDt  erst  weiter  unten  bestimmt  werden  wird. 


9>9 

(46)  nJz 

(47).'/* 

(48).^ 

(40)  Ja 

Summe 

(sin 

f  sin 

1  sin 

l  sin 

l  sin 

t  sin 

t  sin 

1. 

1,0 

-1 

-1 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

-17 
-11,5 
0 

—8 

-9,5 
+  1 

+  1 

-3,4 

—3 
+  15,5 
+3 

+  13,2 
-1 

-27 
+4,3 
+3 

0,-2 

-i,< 

-0,9 

-0,2 

-0,5 

+0,7 

-2,0 

2. 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

—0,2 

+5 
+60 
+  12 

-0,7 
+5 
-1 
-4 

-0,4 
-4 
+  20 
+4 

-0,1 
+  1 

-5 

-1,4 
+7 
+74 
+9 

1,  -s 

2,  -2 

+  1 

+5 

+2 

+  1 
+7 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

+  1,1 
-1 

—58 

-15 

+  0,7 
—  4 

"3 
+5 

"  +0,6 

+  3 
-15 

-1 

+0,2 
-2 
+  10 
+  1 

+2,6 

-4 
—66 
-10 

2,-4 

—5 

|_.  - 
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3. 

0,1 
1,1 
2,1 
3,1 

-1-0,6 

-5 
—  60 
— 1z 

+0,7 
—  4 
+  1 

+0,3 
-2 
+  15 

-0,1 

+2 

-10 
i 

—  1 

+  1,5 

—9 
—  54 
-13 

2,0 

—1 



—2 

-1 

-4 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

—0,5 

-f-2 
-1-59 
-1-15 

"-0,3 

—  8 

—  6 
-4 

+0,1 
+  1 

— J 

-0,3 
+3 
— 19 
-1 

+  0,1 

—1 

+4 

-0,9 

—  3 
+3o 
+  10 

4. 

0,4 

-1,3 

+0,2 

-0,2 

—  •  _ 

+  1,6 

+0,3 
0 

+  3,8 
-28 

-1,3 
0,3 
1,3 

 2 

—  10,9 
-15 

+2 
—  5,8 
-13 

-2,7 
+  1 

+24,2 
-1 

-1,0 

0,2 

-1-0,3 

+0,2 

+0,4 

-1,9 

-1,0 

-1,1 
0,1 

1,1 

-1-2 

+0,5 

-1 

+3,4 
-4 

+0,7 

+  1 

-26,0 
+2 

+0,9 

+  3 

-20,5 
-3 

307. 

Bildet  man  aus  den  Summen  der  Angaben  der  beiden  Tafeln  des 
vor.  Art.  und  aus  (44)n'./z'  +>  {15)  Jp,  sowie  aus  (b2)n'Jz  +  (53),//, 
die  im  Art.  300  gegeben  sind,  die  Summen,  so  bekommt  man  zufolge 
der  Gleichungen  (76)  und  (77)  des  Art.  192  die  Ausdrücke  der  Diffe- 
rentiale von  JP  und  JQ.  Bevor  zur  Integration  dieser  geschritten 
werden  kann ,  ist  noch  Einiges  zu  bemerken.  Zuerst  ist  der  Werth  von 
Ja  zu  bestimmen.  In  der  ersten  Tafel  des  vor.  Art.  ist  das  der  Zeit 
proportionale  Glied  gefunden  worden  *) 

=  +  1,130  f 
und  Art.  300  dasselbe       =  —  1 5,41 0 1 

Sa.  =  —  1 4,280 1 

im  Differential  von  JP  ist  folglich  das  der  Zeit  proportionale  Glied 

(4 1  )Ju—  14,280 1 

wenn  von  (41)  nur  das  constante  Glied  aufgenommen  wird.  Zufolge 


•)  Ich  bemerke,  dass  zur  Erlangung  von  grösserer  Genauigkeit  dieses  Glied 
aus  den  Resultaten  der  gegenwärtigen  Annäherung  berechnet  worden  ist,  und  werde 
die  Einzelnhciten  davon  weiter  unten  anführen. 
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des  Arl.  214  ist  dieses  Glied  =  — 18556"6,  und  da  die  Summe  dieser 
Glieder  gleich  Null  sein  muss,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

0  =  —  18556','6,:/«-  14,280/ 

woraus  in  Theilen  des  Kreisradius,  und  wenn  auch  hier  die  fünfle  De- 
cimale  als  Einheit  angenommen  wird, 

Ja  =  —  0,00070952/ 

folgt.  Hiemit  sind  nun  die  übrigen  Glieder  von  (41)  und  (49)  multipli- 
cirt,  und  die  Producte  den  beiden  Tafeln  einverleibt  worden.  Es  ent- 
stand nur  bei  dem  Argument  0,2  in  4.  etwas  Merkliches. 

Wie  aus  Ja  die  Säcularänderung  der  Knoten  erhallen  wird,  soll 
erst  weiter  unten  gezeigt  werden. 

Ferner  ist  vor  der  Integration  auch  der  im  Art.  304  erklärte  Um- 
stand zu  berücksichtigen,  und  dieser  hat  auch  nur  auf  das  Argument 
0,2  in  4.  einige  Wirkung.  Für  dieses  wird  durch  die  Zahlenwerthe  des 
Art.  304 

n(?=  —  13T22 
und  aus  dem  Art.  109  ergiebt  sich  für  JP 

F  =  —  484;2 

und  für  JQ 

F=  +  485:9 

Es  wird  demzufolge  für  JP 

—2(i'F  =  —  0,7 

und  für  JQ 

+2/fT=  — 0,7 
308. 

Addirt  man  nun  und  führt  die  Integration  eben  so  wie  im  Art.  305 
aus,  so  bekommt  man 


9>9 

JP 

Diff. 

Diff. 

t  sin 

t  cos 

1. 

1,0 

-+-2 

0 

+1 

0 

-1 

0 

0 

0 

-1,-1 

-51 

-3 

—20 

+2 

0,-4 

+  12154 

-67 

-111 

—  4 

1,-1 

+  103 

+1 

-44 

—1 

2»-* 

+2 

0 

-2 

0 
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4. 

<* 

A 

A 

0.  —  2 

+  295 

+  1 

—24 

+2 

4,-2 

-f-H 

-1 

-4 

+  1 

U, — J 

■  u 
-t-o 

A 

A 
U 

A 
U 

2. 

 —  — 

i\  '              "  — 

n  f 
u,  —  1 

-1-52 

Ii 

+  •> 

—  z 

i  i 

—  Zo 

+  0 

+  Z.1 

+  1 

->  —  4 

-fr-  4  32 

o 

 |  VK 

o 

+  7 

—1 

—  (i 

0 

1  ,  —  i 

R 

—  U 

u 

+  Z 

+  1 

2,-2 

+22 

-4 

—  22 

+  4 

3,-2 

+  1 

—  1 

—  4 

+  1 

0,-3 

-»-15 

+  4 

—30 

—  6 

i   «i 

J  ,  —  o 

*.  • ,  r 

_  3 

•^— — ■  >  ~ 

■  i 
1 

 Ii* 'l 

V  '1-  *y 

i  a 
+  " 

i  a 

 V", 

—  Z 

1,-4 

■      1  i 

+  21 

-4-2 



—21 

0 

9   A 

+ 1 

—  s 

3,-4 

-2 

-4-2 
• 

-4-2 

—2 

3. 

.  (-.7 
+  O  i 

— z 

—  Ol 

—  .i 

4,4 

-92 

-4-2 

+oo 

0 

2,4 

-f-204 

—2 

—202 

0 

3,4 

+5 

0 

—  4 

o 

4,0 

—  5 

+3 

 — — ■ 

+  4 

—1 

2,0 

0 

-1-8 

0 

+8 

0  1 

—  38 

-*-'U 

4,4 

-77 

-4-1 

+84 

«• 

—  0 

2,4 

-4-254 

—254 

+  1 

•V 

-4-12 

0 

 .  - 

-12 

- 

0 

4. 

0,4 

-1-29!) 

—1 

-304 

+6 

-4,3 

-4-85 

-1 

-78 

-5 

0,3 

+  4811 

-19 

-4834 

+  11 

4,3 

-78 

0 

+85 

-7 

-1,2 

-1 

0 

+  1 

0 

0,2 

—208 

-4-16 

+210 

-21 

4,2 

+  1 

0 

-1,1 

—  9 

-10 

+  14 

+5 

0,1 

-2453 

-4-10 

+  2470 

-45 

4,4 

—  8 

+7 

Diu  in  den  mil  »Diff.«  uberschriebcncn  Columnen  befindlichen  Angilben 
geben  die  Unterschiede  dieser  Resultate  von  den  der  Rechnung  zu 
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Grunde  gelegten  und  im  Art.  301  angeführten  Wcrthcn  von  .7/*  und  JQ, 
und  sind  alle  befriedigend. 

309. 

Iis  ist  jetzt  der  Werth  von  ./(VA'  durch  die  Gleichung  (78)  des 
Art.  I!)3  zu  bestimmen,  allein  es  zeigt  sich,  dass  nichts  Merkliches 
herauskommt.  Diese  Gleichung  ist  also  nur  zur  Bestimmung  von  Jq 
anzuwenden ,  und  hiefür  giebt  sie 

0  =  ✓/ii  +  (54)./«  +  (55)./P+(56).;/Q 

wenn  von  dein  Coefficienlen  (Iii)  nur  das  conslanle  Glied,  und  von  den 
Producten  (55)  JP  und  (56). -/(J  nur  die  der  Zeit  proportionalen  Glieder 
angewandt  werden.  Letztere  erweisen  sich  als  unmerklich,  und  da 
zufolge  des  Art.  216  das  constanle  Glied  in  (54)  =  — 418','3  ist.  so  er- 
giebt  sich  die  Gleichung 

0  =  ./tj  —  4I8','3^« 

Subslituirt  man  hierin  den  im  Art.  307  erhaltenen  Werth  von  ./«,  so 
bekommt  man 

./tj  =  —  0,00000 156* 
wo  die  Einheiten  dieselben  sind  wie  in  Ja. 

■  310. 

Ks  kommen  nun  die  Producta  an  die  Reihe,  deren  Summe  das 
Differential  von  J\\\  bilden.  Diese  ergeben  sich  wie  folgt. 


Erster  Theil. 


r>  o>  'S 

{\)n.h 

(2)Jr 

(3)^ 

ndl 

Summe 

t  sin 

t  Bin 

t  sin 

t  »in 

(sin 

i. 

-1,1,0 

-1-3,23 

-1-7,17 

-0,52 

-0,37 

+9,51 

0,1,0 
-1,2,0 
1,0,0 

-1-63 
—33 

—31,688 

-♦-30 

—  10 

—  18,940 

-2 
-1-1 

-1-0,478 

-1-0,111 

+91 
-42 

-50,039 

0,2,0 

+  12 
—5 

-3 

+2 
-1 
-2 

-1 

+13 

-6 
-5 

oT— 37— i 

—9 
-1-2 
+6 

-4 
-1-1 
-1-3 

+2 
-1 

—  11 

+3 
+8 
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1. 

0,-2,-1 

-108 
+32 
+59 

—67 
+34 
+25 

+  19 
—9 
-11 

-7 
-2 
+7 

—163 
+55 
+80 

o,—i,—i 

-1169 
+559,8 
+510 

—610 

+447,0 

+154 

+65 

-30,6 

—39 

+1 

+87,9 
+89 

—  1713 
+  1064,4 
+714 

0,0,-1 

—850,4 

+  *,7 
—64,0 

-701,3 
+  475,5 
+222,5 

"^306^3 
+172,7 
+135,4 

—  15,8 
-4,8 
+2,7 

—  1873,8 
+  645,1 
+296,6 

0,1,-1 

+28 
-102 
-71,0 

-52 
-62 
+  110,1 

+22 
+8 

—29,5 

+  1 
+96 
+  104,4 

-1 
-60 
+  114,0 

0,2,-1 

+60 
-37 
-17 

-15 
+  1 
+  15 

—  1 

—8 
+8 
-3 

+36 
-28 
-5 

0,3,-1 

+8 
—6 
—2 

+8 
-6 
-2 

0,-2,-2 

-8 
+2 
+5 

-2 
+2 
+  1  * 

-1 

-14 
+4 

+6 

0,-1,-2 

—73 

+35,9 

+32 

-36 

+23,8 

+13 

+5 

-2,5 
 2 

+2,3 
+2 

-104 
+59,5 
+45 

0,0,-2 

-73,7 
+  16,4 
+  13,5 

—57,8 
+39,1 
+  19,0 

~^-23,1 
+  13,0 
+9,9 

—0,5 
—0,1 
+0,4 

—  155,1 
+68,4 
+42,8 

<m,-* 

-28 
+8 
+9,6 

-17 
+  4 
+  14,2 

+2 
-2,4 

+3 
+3,5 

-43 
+15 
+25,2 

0,2,-2 

0 

—  1 

0 

0 
-1 

0 

0,-1,-3 

—  4 
+1,9 
+  1 

-2 

+0,9 

+1 

-0,2 

—6 

+8,6 

+2 

0,0,-3 

-*,7 
+1,6 
+  1,8 

-3,3 
+2,4 
+M 

-1,0 
+0,5 
+0,5 

—9,0 
+4,5 
+3,4 

0,4,-3 

-2 
+1 

+0,7 

_1 

+0,6 

-0,1 

—3 
+  1 
+  4,2 

2. 

0,1,0 

+  13 
+  1 

-4,62 

+10 

-9,94 

-1 

+0,25 

-6 

-5,69 

+22 

—5 
—20,00 

0,2,0 

+  46 
-20 
-27 

—4 
+1 

+3 

-1 
+1 
+1 

+44 
-48 

-23 
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2. 

0,3,0 

+9 
—  4 
-4 

0 

-0,1 
0 

—3 
+  1 
+2 

+6 

-3 
-2 

0,-1,-« 

-1 

-u 

+0,1 

—  1 

-U 
0 

—49,8 
+  43,3 
+  12,3 

0,0,-1 

-24,4 
+16,  I 
-2,5 

+540 
-114 

—326,2 

—28,7 
+  16,6 
+  14,1 

+0,9 
—  0,9 
+0,4 

+2,4 
+  1,3 
+0,3 

0,1,-1 

+351 
—101 
-250,3 

-7 
—3 
+  10,6 

+:. 
-23 
—29,5 

+889 
—241 

-595,4 

0,2,-1 

+4202 
—2070 
—2071 

—86 
+  U> 
+49 

—19 
+  5i 

—35 

+  1 

-r,8 

—63 

+  4098 
— 20ii 
—2120 

0,3,-1 

+  U7  i 
-531 
—379 

—249 
+H7 
+  IC.2 

—12 
+  8 
+4 

+5 
—9 
-2 

+  717 
—  445 
—215 

0,4,-1 

+  114 

-69 
—31 

—28 
+  M 
+  12 

-1 

—  1 
—1 

+85 
-59 
—20 

0,5,-1 

+  11 

—8 
-2 

—  1 
+1 

+10 
-7 
—2 

0,0,-2 

+  0,2 
+  1,5 
-1,3 

-1,2 
+  1,0 
+0,6 

+0,6 
—0,6 

+0,2 
+0,2 
-0,1 

—0,8 
+  3,3 
-«,4 

0,1,-2 

+  44,8 
-14,7 
-27,33 

+24,7 
-5,2 
-18,64 

-1,0 
—  0,8 
+  1,59 

+  0.S 

-2,1 
-2,49 

+69,3 
—22,8 
—  46,87 

0,2,-2 

+313,5 
—  161,8 
-117.  i 

—9,3 
+8,2 
+  1,5 

-u 

+8,3 
—6,3 

+  H.:! 
-12,0 
-10,2 

+303,3 
-157,3 
-162,2 

0,3,-2 

+78,5 
-15.8 
-28,7 

-21,2 
+8,0 
+  !2,7 

'  -M 

+  1,6 
+0,3 

+  0.N 

-1,6 
-0,2 

+56,3 
—37,8 
—15,» 

0,4,-2 

+9 
—  •") 
—2 

—  1 
+  1 

+x 
-4 
-2 

0,-1,-3 

+5 
—0,6 
—  4 

+2 
-0,1 

-0,2 

-0,1 

+7 

-1,0 

—4 

0,0,-3 

+  49,5 
—  1 5,7 
—24,9 

+18,2 
—  18,8 
—3,8 

+4,8 
+  11,3 
—16,1 

-13,1 
—  12,0 
+2,4 

+59,4 
—35,2 
-42,4 

0,1,-3 

—226 
-151 
+51,1 

—234 
—56 
+286,0 

-24 
+  98 
—74,8 

—31 
+  116 
+  159,1 

—515 
+7 
+421,4 
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41. 

0,3,-3 

-♦-220 

—  78 

+  11 

+  4  53 

—429 

+24 

—  6 

—3 

—  114 

—  95 

+53 

—5 

—  2 

—49 

0,i,-* 

+  183 

—  442 

t—  43 

+28 

—  108 

+  40 

—  4 

f  — 

—  4/ 

—78 

+74 

—  1 

+  44 

0,5,-3 

—46 

—  6 

+40 

—  21 

+7 

+  3 

—  4  4 

—9 

+8 

+2 

+  1 

0,2,-4 

—  5 

—  1 

—6 

-f-3 

+3 

+  - 

—  4 

+ 1 

0,3,-4 

-4-51 

— IS 

+2 

+S5 

—27 

+  6 

—2 

—  23 

—  i\ 

+  43 

—  I 

— 9 

0,4,-4 

+52 

—34 

—  10 

+8 

—30 

+  14 

+  6 

—  43 

—24 

+20 

+  •> 

+ 1 

0,5,-4 

+6 

—  3 

+3 

—4 

+  1 

— 3 

—2 

+  1 

1 

—  1 

0,2,-5 

+63 

—48 

—  1 

—  4 

+  1 3 

—74 

+  22 

+5 

—  47 

—4  4 

+  28 

+3 

■+■  i 

+22 

0,3,-5 

—  4  244 

+  i  ;s 

—  119 

—  SS."» 

+604 

—  152 

+.*'»s 

+  4  7 

+  52  - 

+620 

—323 

+60 

+  / 

+36  4 

0,4,-5 

—1435 

+714 

+241 

■ 

—  4 

—  481 

+589 

—247 

—120 

+8 

+M)(J 

+  528 

—  460 

—124 

+  3 

— .»} 

0,5,-5 

—  472 

+92 

+34 

—  46 

+  404 

—38 

—  19 

+ 1 

■  CO 

+  48 

+  55 

—  41 

—  12 

+4 

+  3 

0,2,-6 

+7 

—  5 

+  1 

+  3 

— 9 

+  4 

—  1 

— u 

0 

+2 

— Ii 

—  166 

+61 

—  18 

—  423 

+84 

—20 

+  40 

+2 

+73 

+82 

-44 

+9 

+2 

+52 

0,4,-6 

—  180 

+112 

+39 

—29 

+92 

—  38 

-49 

+  1 

+36 

+83 

-73 

-49 

+4 

—8 

0,5,-6 

—28 

+  14 

+6 

—8 

+  17 

—6 

-2 

+9 

+  9 

-6 

-4 
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Zweiter  Theil. 


y.  9>  9 

I  sin 

(6)  JP 

t  sin 

(7)  JQ 

t  sin 

Summe 

t  sin 
* 

4. 

—  1,4,0 

4-5,08 

—0,08 

* 

—0,4  4 

+4,89 

0,1,0 
-1,2,0 
1,0,0 

• 

—0,048 

-0,026 

—0,044 

0,-1 ,-» 

0 

-1-0,4 

0 

+0,2 

+0,5 

-  0 

+1,1 

0 

0,0,-1 

-0,4 
-r-u,i 
-0,4 

+  4,6 

 9  1 

+0,4 

+0,9 
—  1  9 
+0,4 

—3  9 
+0,7 

0,4,-4 

0 

U 

+0,4 

-0,5 

-0,2 

0 

o 

-0,3 

2. 
0,4,-4 

0 

■  i 

+0,3 

—1 
+4 

+4,6 

0,2,-4 
0,37-4 

4- 

+46 

-5 
-46 

+3 
-1 

-3 

+49 
-6 
-49 

+4 

0 
0 

+4 
0 
0 

0,0,-2 

-4,3 
-0,4 
0,0 

-1,3 
-0,4 
0,0 

0,4,-2 

-2,2 
+0,9 
+4  5,72 

-0,4 
+0,09 

+0,02 

-2,3 
+0,9 
+45,83 

0,2,-2 

-0,4 
-2,7 
+27,4 

+1,2 
-0,5 
—4,2 

+0,1 
-0,4 
-0,4 

+4,2 
+l6'j 

0,3,-2 

+0,2 
-0,2 
+0,2 

+0,4 

+0,3 
—0,2 
+0,2 

0,1,-3 

0 
0 

+0,6 

+4 
-4 
-1,7 

-0,5 

+4 
—4 
-4,6 

0,2,-3 

,  0 
0 

+2 

-48 
+6 
+48 

+5 

~+8 
+25 

0,3,-2 

\ 

-1 

0 
0 

-1 
0 

1  0 
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31 1. 

Bildet  man  nun  sowohl  aus  den  Summen  der  beiden  Tafeln  des 
vor.  Art.,  wie  aus  der  Summe  von  {Ü)n'Jz'  und  (9)Jv  des  Art.  300 
die  Summe,  so  erhält  man  die  Glieder,  die  zufolge  der  Gleichung  (67) 
des  Art.  1 86  das  Differential  von  JW0  bilden.  Vor  der  Ausführung  der 
Integration  ist  aber  auch  hier  der  im  Art.  303  erklärte  Umstand  zu  be- 
rücksichtigen. Aus  den  Zahlen werlhen  des  Art.  304  findet  man  jetzt 
die  folgenden  Werthe 


r>  0.  9 

nß1 

F 

1. 

-1,1,0 

+5r;i5 

— 4423?0 

—  6,69 

0,1,0 

+51,15 

+269,6 

+  2 

-i,i,-i 
1,-1,-1 

+51,71 
-50,59 

-31,6 
-24,6 

-0,2 

+0,1  ; 

2. 

0,1,-2 
1,0,-2 

—26,05 
+25,10 
-77.20 

+  491,4 
—  156,3 
+  3491,1 

-1,5 
—0,5 
-31,37 

0,2,-2 
-4,3,-2 

M,-» 

+25,10 
+76,25 
—26,05 

—  2775,0 
+595,6 
+6069,0 

-8,1 
+5,3 
—  18,4 

0,3,-2  +76,25 
-1,4,-2  +127,40 
1,2,-2  +25,10 

—  149^8" 

+48,9 
+  103,6 

-1,3 
+0,7 
+0,3 

4,0,-3*  —76,64 

+  128,4 

-u 

0,2, — 31    +25,66  |  —179,7 
— 41 ,3, — 3i    +76,81  +38,9 
1,1,-3'    —25,H>  +402,1 

—  1 
0 

—  1 

Die  hier  angeführten  Werthe  von  F  sind  aus  dem  Art.  1 06  genommen, 
und  da  das  Differential  mit  Sinussen  mulliplicirl  ist,  so  muss  %ß'F 
addirt  werden. 

Ferner  ist  vor  der  Integration  Jy  zu  bestimmen,  und  dieses  ge- 
schieht auf  ahnliche  Art,  wie  oben  Ja  bestimmt  wurde.  Die  beiden 
Tafeln  des  vor.  Art.  geben  fUr  den  Coefficienten  von  4 ,0,0  in  1 ,  das  ist 
I  sin  r> 
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—  50,039  erster  Theil 
—  0,044  zweiter  Theil 


*) 


Art.  300  ..  .  -50,476  =  (8)  n'Jz  +  (9)  Jp 
Sa.  =  —100,559~ 

folglich  ist  das  ganze  Glied  im  Differential  von  J\V0 

j  (5). /y- 100,559/]  sin  y 

Da  dieses  Glied  Null  werden  muss,  und  zufolge  des  Art.  201  der 
Coefficienl  von  sin  y  in  (5)  =  —  22374','8  ist,  so  ergiebl  sich  die 
Gleichung 

0  =  —  22374:8^  —  100,559/ 

woraus  in  Theilen  des  Kreisradius,  und  wenn  fortwährend  die  fünfte 
Decimale  als  Einheit  angenommen  wird, 

^=-0,0044942/ 

folgt.  Mit  diesem  Werlhe  von  Jy  sind  hierauf  die  Coeffirienten  des  Pro- 
ducta (5)./y  der  letzten  Tafel  des  vor.  Art.  berechnet  worden. 

312. 

Es  sind  nun  für  alle  übrigen  Coefficicnten  von  der  Summe  der 
Producte  {H)n'J z  und  (9)  .-■/*»,  der  Summe  der  beiden  Tafeln  des  vorvor. 
Art.  und  den  Werthen  von  2ß'F  des  vor.  Art.  die  Summen  zu  bilden, 
und  die  Integralion  auszuführen.  Bei  dieser  ist  in  den  Gliedern ,  deren 
Summe  das  constante  Glied  in  <JW0  bilden,  auf  die  von  /  ausserhalb  der 
Sinus  -  und  Cosinuszeichen  unabhängigen  Glieder  Rücksicht  zu  nehmen, 
während  dieses  bei  allen  andern  Gliedern  nicht  nöthig  ist,  da  sie  in  der 
Annahme  ^=0  bezüglich  der  Sücularänderung  dazu  nichts  beilragen 
können.  Somit  fand  sich 


*)  Auch  hier  sind,  gleichwie  im  Differential  von  JPt  zur  Erlangung  grosserer  Ge- 
nauigkeit nicht  nur  diese  Zahlenwerlhe,  sondern  auch  die  zum  Argument  — 1,1,0  in  I. 
gehörigen  aus  den  Resultaten  der  gegenwärtigen  Annäherung  berechnet  worden. 
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Die  Gleder,  in  deren  Argument  die  beiden  ersten  Imiices  Null 
sind,  habe  ich  hier  durch  das  zweite  Verfahren,  welches  in  dem  Vor- 
hergehenden mit  angewandt  worden  ist,  auch  zu  berechnen  uichl  für 
nölhig  erachtet.  Die  angegebenen  Glieder  sind  deshalb  in  ihren  letzleu 
Stellen  allerdings  minder  genau,  allein  sie  haben  auf  die  Säcularönde- 
rungen  der  minieren  Lange,  des  Perigäums  und  der  Knoten,  die  hier 
vorzugsweise  die  zu  bestimmenden  Grössen  sind ,  so  geringen  Einfluss, 
dass  der  kleine  Fehler,  womit  sie  in  der  vorstehenden  Tafel  behafiel 
sein  können,  durchaus  unschädlich  ist.  Die  Coefficientcn  der  Argu- 
mente 1.— 2;  2,-2;  3,-2  in  2.  haben  hingegen  dadurch,  dass  sie 
mit  grossen  Zahlen  multiplicirt  werden,  im  Verhaltniss  ihrer  Grösse  auf 
die  eben  genannten  Sücularßnderungen  einen  bedeutenden  Einfluss,  und 
deshalb  habe  ich  sie  mit  einer  Decimale  mehr,  wie  die  übrigen  Cocffi- 
cienten,  berechnet. 

■ 

313. 

Es  sind  nun  die  Producte  der  Gleichungen  (68)  und  (69)  des 
Art.  187  zu  berechnen,  und  hiefür  wurden  die  folgenden  Werlhe 
erhallen. 


9*9' 

t  cos 

(1 0)  n.h 

l  COft 

{\\)Jv 
t  cos 

t  cos 

(IS).** 

1  cos 

Summe 

1. 

0,0 
1,0 
2,0 

+49,01 
+105 
+15 

-2,17 
-2 

+44,93 
+114 
+18 

-19,74 
-44 
+3 

-0,03 

+932,58 
—  102 
—4 

+  1001,58 
+101 
+35 
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1. 

-2,-1 
-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

3.— i 

-5 
-1-51 
+736,4 
+  1008 
+61 
+  4 

—  1 

—  4 
-1,9 
+2 
+  1 

+  19 
+581 
+821,5 
+338 

+  44 
+4 

—6 

—  11 

—282,8 
—437 

—  20 
_1 

-0,3 
-1 

+7 
+617 
+  1272,9 
+910 
+86 
+7 

-2,-2 
-1,-2 

0,  -2 

1,  -2 
z, — z 

-6 
-29 
+25,0 

+  41 

•j 

—  o 

+  1,8 
+2 

-2 

+7 
+  43,4 
—25 

 7 

—  / 

—2 

-7 
—  12,9 
^22 

-0,1 

—10 
-29 
+57,2 
-4 

—  1  o 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

-1 

+1,2 
+  2 

+0,1 

+  1 

+2,6 
-1 

-1,0 
-2 

0 

+2,9 
—  1 

2. 

M 

2,0 

-5 
—  15 

-1 

+32 
+  26 

+  10 
+  2 

+36 
+13 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

*  -1 
5,-1 

+  12 
+281,6 
+  156 
+237 
+  120 

+  10 
0 

-1 

-7,8 
—  10 
-6 
-1 

+r 

+  246,4 
+  1824 
+  2445 
+412 
+33 
+  1 

—  6 
-136,0 

+2 
+  186 
+  78 

+5 

-0,3 
-1 

• 

+6 
+383,9 
+  1971 
+2862 
+609 
+48 
+  1 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+24,5 
+  100,4 
+  189,1 

+  41,3 
+2 

-1,2 
-0,6 
+  0,6 
+0,3 

+24.6 
+  107,0 
+  200,5 

+  45,6 
+  2 

-12,4 
-5,5 
+24,6 
+  13,3 

-0.2 

-o;i 

"  +i^T 

+0,5 

-1,1 

-0,6 

+36,6 
+201,6 
+  413,6 

+99,9 
+4 

-1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 
5  —3 

-11 

—  226,6 

—  116 

—  261 

—  139 
—  11 

0 

+2,8 
+  12 
+20 

+8 

+  1 

-3 
—  170,6 
—1670 
—2465 
—516 
—39 
—2 

+5 
+98,2 
-167 
-444 
-111 

-7 

+0,3 
+  1 
-2 

-9 
—  295,9 
-1940 
—3152 
—758 
—56 
—2 

0,  -4 

1,  —  » 

2,  -4 

3,  -4 

*;-i 

—22,3 

Hl 

-178 
-49 
-3 

+0,5 

+2 
+  1 

-20,4 

—  1 1  0 

—226 
-64 
-4 

+  10,5 

-44 
-18 

—31,7 

1  oo 

—  i 
—446 
-130 
-7 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -5 

-6 
-16 
-3 

-6 
-12 
-4 

-1 
—  2 
-1 

-13 
—30 
-8 

362 

14. 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

+  14 
+7 
-1 

P.  A. 

+11 

+  17 

Hansen, 

+7 
+5 

[362 

+32 
-1-29 
-1 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

5,  -3 

+2 
-4-53 
-4-160 
+  77 

+  7 

-1 

+  2 
+  1 

—  6 
+68 
+  188 
+  109 
+  14 

+  1 

+36 
+  70 
-1-38 
+  4 

■  

-4 

+  157 
•4-420 

+  225 
+25 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

5,  -4 

-4-S 
+42 
+21 

0 

+  4 

—  357 
—  1171 

-553 
-52 

+  1 
+2 
-hl 

+  12 
+  41 

+  29 
+3 

+  7 
+  18 
+  9 

-4-28 
+  103 
+60 
+3 

1,  -5 

2,  -5 

3,  -ri 

4,  -5 

5,  -5 

2,  -6 

3,  -6 

4,  -6 

5,  -6 

+  1 

+2 

-1 

+  6 

—  438 
—1050 
—606 
-63 

—  10 

—239 

-  449 

—  228 
-22 

+  1 

—  1032 
—2670 

—  1388 
—  137 

-37 
-159 
—87 
-7 

-1 

-2 
-1 

-48 
-144 
—98 
-12 

-25 
-62 
—  37 
-4 

—  111 

-367 

—  223 
-23 

9*9 

( sin 

KT-):.»*' 

(  sin 

( sin 

<sin 

(sin 

Summe 

/sin 

1. 

1,0 
2,0 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

3,-1 

—  90 
-20 

+2 

-114 

+  101 

+3 

-401 
-40 

-2 
-27 
—365 
-1063,7 
-1328 
-HO 
-15 

-2 

-3 

-3,1 

-3 

-2 

+  4 

+58 
+714 

+  230,4 
+  139 
-43 
-8 

-5 
—3 
+  10,3 
+3 
-6 

+0,1 

+  2 
+  24 
+340 
—826,0 
-4189 
—200 
-23 

-12 
-39 
-57,4 
-3 
+8 

 2  —2 

-<i-2 

0,-2 
2,-2 

—9 
-55 
-114,4 
—85 

—3 

-1,5 
-2 

-3 
+  16 
+  54,9 
+84 
+  14 

+0,3 

—  1,-3 

0,  -3 

1,  -3 

-< 

-5,9 

-5 

-0,1 

+  1 

+3,5 

0 

—  2,5 
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2 

r  o 

-»-7 

—25 

— 18 

2.0 

-1-26 

—33 

—7 

i  i 
—  1,-1 

-rz  l 

 1 

—  ■> 

■+■  !.) 

A  1 

0,-1 

-^Z  t  U, .» 

fi  fi 

—  1,0 

.    I  Q  O 

+  1  »,o 

1  1 

1,-1 

—  i  \t 

1 

—  1 

1  fi  1  A 
—  1  Ol  U 

—2 

2  —1 

—  293 

_  1 

—2994 

+2 

—  32 8fi 

3  —1 

.»,  i 

—  138 

i  ■ 

—  647 

+  2 

—782 

4  —1 

—  17 

—75 

—92 

3  —1 

—  | 

—8 

—9 

a  4 
0,-2 

.  t  i 

1  fi 

— 1,6 

+  1,0 

— 0,2 

.  1  r. 
+ 1 ,» 

+  0,) 

—  \jit 

— 1,8 

Ol  1 

A  1 

+0,1» 

—  1  OZ,  0 

(1 

^ZiJO,  ;l 

—  i  ,o 

9(1  'i 
—  Z  *  1 ,  .1 

+U,  Z 

i    A  A 

+0,1» 

t  TO  A 
—  *  i  J ,  U 

3  —2 

—  62,1 

—  0,9 

—  65.9 

+  0  3 

•4-0  2 

—  128,4 

4  —2 

—6 

—7' 

—  13 

—  1, — i 

—  Zi> 

ö 

—  0 

—  ?r* 

ü,— 3 

—  z»  »,D 

—  1,1 

+  1 10,(1 

.    I  A  c 

+  1U,b 

_i_  A  I 

+ü,1 

1  A()  A 

1,  — .1 

—  I/O 

1 1 
—  1 1 

1  IM  TA 
+  1  •)  /  U 

.10 
+  1Z 

+ 1  MJl) 

2,-3 

-1-141 

—  17 

+2805 

—9 

+2920 

3  —3 

-1-137 

 10 

+758 

—  12 

+873 

4  —3 

-4-17 

_| 

+  88 

_l 

■ 

+  103 

5,-3 

-1-1 

+9 

+  10 

0,-i 

— 12,0 

+  0,3 

"-3,8 

+0,7 

—  U,8 

1,-4 

+  43 

+72 

+  1 

+  110 

2,-4 

+  199 

—  1 

+249 

-1 

+446 

3,-4 

+67 

+86 

-1 

+  152 

4,-4 

•* 

+7 

+  9 

+ 1 6 

1,-3 

+  5 

+3 

+  10 

2,-5 

+  18 

+13 

+  31 

3,-5 

+6 

+  4 

+  10 

M. 

si  * 

—  1 4 

—  1 1 

—  25 

3  —2 

—  8 

—22 

—30 

4  —2 

0 

—  2 

'_2 

1  —3 

 | 

+6 



*  « 

2  —3 

AT«  *' 

—  49 

— 1 

—63 

—  1 13 

3  —3 

—200 

—  1 

—213 

—  414 

4.-3 

—  111 

_| 

—  142 

—254 

5,-3 

—  16 

—26 

—  42 

2  —4 

—8 

_  i 

—  10 

—  19 

3—4 

— 54 

_9 

—  48 

—104 

4  —4 

—33 

—  38 

—72 

5  —4 

__4 

—5 

— 9 

1,-5 

— 5 

+  1 

-3 

-7 

2,-5 

+318 

+  1 

+410 

+729 

3,-5 

+  1385 

+  1 

+  1197 

+2583 

4-5 

+745 

+  1 

+793 

+  1539 

5,-5 

+  105 

+  120 

+225 

2,-6 

+32 

+  1 

+  45 

+  78 

3,-6 

+  188 

+2 

+  165 

+353 

4,-6 

+  118 

+  1 

+  128 

+247 

5,-6 

+  16 

|  +19 

+35 
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314. 

Ehe  die  letzten  Integrationen  ausgeführt  werden  können,  sind  wie- 
der die  im  Art.  303  entwickeln  Glieder  zu  berücksichtigen.  Man  findel 


für^ 


9<  9 

F 

— iß'F 

1. 

< 

+5i;7i 

+m;7 

-4 

2. 

0,  -2 

<  -2 

2,  -2 

3,  -2 

1,  -3 

-77,20 
-26,05 
-f-25,10 
+76,25 
-25,49 

-41,6 
+  4467,0 
+2145,0 

+60,0 
+  198,0 

-0,4 
+13,6 
—6,3 
—0,5 
+  1 

für  —  2-^- 

0.  9 

F 

2ß'F 

-  -  -  -  -  — 

2. 

07^2 

1,-2 
^   2 

3>2 

—77720 
-26.05 
+25,10 
+76,25 

+  I03?3 
+4142,4 
+302 1, 3 

-1-137,9 

-0,9 
-12,6 
+8,9 
+  1,2 

Für  die  übrigen  Argumente  sind  diese  Glieder  unmerklich. 

Addirt  man  nun  nach  Vorschrift  der  Gleichungen  (68)  und  (69)  des 
Art.  1 87,  fügt  auch  die  vorstehenden  Glieder  hinzu ,  und  integrirt  wie 
früher,  so  ergiebt  sich 


9'  9 

nt* 

Diff. 

Jv 
t  cos 

Diff. 

1. 

0,0 

+  613,95 

t  sin 

1. 

0,0 
1,0 
2,0 

-21 
+  19 

+3 
-2 

—  142 
—39 
-14 

+  4 
-2 
+1 

II 
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4. 

—3,-4 
-2,-4 
-4,-1 
0,-4 
4,-1 

3,-4 

-7 

-272 
-48283 
— I6H91 4 
— 27889 
—  303 
—7 

0 
-1 
+8 
—  148 

—  29 
+  2 
0 

-42 

1  -285 

—  9640 

—  64  48 
+  12676 

+  284 
+  40 

0 

-4 

+5 
0 

+45 
0 
+  4 

—2,-2 
-4,-2 

0,-2 

1  a 

• »  * 

2,-2 

-2 
-396 
-3644 

 4  063 

-49 

+  3 
+3 
—  19 
—8 
+  4 

-4 

—225 
—274 
+454 
+  43 

-4 
-4 
+  44 

+7 
0 

-4,-3 
0,-3 
4,-3 

-9 
-78 
-36 

+2 
+  7 
+  20 

—6 
—8 
+4  4 

0 

+6 

-7 

a 

T,o 

2,0 

+4276 
+27 

+28 
0 

-635 
-24 

—45 
-2 

— !,  — 1 
0,-4 
4,-4 

2,  -4 

3,  -4 

4,  -4 

+9 
—  4082 
+6837 
+5735 
+337 
+  17 

+  4 

+25 
+24 
—26 
-5 
0 

—4 
-224 
—3446 
—  4004 
—283 
—49 

+5 
-26 

—9 
+  48 

-2 

-4 

0,-2 
4,-2 

2,  -2 

3,  -2 

4,  -2 

-46 
+756,2 
+  4024,2 
+58,0 
+2 

—  44 
-40 
—7 
—2 

0 

-24 

—374,7 
—707,2 
—49,0 
—3 

+4 
+  44 
+5 
+4 

0 

-4,-3 
0,-3 
4,-3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 
5t  3 

+23 
+599 
—49338 
-38585 
—  4285 
-50 
—2 

—4 
+  44 
-42 

-4 

+* 
+  1 

+22 
+602 
+22022 
+26527 
+  4316 
+74 
+5 

-4 
+34 
+  4 
+2 
+2 
0 

0,-4 
4,-4 
2,-4 

q   ( 

+  49 

—3542 

—3854 
 Iii 

-5 

-8 
+20 
+4 

0 

+43 
+4  497 
+2592 
-*-437 
+7 

-4 
—9 
-4 
_< 

+* 

4,-5 

2,  -5 

3,  -5 

-489 
—246 
-9 

+23 

0 

0 

+76 
+  463 

—9 
0 
-4 

44. 

V-2 
3,-2 

+  47 

+9 

+2 
+4 

-7 
-6 

-4 
+4 

i 
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11. 

1,-3 

-5 

+i  ! 

+5 

■'•  —4 

2,-3 

+87 

+2 

-32 

0 

3,-3 

-1-152 

—2 

-75 

0 

4,-3 

-1-58 

0 

—31 

+  1 

ü  -3 

+5 

+1 

—  4 

0 

2,-4 

-»-17 

0  , 

-6 

0 

3,-4 

+37 

+2  j 

-19 

0 

*,-* 

+  16 

+  1 

-9 

0 

5,-4 

+  1 

-1 

— 

1,-5 

+  2 

—  11 

-6 

0 

2  —5 
• 

—663 

_2 

+252 

+3 

3,-5 

-1028 

—  1 

+515 

-1 

4, -5 

-372 

-1 

+  197 

-1 

5,-5 

—29 

_+J  - 

-1 

2,-6 

—  75 

_o 

+29 

—2 

.1,  —  u 

1  IC 

— 1*0 

0 

+7o 

+1 

4-6 

-61 

+3S 

+4 

5,-6 

-5 

- 

-» 



3. 



—32 

+22 

1,0 

+  16 

—8 

2.0 

 2 

-i-l 

I  • 

2-1 

—30 

+  24 

4. 

U,.i 

+  BÖ1 

U  ( 

—  1.2 

—  1 

_1 

0,2 

-33 

+3 

*,2 

— 1 

+  • 

0,1 

— >  1 » 

+  ZÜ 

6. 

1,0 

-4380 

+2172 

1,-1 

+26 

-11 

+  140 



-e, 

7. 

3,-2 

-31 

+  13 

2,-3 

—  1 

+  1 

3,-3 

+1 

-1 

3,-4 

-19 

+21 

Die  mit  »Diff.«  überschriebcnen  Columnen  geben  die  Unterschiede  dieser 
Resultate  mit  den  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  und  im  Art.  301 
angegebenen  Werthen.   Diese  Unterschiede  sind  befriedigend.  Ver- 
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gleicht  man  ferner  die  in  den  Mondtafeln  angeführten  Coefficienten  mit 
den  Vorstehenden ,  so  findet  man  höchstens  Unterschiede  von  2  Ein- 
heiten der  letzten  dort  angesehenen  l)<'cimale.  Die  Controle,  die  ich 
in  den  früheren  Paragraphen  hinzugefügt  habe,  halle  ich  hier  hinzu- 
zufügen für  unnöthig. 

315. 

Ich  werde  jetzt  die  einzelnen  Glieder  der  Coefficienten  eines  jeden 
Products  angehen,  aus  welchen  die  Sacularündei  ungen  hervorgehen, 
und  die,  wie  oben  schon  angemerkt  ist,  zur  Erlangung  einer  grösseren 
Genauigkeit,  nicht  mit  den  Angaben  des  Art.  301,  sondern  mit  den  in 
diesem  §  erhaltenen  berechnet  worden  sind. 

Für  das  Differential  von  JW0  sind  es  die  folgenden, 

in  (\)njz 


1. 

1,0 
•2,- 
1,- 

0,  - 

1,  - 

2,  - 
.1,-2 

0,  -2 

1,  -2 


2. 


—  4 

—  1 

—  1 
— 1 

-2 
-2 

-2, 

—3 
—3 

Zl 

—  4, 

=i! 


-4,-1 

0,-1 

1 


0,-2 


2. 


2,  -1 

3,  -1 


Argg. 
-1,1,0  1,-1,0 


-»-0,12 
4-16,30 
+  1,06 


+0,01 


+0,01 
—0,95 
-0,01 


+0,40 
4-1  4, SO 
+0,34 


+0,01 


-0,03 
-0,71 
0,00 


1.  -2  -1,06  -0,01 

2,  -2+l2,75[+12,84 
+  0,05 

-0,26 
—29,29 
—0,08 

0,00 
-0,42 


3,-2  +0,11 

<?_3  +3,85 

2,  -3  —30,04 

3,  -3  —0,16 


4,-4 
2,-* 


+0,01 
-0,13 


1. 

1  -2, 

1,-1, 

1,0, 


1,0, 

1,1, 

1,0,. 

*.V 

<,2,- 


1,V 

1,2,- 


—  I 
1 

-1 
-1 


1,-1,-2  +0,001 


Arg. 
W. 

+0,006 
+  1,661 
■4-1,994 
+0,047 


-I 
-1 
-1 


+0,004 
—0,850 
-0,005 


+0,001 
+9,482 
+0,946 
-4-0,004 
+0,003 
-37,455 
—  2,265 


1,3, 
1,0, 
1,1, 
1,2, 

1,3,-3!  -0,006 


-0,111 
—0,010 


1. 

-1,1,0+0,068 


1.0,  -1 

1.1,  -1 

1.2,  -1 


+  1,045 
4 


-4-0,011 
4,1,-2  +0,003 

2. 


1,2, 

—  1 

+0,011 

1,3, 

-4 

-0,056 

1,1, 

-2 

+0,030 

1,2, 

-2 

-4,430 

1,3, 

-2 

+0,722 

1,1, 

—3 

—0,084 

1,2, 

—3 

+3,007 

1,3, 

-3 

-4,020 

1,4, 

-3 

-0,006 

1,2, 

—  4 

+0,044 

1,3, 

-4 

-0,005 
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44. 

11. 

3,-* 

2,  -5 

3,  -5 

4,  -5 

3,-4 
3,-5 

+0,01 

—0,03 

0,00 
-0,01 

Summen 

+  1,26 
+  1,97 

-1,97 

(-1,1,0)  = 

+3,23 

Haksbw,  [368 


11. 

1,2,-5 

-0,004 

-1,3,-5 
1-1,4,-5 

+0,002 
—0,012 

—26,617 
—5,071 

-»-5,071 

,0,0)  = 

—31,688 

in  $)Jv 


Argg. 

1. 

-«,4,0 

4,-4,0 

1. 

0,0 

0,0 

+  1,29 

4,0,0 

4  0 

1  n 

0,00 

-0,02, 

-2,-1 

4,-2,-1 

—  1,-1 

-1,-1 

-f-u, i  u 

1,-4,-1 

0  —1 

—0,38 

+0,54  , 

4,0,-1 

1,-1 

+0,21 

+0,25 

1,4,-1 

1  "  I 

2,-1 

2. 

2. 

2. 

0,-1 

1,0,-1 

1,-1 

1,-1 

+0,02 

+0,02 

1,1,-1 

2,-1 

2,-' 

-0,45 

-0,68 

1,2,-1 

3,-1 

0,-2 

1,0,-2 

1,-2 

4,-2 

-0,47 

-0,61 

4,4,-2 

2,-2 

2,-2 

-1-6,00 

+  11,96 

1  2  —2 

3,-2 

3,-2 

-1-0,05 

+0,03 

1,3,-2 

0,-3 

1,0,-3 

1,-3 

1,-3 

+1,68 

+2,07 

4,1,-3 

2,-3 

2,-3 

-14,34 

-27,40 

1,2,-3 

3,-3 

3,-3 

-0,09 

—0,06 

4,3,-3 

1,-4 

1.1,  -4 

1.2,  -4 

2,-4 

2,-4 

—0,06 

-0,41 

3,-4 

11. 

41. 

IL 

2,-4 

4.2,  -4 

4.3,  -5 

3,-5 

Summen 

-6,41 
+13,58 

-13,58 

(-1,1,0)  = 

-1-7,17 

(4,0,0)  = 

4. 


+0,005 
+0,805 
-0,422 
+0,012 


-1,4,0+0,225 
-1.-1,- 


+0,002 
-0,586 
-0,041 

—0,045 
+6,285 
+0,494 
+0,002 
+0,057 
—22,493 
—  1,248 
—0,003  ' 
—0,064 
-0,006 


+0,001 
—0,002 


—17,053 
—1,887 

-18,940 


-4,1, 
-1,2, 

2. 


•1 
1 

—  1 
-1 


-1,1,-1 
-4,2,-4 
-4,3,-4 


4,4,- 
■4,2,- 
1,3,. 

U, 
1,3, 


+0,004 
+0,085 
+0,787 
+0,005 


+0.001 
+0,024 
-0,032 


+0,025 
—0,888 
2+0,416 


-3 
-3 

-1,3.-3 


—  0,077 
+2,018 
-0,711 


•1,2,-4  +0,008 
•1,3,-4-0,003 


+4,887 


Digitized  by  Google 


309]    Herkchni-ng  der  in  den  Mondtafeln  angewandten  Störungen.  3G9 


1. 

1. 

Ar 

-1,1,0 

8g- 

1.-1,0 

1. 

Arg. 
4,0,0 

1. 

Arg. 
-1,0,0 

4,0 
2,0 
-4,-1 

0,  -1 

1,  -4 

4,0 

-1,-4 

0,  -4 

1,  -1 

4-0,03 

0,00 
-1-0,03 
-0,01 

+0,01 

+0,01 
+0,04 
-0,01 

1,-1,-1 
1,0,-1 

+0,015 
-0,008 

-1,1,0 
-4,2,0 

— 1,0,  —  f 
-1,1,-1 

+0,822 
+0,002 

+0,010 
+0,023 

2. 

2. 

2. 

2. 

4,-4 

2,  -1 

3,  -1 

0,  -2 

1,  -2 

Z,  —  Z 

3,-2 

0,  -3 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

4,  -3 

1,  -4 

2,  -4 

3,  -4 

2,-1 

2,  -2 

3,  -2 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 

2,-4 

-0,29 
+0,09 

+«*,&y 

+0,02 

—0,36 
-8,00 
-0,04 

-0,03 

-0,22 

+0,06 
+o,o* 
+0,01 

—  0,24 
—7,70 
-0,02 

-0,03 

1.1,  -1 

1.2,  -1 

1,0,-2 

1  1  —2 

•  i 1 1 

J   9  3 

1,2,-2 

1.0,  -3 

1.1,  -3 

1.2,  -3 

1.3,  -3 

1.1,  -4 

1.2,  -4 

+0,032 
-0,013 

—0,033 
-0,647 

i  A  9AI 

—0,035 
+2,673 
—0,446 
-0,001 

+0,010 
-0,002 

-1,2,-1 
-1,3,-1 

-U.-2 
—  1,2,-2 
-1,3,-2 

-1,1,-3 
-1,2,-3 
-1,3,-3 
-1,4,-3 

-1,2,-4 
-1,3,-4 

+0,012 
-0,015 

—0,005 

—  U,-4>n9 

+0,180 

+0,017 
+  1,026 
-0,314 
-0,002 

+  0,004 
-0,004 

11. 

11. 

3, — 5 

1,-3,-5 

+0,002 

Summen 
(-U.0)  = 

—  4,07 
+  4,45 

-0,52 

-4,45 

(1,0,0)  = 

+  1,748 
-1,270 

+0,478 

+  1,270 

,t\  d.lv 


1. 

4. 

1,0 

1,0 

2,0 

-2,-1 

-1,-4 

-1,-1 

0,-1 

0,-4 

4,-4 

Argg. 
U,01,-4,0 


+0,04 


•0,02 
•0,01 
•0,04 


-0,03 


+0,02 
+0,01 
+0,03 


Arg. 


+  0,001 
+0,143 
+0,001 


1. 

Arg. 
-1,0,0 

-1,1,0 
-1,2,0 

+0,333 
-0,001 

—  4,0,-1 
-1,1,-1 

-0,001 
-0,460 

Abh.sdl.  d.  K.  8.  Getelltcb.  d.  WiHeowb.  XI. 
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2. 

2. 

1,-1 

2—1 

1,-2 

-»-0,03 

A  A*> 

— 0,03 

2,-2 

v   

- 

-f-0,07 

-0,06 

3,-2 

1,-3 

1,-3 

—0,07 

■+-0,07 

2,-3 

2,-3 

-0,17 

■+-0,1.') 

3,-3 

3,-3 

-0,01 

0,00 

Summen 

—0,21 

4-0,16 

—0,16 

(-U.oj  = 

—0,37 

2. 

1,1,-1 

1.1,  -2 

1.2,  -2 

1.1.  -3 

1.2,  -3 


(1,0,0)  = 


+0,001 

-0,014 

-0,002 

+  0,054 
+0,005 


+0,189 
—  0,078 

+o,in 


-1,2,-1 
-1.2,-2 


-1,3,-2  +0,007 


-1,2,-3 
-1,3,-3 


-0,006 
+0,122 


-0,203 
-0,013 


+0,078 


in  (fyJP 


Arg§. 

4 

Arg. 

Arg. 

1. 

1. 

-i,i,o;i,-i,0; 

1. 

M,0 

1. 

-1,0,0 

0,-1 

0,-1 

+0,03 

0,00 

1,0,-1 

+0,014 

-1,0,-1 

—0,006 

2. 

2^ 

2^ 

2. 

1,  -2 

2,  -2 

1,  -3 

2,  -3 

2,-2 
2,-3 

-0,01 
+0,02 

-0,02 
+0,04 

1,1,-2 

1.1,  -3 

1.2,  -3 

+0,006 

-0,015 
+0,002 

-1,2,-2 
-1,2,-3 

+0,001 
-0,002 

3. 

3. 

3. 

1,1 
2,1 
1,0 

1,  -1 

2,  -1 

2,1 
2,-1 

0,00 
0,00 

+0,01 
+0,01 

1,1,1 

1,1,0 
1,1,-1 

-0,003 

—  0,006 
-0,002 

4. 

4. 

4. 

-1,3 

0,3 
1,3 
0,2 

o,i 

0,3 

!  0,2 
,  0,1 

-0,11 

+0,08 
-0,01 

+0,10 

-0,07 
+0,01 

1,-1,3 
1,0,3 

1,0,2 
1,0,1 

+0,002 
-0,015 

+0,010 
+0,001 

-1,0,3 
-1,1,3 
-1,0,2 
-1,0,1 

+0,010 
+  0,002 
—0,006 
+  0,001 

Summen 

0,00 
-0,08 

+0,08 

-0,006 
-0,012 

+0,012 

(-1,1,0;  = 

-0,08 

(1,0,0)  = 

-0,018 
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in  (7).  /Q 


Arg. 

2. 

2. 

1  ,  —  1  ,u 

2. 

1,0,0 

2. 

«,-2 
2,-2 
«,-3 
2-3 

2,-2 
2,-3 

-0,01 
+0,02 

—  0,02 
+0,0* 

1,1,-2 

1.1,  -3 

1.2,  -3 

+  0,002 

-0,015 
+0,002 

-«,2,-« 
-',2,- 

:i. 

3. 

1,1 
2,< 
1,0 

<  -1 

2,-1 

2,< 
2,-1 

0,00 
0,00 

+0,01 
+0,01 

1,1,1 

1  1  0 
1,1,-1 

—0,002 

 o  OOi 

—0,002 

_4^ 

t. 

h 

-1,3 
0,3 
1,3 
0,2 
0,1 

0,3 

0,2 
0,1 

-0,11 

+0,08 
—0,01 

+0,10 

—  0,07 
+-0,01 

1,-1,3 

1,0,3 

1,0,2 
1,0,1 

+0,002 
-0,015 

+0,010 
+0,001 

-1,0,3 
-1,1,3 
-1,0.2 
-1,0,1 

Summen 

-0,03 
—  0,08 

+  0,08 

—0,021 
—  0,005 

(-1,1,0)  = 

—0,11 

' (1 ,0,0)  = 

—0,026 

Arg. 

-1,0,0 


-0,003 


+  0,010 
-1-0.002 
-0,006 
-1-0,001 


+0,005 


Diese  Werthe  der  Coefficienlcn  von  —1,1,0  uod  1,0,0  in  1.  sind  in 
den  Tafeln  des  Art.  310  aufgenommen  worden.  Ferner 


in 

i(^P)<«*)' 

(10)«./z 

(II),/* 

1. 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 
1.0 

-1,-1 

0,  -1 

1,  -1 

2. 

1,0 

1,  -1 

2,  -1 

3,  -1 

0,  -2 

1,  -2 

2,  -2 

3,  -2 

+3,62 
+  2,80 
+6,67 

-0,03 

-0,04 
—0,09 
+0,09 

+3,68 
+  1,47 
+6,34 

+  1,52 
—0,01 
-1,79 
—  0,63 
-3,44 

+0,01 
+0,31 
+  0,68 

—  *,86 
—  1 1,28 
-0,02 

-0,09 
-0,17 

+0,01 
+0,44 
+0,87 
+0,01 

—6,58 
-14,02 
-0,06 

—  0,23 
—0,36 

+0,01 
+3,85 
+5,40 
+0,02 

+0,02 
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2. 

<,-3 

+  16,20 

A    **  «* 

—  0,oo 

+  16,72 

—9,57 

-0,01 

2,  — .1 

i   Ol    <;  i 

—  1  ,zo 

+  .JO,  i  Z 

—  1  »,  •»  / 

— u,  uo 

3,-3 

+0,08 

-0,02 

+0,09 

—  0,04 

1,-4 

+  0,03 

+0,04 

—0,02 

2.-4 

+0,16 

-0,01 

+0,17 

-0,07 

H. 

3,-4 

+0,01 

3,-5 

+0,03 

-0,02 

Summen 

+  49,0~f 

-2,17 

+44,93 

-19,74 

^-0~03 

Diese  sind  die  Werlhc  der  Coefficienten  von  0,0  in  1.,  die  in  der  ersten 
Tafel  des  Art.  313  aufgenommen  worden  sind. 


316. 

Für  die  Säcularanderuug  der  Knoten  sind  die  folgenden  die  ein- 
zelnen Wcrthe. 


in  ; 

(38)«./i 

(39)  Jv 

(40). /£ 

[W)JP  (43)  ./Q 

1. 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 
1,0 

-1,-1 

0,  -1 

2. 

2,-1 

1,  -2 
2  —2 

5|-i 

1,  -3 

2,  -3 

3,  -3 
2,-4 

3. 

U 
2,1 
1,0 
1,-1 
2  -1 
4. 

0,4 
-i,3 
0,3 
<,3 
0,2 

0,< 

+0,017 
+0.012 

—0,036 

-0,082 
+0,002 
+0,011 
—  0,116 
-0,022 

+0,001 

-0,010 
+  0,001 

+0,006 

-0,011 

+0,028 
+0,023 

—  0,377 
—0,002 

—  0,084 
+0,899 
+0,003 
+0,004 

+0,020 
+  0,023 
-0,257 
—0,001 
—0,081 
+0,604 
+0,002 
+0,003 

+0,006 
—0,002 
—  0,076 

+0,010 
+  0,166 

—0,003 
+0,002 
+0,046 

—0,005 
—0.084 

+0,003 
—0,001 
-0,045 

+0,005 
+0,083 

+0,001 
+0,009 
+0,002 
+0,001 
+0,015 

+0,001 
+  0,009 
+0,001 
+0,001  i 
+0,015 

« 

+0,001 
-0,001 
+0,586 
+0,001 
—0,434 
+0,043 

+0,001 
-0,001 
+0,581 
+0,001 
—0,432 
+0,044 

Summen 

+  0,487 

+0,106 

+  0,096 

+  0,186 

+0,255 
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Diese  Werlhe  der  Coefficionton  dos  Arguments  0,0  in  1.  sind  in  der  er- 
sten Tafel  des  Art.  306  aufgenommen  worden. 

317. 

Aus  den  im  Vorhergehenden  bercchnclen  Zahlenwerthen  erhält 
man  nun  die  Säcularänderungen  auf  folgende  Art.  Im  Art.  314  wurde, 
wenn  man  jetzt  die  Secunde  zur  Einheit  macht,  das  Glied 

n  /z  =  -h  0','0061 395  nP 

gefunden,  wo  unter  n  die  hundertjährige  mittlere  Bewegung  des  Mon- 
des, in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt,  verstanden  werden  muss.  Da 
der  Logarithmus  davon  =  3,92057  ist,  so  wird 

nJz  =  -h  51,134  P 

Dieses  ist  die  hier  erhaltene  Sacularänderung  der  mittleren  Anomalie 
des  Mondes. 

In  den  Artt.  1  und  9  wurde  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der 
Strenge  nach  in  allen  Formeln  nfydl,  nfadt,  nfr(dl  statt  nyt.  nat,  mfi  ge- 
setzt werden  müsse.  Hier  muss  von  dieser  Bemerkung  Gebrauch  ge- 
macht werden.  Es  ist,  wie  man  gesehen  hat,  der  vollständige  Werth 
dieser  Grössen  jetzt  y-l-./jy,  a  +  Jat  und  da  die  ersten  Glie- 

der dieser  Ausdrücke  Constanten  sind,  so  ist  zwar  immer  noch  fydt=yt, 
etc.,  und  die  in  der  ersten  Abhandlung  erhaltenen  Werthe  derselben 
bleiben  unverändert,  aber  /y.  Ja,  Jrt  sind  Functionen  der  Zeit,  und 
daher  muss  in  Bezug  auf  diese  die  strenge  Form  angewandt  werden. 

In  den  Artt.  311,  307,  309  wurde  in  Theilen  des  Kreisradius  ge- 
funden 

Jy  =—  0,000000044942/ 
Ju  =  —  0,0000000076952 1 
JV=—  0,0000000000 156 1 

Mulliplicirt  man  diese  mit  dem  in  Secunden  ausgedrückten  Werth  der 
hundertjährigen  mittleren  Bewegung  des  Mondes,  dessen  Logarithmus 
=  9,23500  ist,  und  führt  die  Integration  aus,  so  ergiebt  sich 

nfjydt  =—  3SM3P 
nfJudt  =  —  6,61 0  P 
nfJ,jdt=  —0,013/» 

Da  nun  die 

Säcularänderung  des  Perigäums  =  nf(Jy—2Jtj)  dt 
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und  die 

Sücularänderung  der  Knoten  =  —  nf{Jn+dij)  dt 

ist,  so  geben  die  vorsiehenden  Werthe  die 

Säcularanderung  des  Perigäums  =  —  38;ö77  P 
»    •  der  Knoten       =  -+-  6.G23  P 

Aus  der  Säcularanderung  der  mittleren  Anomalie  und  der  des  Peri- 
gäums folgt  die 

Säcularanderung  der  mittleren  Lange  =-|-  12','557  P 

In  den  Mondlafeln  ist  für  diese  drei  Grössen  bez.  angewandt  worden 

+  1 2*t*1 80  (2 

—  37,205  £ 
+  7,068^ 

folglich  sind  die  Unterschiede  bez.  = 

+  0',*377  P 

—  1.322C 

—  0,445 1* 

In  Bezug  auf  die  beiden  letzten  dieser  Werthe  bemerke  ich,  dass  eine 
Aenderung  der  Lange  des  Perigäums  höchstens  mit  2c  multiplicirt  in 
die  Länge,  und  eine  Aenderung  der  Knolenlänge  höchstens  mit  sin  J 
multiplicirt  in  die  Breite  ubergehen  kaun.  Da  nun  2c  nahe  =  |,  und 
sinJ  nahe  =  tV  ist,  so  kann  die  grössle  Wirkung  des  vorstehenden 
zweiten  Unterschiedes  auf  die  Länge 

+  o;i5*» 

und  die  grösste  Wirkung  des  vorstehenden  dritten  Unterschiedes  auf 
die  Breite  des  Mondes 

+  o:o4/* 

nicht  übersteigen. 

318. 

Die  mit  P  mulliplicirten  Glieder  der  Säcularänderungen  habe  ich 
durch  die  folgenden  Belrachtungen  erhalten.  Es  lässl  sich  leicht  finden, 
dass  die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Säcularänderungen  analytisch  betrachtet 
die  Form  Kf{c'*—c'i?)dl  haben,  wo  K  eine  Constanle  e\  die  Excenlrici- 
täl  der  Erdbahn  für  die  Zeitepoche ,  und  e  dieselbe  für  die  Zeil  /  ist. 
Sei  nun 
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«Wo +  <?',/ + 

dann  wird 

ße'7 — er0»)  rf/  =  eV(  I»  -I-  J  (2c  e'(,+  e',8)  /» 

Hieraus  folgt  nun,  dass  wenn  das  erste  Glied  irgend  einer  der  genann- 
ten Sacularanderungen  =  vt*  gefunden  worden  ist,  so  wird  die  voll- 
ständige Sacularänderung 

Vl  ^  V  3e'e't 

Aus  dem  Art.  299  ergiebl  sich,  wenn  man  100  Julianische  Jahre  zur 
Zeiteinheit  annimmt, 

<?'=_  8:63 1 8 

und  aus  den  Sonnentafeln 

e'u=— 0;'023708 

hiemit  wird 

log  7,000 Ii 

womit  die  Zusalzglieder  die  folgenden  Wcrthe  erhalten 

Sacularänderung  der  mittl.   Lange  =     0701 2561  P 
n       »  »     »  Anomalie  =  -h  0,051 1 50  ß 

»       »  »     »  Perigaums=  —  0,038590/* 

»       »  »     »    Knoten         0,006625 /» 

sehr  nahe  mit  den  Angaben  der  Mondlafeln  Ubereinstimmend. 


Zusatz  I. 

Ermittelung  der  Wirkung,  die  die  im  vor.  §  erhaltenen  Unterschiede 
der  Säcularänderungen  auf  die  Darstellung  der  chronologischen 
Sonnenfinsternisse  äussern. 

319. 

Aus  den  im  Art.  317  gefundenen  Unterschieden  zwischen  den 
Resultaten  der  hier  ausgeführten  Rechnungen  mit  denjenigen,  die  den 
Mondlafeln  zu  Grunde  gelegt  worden  sind,  findet  man 

dz  =  +  1"699/2 
tf/7  =  -  1,322/» 
dto  =-  0,877/» 
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wo  die  Bezeichnungen  dieselben  sind,  wie  in  den  Mondtafeln,  nemlieh 
z  das  dortige  Fundauientalargumenl ,  //die  Länge  des  Perigäums,  und 
«  die  Entfernung  des  Perigäums  vom  aufsteigenden  Knoten  bedeutet. 
Führt  man  zuerst  die  vorstehenden  Wcrthe  auf  die  in  den  Mondtafeln 
gewählten  Einheiten  hin,  so  wird 

dz  =     0J0000361 2  (~°-°)* 

oM7=  — 0?0003672  (^8-°)5 

d»  =  -  090008436  ('"l-V 

und  es  soll  nun  untersucht  werden ,  theils  wie  weit  sich  die  Lage  der 
Centrallinien  und  der  Grenzlinien  der  Totalität  der  chronologischen  Son- 
nenfinsternisse auf  der  Oberfläche  der  Erde,  theils  um  wie  viel  sich  die 
grössten  Phasen  und  ihr  Zeilpunkt  oder  die  Anfangszeiten  derselben 
ändern,  wenn  man  diese  Unterschiede  berücksichtigt. 

Ich  kann  in  dieser  Untersuchung  unmittelbar  an  die  Abhandlung 
von  Airy  »On  the  Eclipse  of  Ayathokles  etc.«  in  den  »Memoirs  of  the 
Royal  Astronomkai  Society  Vol.  XXVI«  anknüpfen,  zu  welcher  ich  selbst 
auf  Airy's  Wunsch  den  Theil  der  Rechnungen,  der  auf  meinen  Moud- 
und  Sonnentafeln  beruht,  ausgeführt  habe,  wie  auch  dort  angeführt  ist. 

\)  Die  Sonnenßnsterniss  von  Larissa. 

Xenophon  {Anabasis  lib.  3.  cap.  4)  erzählt,  dass  die  sehr  feste 
Stadt  Larissa  lange  Zeil  vergeblich  von  den  Persern  belagert  worden 
war.  Da  begab  es  sich ,  dass  plötzlich  eine  Wolke  die  Sonne  so  be- 
deckte, dass  sie  völlig  unsichtbar  wurde,  worüber  die  Belagerten  so 
erschracken,  dass  sie  sich  zurück  zogen,' und  dem  Feinde  die  Stadt 
überliessen.  Es  kann  kein  Zweifel  darüber  sein ,  dass  hierunter  eine 
totale  Sonnenßnsterniss  verstanden  werden  muss ,  da  die  oft  vorkom- 
mende Bedeckung  der  Sonne  von  einer  Wolke  die  Einwohner  schwer- 
lich erschreckt  haben  würde. 

Aus  meinen  Mond  -  und  Sonnentafeln  habe  ich  für  diese  Sonnen- 
finsterniss  die  folgenden  Data  erhalten,  die  ich  so  angeben  werde,  wie 
sie  in  meiner  »Theorie  der  Finsternisse  etc.«  verlangt  werden.  *) 


*)  Schriften  dieser  Gesellschaft  Bd.  IV. 
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ja|ir  _5ö6  Mai. 


m.  Gr.  Z. 

([  Länge. 

<£  Breite. 

Aeq.  II.  Par. 

©  Länge. 

!s<*  21*  36m 

22  48 
19      0  0 

1  42 

2  24 

49*  30'  56','8 
50    12  1.6 

50  53  9,0 

51  34  19,0 

52  15  34,4 

+0°  29'  40','4 
25  53,5 
22  6,1 
IS  18,3 
1  4  30,0 

58'  I0','1 
58  13,8 
58  17,5 

51°    0'  4879 
54      6  36,1 
51    12  23,3 

und  ausserdem  für  Mai  4  9d  0h  0m 

0  Deel.  =+48*16'  56:o ,  0  Rad.  vect.  =  0,00756 
A  =  H-  1 5»  27'  -1 8','3 ;  Sch.  d.  Ecl.  =  23»  46'  3:3 
wahre  Zeit  —  mittlere  Zeit  =  -4-8"»  48^54 

Unter  h  wird  hier  der  Winkel  an  der  Sonne  zwischen  dem  Breiten- 
und  dem  Dcclinatiooskreisc  verstanden. 

Hieraus  erhielt  ich  für  die  beigesetzten  Stundenwinkel  die  folgen- 
den Punkte  der  Curve  der  Centralitat  und  der  südlichen  Grenze  der 
Totalität,  wo  die  Langen  östliche  von  Greenwich  sind.  Für  die  Ver- 
gleichung  mit  unsern  Karten,  auf  welchen  gewöhnlich  die  Langen  von 
Ferro  gezahlt  sind,  bemerke  ich,  dass  zu  den  hier  angegebenen  Langen 
17»  40'  addirt  werden  muss,  um  jene  zu  erhalten. 


Stw. 

Centr.  Curve, 

Südl.  Gr.  Curve. 

O.L. 

v.  Gr. 

Polhöhe. 

O.  L.  v.  Gr 

Polhöbe. 

+73» 

40° 

43' 

+36«  50' 

40»  37' 

+36*  29' 

74 

44 

32 

36  36 

41  28 

36    47  ! 

75 

42 

22 

36  23 

42  48 

36  i 

76 

43 

43 

36  9 

43  8 

35  49 

77 

44 

3 

35  55 

43  58 

35  35 

Da  nach  den  neuesten  Untersuchungen  über  die  Lage  des  alten  Larissa, 
welches  noch  durch  ein  grosses  Trümmerfeld  bezeichnet  ist,  die 

Länge  =  43»  20'  8"  östl.  v.  Gr. ;  Polhöhe  =  -h  36»  6'  1" 

so  zeigen  die  vorstehenden  Curvenpunkte,  dass  Larissa  nahe  4'  südlich 
von  der  Centralcurve  liegt. 

Berechnen  wir  nun  die  Wirkung  der  obigen  Unterschiede  der  Sa- 
cularänderungen  auf  diese  Finsterniss,  so  ist  zuerst  /  =  —  23,56  und 
hiemit  geben  die  obigen  Ausdrücke 
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dz  =  + 07*0201  5 
<>//  =  —  0?2039 
<)',d  ==-  0?l3«r>3 

und  ferner  ist  hier  2=0/0,  /h-w=1  75?8.  Geht  man  nun  in  die  Mond- 
tafeln in  Tafel  V.  der  Langentafeln  mit  dem  vorstehenden  Werthe  von 
(h  ein ,  so  findet  man 

<*/-=-!- 0°2700 

und  hiemit 

M  =  -h  0?0C(i  I ;  d  (f+  w}  =+0?l  347 

Die  Tafel  XX XVI fa>  der  Mondtafeln  für  die  Breite  giebt  ferner  mit  dem 
vorstehenden  Werthe  von  d  if+  w) 

<\b=z-  43:4 

Da  die  Aenderungen  der  Mondlange  und  Breite  so  klein  sind,  so  kann 
man  sich  zur  Ermittelung  der  Aenderuug  der  Lage  der  Tolalilätszone 
auf  der  Erdoberfläche  mit  voller  Sicherheil  der  Differentialgleichung 
zwischen  einer  Aenderung  der  Polhöhe  tp  der  Centralcurve  und  Aende- 
rungen der  Mondliinge  and  Breite  bedienen,  die  ich  in  der  oben  an- 
geführten Abhandlung  Uber  die  Sonnenfinsternisse  im  §  7  entwickelt 
habe.  Im  vorliegenden  Falle  wird  diese  Differentialgleichung  für  den 
Punkt,  welcher  der  Lage  von  Larissa  entspricht,*) 

d(p=  14,40,)/  +  G8, 16  M 

und  ist  so  zu  verstehen,  dass  die  geographische  Lange  des  Curven- 
punkts  unverändert  bleibt,  und  also  rfy  die  volle  Verschiebung  der 
Curve  in  der  Richtung  des  Meridians  bezeichnet.  Subslituirt  man  die 
obigen  Werthe  von  <M  und  db  in  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

dg,  =  -h  7,8 

Da  die  halbe  Breite  der  Zone  der  Totalitat,  auch  auf  dem  Meridian  ge- 
messen, den  obigen  Curvenpunktcn  zufolge  21'  betrügt,  so  bleibt  mit 
Zuziehung  der  obigen  Unterschiede  der  Sacularänderungen  die  Sonnen- 
finsterniss  von  Larissa  immer  noch  total. 


*)  Für  verschiedene  Punkte  der  Curve  können  die  Coeflicicnlcn  dieser  Glei- 
chung wesentlich  verschieden  ausfallen. 
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S)  Die  Sonnenfinsternis*  des  Thaies. 

Nach  Her  od  ol  I,  74}  hatten  sich  die  Lyder  und  Meder  fünf  Jahre 
lang  ohne  entscheidenden  Erfolg  bekämpft.  Da  traf  es  sich  im  sechsten 
Jalu  e,  dass  während  einer  Schlacht  die  Sonne  sich  vollständig  verfinsterte, 
und  hierüber  erschrocken  schlössen  sie  Frieden,  und  besiegelten  das  Bttnd- 
niss  durch  eine  Heirath  der  Kinder  ihrer  Könige  mit  einander.  Man  hat, 
ich  weiss  nicht  aus  welchen  Gründen ,  in  neuerer  Zeit  diese  Schlacht 
oa  die  Schlacht  am  Halys  genannt,  aber  bei  Herodot  ist  darüber 
nichts  zu  finden ,  auch  ist  es  nach  geschichtlichen  und  strategischen  Er- 
örterungen sehr  unwahrscheinlich,  dass  sie  am  Halys,  mehr  noch  in 
der  Nahe  der  Mündung  desselben,  statt  gefunden  hat.  Es  ist  vielmehr 
als  sicher  anzunehmen,  dass  sie  innerhalb  des  von  Airy  aufgestellten 
Polygons,  welches  seine  Winkel  in  den  Städten  Sardes,  Iconium,  Tar- 
sus, Issus,  Metilene,  Ancyra,  Sardes  hat,  also  in  dem  südlicheren  Theile 
von  Kleinasien  statt  gefunden  hat.*,  Thaies  hat  zum  ersten  Male 
diese  Sonncnfinstcrniss  den  Ioniern  vorausgekündigt ,  daher  der  Name 
derselben. 

Diese  Finsterniss  wird  oft  von  den  Alten  angeführt.  Plinius  (II.  1>; 
setzt  diese  Schlacht  und  diese  Sonncnfinstcrniss  in  das  4.  Jahr  der  48. 
Olympiade,  und  zugleich  in  das  Jahr  170  nach  der  Erbauung  Roms. 
Eusebius  setzt  sie  ein  Mal  in  das  1.  Jahr  der  49.  Olympiade,  und  ein 
anderes  Mal  in  das  2.  Jahr  der  48.  Olympiade.  Solinus,  Cicero  u.a. 
erwähnen  derselben  auch  und  setzen  sie  sehr  nahe  in  dasselbe  Jahr, 
und  man  muss  daher  den  Zeitpunkt  derselben  sehr  nahe  als  von  den 
Alten  schon  festgesetzt  ansehen.  Das  Jahr  ">85  vor  Christus  trifft  hie- 
mit  so  nahe  wie  möglich  zusammen .  und  in  diesem  Jahre  ist  eine  Son- 
nenfinsterniss  vorgekommen,  die  mit  den  geschichtlichen  Uebcrlicferun- 
gen  vollständig  übereinkommt.  Die  Astronomen  und  Chronologen  der 
vorigen  Jahrhunderte,  denen  es  nicht  gelingen  wollte,  diese  Finsterniss 
mit  den  damaligen  Tafeln  in  Uebereinslimmung  zu  bringen,  haben  häu- 
fig andere  Jahre  versucht,  und  sind  sogar  bis  zum  Jahre  GIO  v.  Chr. 
gegangen.  Auch  im  gegenwärtigen  Jahrhundert  sind  Baily  und  01t- 
manns  auf  dieses  Jahr  zurück  gekommen,  gegen  welches  sich  aber 
Erhebliches  einwenden  lässl,  wenn  auch  die  einen  oder  anderen  der 
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früheren  Monduifeln  darauf  hinweisen  sollten.  Dieses  Jahr  entfernt  sich 
allzu  sehr  von  dem  von  mehreren  Schriftstellern  des  Alterlhums  mit 
grosser  Uebereinslimmung  angegebenen  Zeitpunkt,  und  enthalt  auch  in 
Bezug  auf  Thaies  eine  grosse  llnwahrscheinliehkeil.  Es  wird  berich- 
tet, dass  unter  den  Weisen  des  Alterlhums  Thaies  der  erste  war,  der 
in  Folge  von  langen  Beobachtungen  und  Rechnungen  es  dahin  gebracht 
hatte,  Sonnen-  und  Mon  dünste  misse  voraus  verkünden  zu  können,  und 
die  in  Rede  stehende  Sonnenlinslerniss  ist  die  erste,  die  er  voraus 
gesagt  hat.  Nun  ist  aber  Thaies  ohngcfUhr  im  Jahre  640  v.  Chr.  ge- 
boren, und  war  also  im  Jahre  010  nur  ohngcfölir  30  Jahre  alt,  und  bei 
den  Schwierigkeiten,  die  zu  jener  Zeit  das  Problem  der  Vorausbeiech- 
nung  der  Sonnen  -  und  Mondfinsternisse  haben  musstc,  ist  es  sehr  un- 
wahrscheinlich, dass  er  es  in  so  jugendlichem  Aller  schon  gelost  haben 
sollte.  Er  war  hingegen  im  Jahre  585  v.  Chr.  schon  55  Jahre  alt,  und 
stand  also  damals  in  einem  Lebensaller,  von  welchem  weit  eher  er- 
wartet werden  kann ,  dass  ihm  die  Lösung  seiner  schwierigen  Aufgabe 
gelungen  sei.  Das  Jahr  610  v.  Chr.  muss  aus  diesen  Gründen  jeden- 
falls verworfen  werden,  übrigens  geben  meine  Mondtafeln  für  dasselbe 
eine  Sonnenfinsterniss,  deren  Zone  der  Totalilfil  durch  die  Ukraine  gehl, 
und  also  gar  nicht  zu  den  historischen  Deberlieferungcn  passt. 

Es  darf  hier  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  Theon  in  seinem 
Commcntar  über  den  Almagest  des  Ptolomüus  (p.  256  der  Baseler 
Ausgabe  von  1538)  von  einer  Sonnenfinsterniss  spricht,  die  im  Helles- 
pont  und  der  anliegenden  Gegend  total  war,  während  in  Alexandrien 
höchstens  vier  Fünftel  des  Sonnendurchmessers  sich  verfinsterte.  Er 
führt  diese  Finsterniss  nach  dem  Buche  des  Hipparch  über  die  Grös- 
sen und  Abslande  der  Sonne  und  des  Mondes  an,  ein  Buch,  welches 
jetzt  nicht  mehr  vorhanden  ist,  und  daher  nicht  eingesehen  werden 
kann.  Man  hat  Grund  anzunehmen,  dass  diese  Finsterniss  keine  andere 
ist,  wie  die  des  Thaies,  auch  ist  dieses  von  den  Astronomen  und 
Chronologen  der  vorigen  Jahrhunderte  so  angenommen  worden. 

Ich  werde  jetzt  das  Resultat  der  Sonnenfinsterniss  des  Jahres  585 
v.  Chr.  anführen,  welches  ich  durch  meine  Mond-  und  Sonncntafeln  er- 
halten habe,  bemerke  hiebei  im  Voraus,  dass  ich  durch  Hülfe  meiner 
ecliplischen  Tafeln  alle  Frühjahrsfinsternisse  der  Jahre  —590  bis  —580 
untersucht ,  und  darunter  ausser  der  oben  genannten  keine  einzige  gc- 
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fanden  habe,  die  auch  nur  entfernt  mit  den  historischen  Ueberlieferun- 
gen  über  die  Sonnenfinsternis^  des  Thaies  sich  vereinigen  lässt. 


Jahr  —584  Mai. 


m.  Gr.  Z. 

(£  Länge. 

<£  Breite. 

Aeq.  II.  Par. 

0  Länge. 

2;d  23A  36m 
28      0  48 
*S      2  0 
28     3  12 
28     4  24 

57*  59'  10';  1 

58  44  36,4 

59  30  3,2 

60  15  30,7 

61  0  58,9 

+0°  8'  36','9 
12  49,3 
17  1,7 
21  13,9 
25  26,0 

61'  1 5/2 
16,1 
16,9 

59«  25'  5777 
31  43,8 
37  29,9 

und  ausserdem  für  Mai  28d  2Ä  0™ 

0  Deel.  =  +  20o  19'  53,'5,  0  Rad.  vect.  =  0,00762 
A  =  -h  1  2°  35'  32','3,  Sch.  d.  Ecl.  =  23«  46'  26,'5 
wahre  Zeit  —  mittlere  Zeit  =  +9m  8*00 

Hie  mit  ergeben  sich  die  folgenden  Punkte  der  Centralcurve  und  der 
Grenzcurven  der  Totalität. 


Nördl.  Gr.  Curve. 

Cenlralcurve. 

Südl.  Gr.  Curve. 

Stw. 

O.  L.v.Gr. 

Polhöhe. 

|o.  L.  v.Gr. 

Polhöhe. 

0.  L.v.Gr. 

PolbÖhe. 

+82« 

84 
86 
88 
90 
92 

26*  43' 
28  28 
30  15 

32  3 

33  52 
35   4  2 

-f-40»  5' 

39  35 
39  4 
38  30 
37  56 
37  19 

26°  28' 
28  14 

30  1 

31  49 
33  38 
35  29 

+38«  57' 
38  28 
37  57 
37  23 
36  49 
36  12 

26«  15' 

28  1 

29  48 
31  36 

33  26 
35  17 

-1-37°  50' 
37  21 

36  50 
36  16 
35  43 
35  6 

Nach  diesem  Resultat  liegt  die  nördliche  Hälfte  der  Zone  der  Totalität 
innerhalb  des  oben  genannten  Polygons,  und  bedeckt  auch  den  sudli- 
chen Theil  des  Hellesponts.  Berechnet  man  ausserdem  die  grössle 
Phase  für  Alexandrien,  so  findet  man  diese  =  10,0  Zolle,  wobei  ich 
bemerke,  dass  die  obige  Angabe  des  Theon,  nemlich  i  des  Sonnen- 
durchmessers einer  Phase  von  9,6  Zolle  entspricht. 

Berücksichtigen  wir  nun  die  obigen  Unterschiede  der  Säcularändc- 
rungen  ,  so  wird  zuerst  *  =  —  23,84,  z  =  14, 36,  f  +  w  =  3?3  und 
hierauf 

dz  =  +  0?02052 
dll  =  —  0?2087 
=  —  0*1385 
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woraus  erst  df  «  -I-  0?2990 ,  und  dann 

(W  =  -h  0?0903,  f>fr  =  -|-  o1V7 
folgt.  Da  uun  für  diese  Sonnenfinslerniss  die  Gleichung 

(fy=  l,83(M-|-  6G.25M 
stall  findet ,  so  ergiebt  sich 

d<p  =  +i°  7,0 

Diese  Sonnenfinslerniss  geht  also  nicht  unbedeutend  nach  Norden,  und 
die  Zone  der  Totalität  derselben  tritt  jetzt  weit  mehr  in  das  mehrmals 
genannte  Polygon  ein,  und  bedeckt  ausserdem  fast  den  ganzen  Helles- 
pont.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Zone  der  Totalitat  das  Schlacht- 
feld bedeckt,  ist  also  grösser  geworden.  Die  grösste  Phase  in  Alexan- 
drien ist  ein  Paar  Zehntelzolle  kleiner  geworden. 

3)  Die  Sonnenfinslerniss  des  Agalhokles. 

Diodor  giebt  im  20.  Capitcl  seiuer  historischen  Ueberlieferungcn 
die  Nachricht  von  dieser  Sonnenfinslerniss,  die  ich  hier  kurz  gefasst  und 
mit  Bemerkungen  Uber  die  Richtung  der  Fahrt  des  Agalhokles  versehen 
wiederzugeben  versuchen  werde.  Die  Karlhager  hatten  fast  ganz  Sicilien, 
wenigstens  die  Küstenstriche  davon,  inne.  Syrakus  und  Gela  können 
als  die  einzigen  Hafenstädte  angesehen  werden,  die  noch  unter  der  Bot- 
müssigkeit  des  Agalhokles  standen.  In  Syrakus  weilend,  fasste  dieser 
den  mehr  wie  kühnen  Entschluss,  die  Karthager  in  ihrem  eigenen  Lande 
anzugreifen,  er  rüstete  zu  diesem  Zwecke  Schiffe  aus,  und  warb  Trup- 
pen an.  Diesen  Entschluss  hielt  er  aber  sehr  geheim,  und  da  man  ein 
so  tollkühnes  Unternehmen  nicht  vennuthen  kounte,  so  entstand  unter 
den  Einwohnern  die  Meinung,  dass  er  nach  irgend  einem  Platze  in  Ita- 
lien zu  segeln  beabsichtige.  Die  Karthager,  die  wohl  von  seinen  Rü- 
stungen gehört  haben  mochten ,  legten  plötzlich  eine  starke  Flotte  vor 
den  Hafen  von  Syrakus ,  um  sein  Vorhaben ,  sei  es  welches  es  wolle, 
zu  vereiteln.  Agalhokles  fand  sich  in  der  Thal  dadurch  so  verhin- 
dert, dass  er  sein  Unternehmen  aufzuschieben  genöthigl  war.  Als  sich 
aber  später  Getreideschiffe  der  Stadt  näherten,  segelten  die  Karthager 
mit  ihrer  ganzen  Flotte  seewärts  den  Schiffen  entgegen,  und  diesen 
Umstand  benutzte  Agalhokles  und  lief  auch  mit  schnellem  Rudern 
aus.  Er  näherte  sich  der  Flotte  der  Karlhager,  die  in  der  Meinung, 
dass  er  den  Getreideschiffen  zu  Hülfe  kommen  wolle ,  umwandten  un(j 
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sich  zur  Seeschlacht  rüsteten.  Agathokles  aber  segelte  den  Kartha- 
gern vorbei,  und  gewann  vor  ihnen  einen  grossen  Vorsprung.  Die 
beiden  Flotten  hielten  nun  mit  einander  einen  Weltkampf,  der  sich 
damit  endigte,  dass  Agathokles  in  der  Dunkelheit  der  Nacht  seinen 
Verfolgern  entwischte.  Am  anderen  Tage  trat  nun  eine  solche  Sonnen- 
finslerniss  ein ,  dass  es  ganz  Nacht  wurde  und  man  Uberall  die  Sterne 
sähe.  Kurz  vor  der  Landung  des  Agathokles  in  Afrika  fand  sich  die 
Flotte  der  Karthager  wieder  bei  ihm  ein,  konnte  aber  die  Landung 
nicht  verhindern. 

Zu  dieser  Geschichlserzahluug  glaube  ich  Folgendes  bemerken  zu 
müssen.  Die  Getreideschiffe  sind  höchst  wahrscheinlich  von  Gela ,  also 
von  Süden,  gekommen,  die  karthagische  Flotte  ist  demnach  nach  Süden 
gesegelt,  Agath okles  ist  ihr  gefolgt,  vor  ihr  vorbeigesegelt,  folglich 
ist  er  auch  nach  Süden  gesegelt,  und  nicht  nach  Norden,  wie  Bosan- 
quet  angenommen  hat.  Wollte  man  nun  annehmen,  dass  Agathokles 
in  der  Nacht,  wo  er  den  Karthagern  entschlüpfte,  umgekehrt  wäre  und 
seine  Fahrt  nunmehr  nach  Norden  gerichtet  hatte ,  so  meine  ich ,  dass 
diese  Annahme  an  sich  so  unwahrscheinlich  ist,  dass  sie  ohne  Weiteres 
verworfen  werden  muss ,  denn  wenn  er  die  Absicht  gehabt  hatte ,  den 
nördlichen  Weg  einzuschlagen ,  so  hülle  er  dieses  gleich  Anfangs  ge- 
than ,  und  das  jedenfalls  missliche  Vorbeisegeln  vor  der  karthagischen 
Flotte  unterlassen.  Aber  nehmen  wir  für  einen  Augenblick  an,  dass  die 
Getreideschiffe  von  Norden  gekommen  seien,  dann  sind  sowohl  die 
Karlhager  wie  Aga Ih okles  nach  Norden  gesegelt,  und  wir  müssen 
aus  den  vorstehenden  Motiven  annehmen,  dass  letzterer  den  Weg  nörd- 
lich um  Sicilien  eingeschlagen  habe.  Dass  dieses  nicht  der  Fall  gewe- 
sen sein  kann,  zeigt  der  letzte  Umstand  der  Geschichtserzählung.  Kurz 
vor  der  Landung  des  Agathokles  erschien  die  karthagische  Flotte 
wieder,  und  zwar  hinter  der  griechischen,  denn  es  entstand  wieder  ein 
Wettlauf.  Die  Karthager  sind  also  in  derselben  Richtung  gesegelt  wie 
Agathokles,  und  haben  ihn  eingeholt.  Die  beiden  Flotlen  sind  ein- 
ander wieder  zu  Gesicht  gekommen,  während  sie  einander  von  der  er- 
sten Nacht  an,  in  welcher  Agathokles  jenen  enlwischle,  nicht  gesehen 
halten.  Es  entsteht  hieraus  die  Frage,  weshalb  die  Karthager,  nachdem 
sie  die  griechische  Flotte  aus  dem  Gesicht  verloren  hatten,  eiligst  nach 
ihrem  Lande  segelten ,  und  auf  diese  Frage  weiss  ich  gar  keine  andere 
Antworl  zu  geben,  als  dass  in  ihnen  der  Gedanke  auftauchte,  Agatho- 
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kies  habe  mit  dieser  Fahrt  gar  keine  andere  Absicht,  als  den  Krieg 
dort  hinüber  zu  ziehen.  Waren  sie  nun  nördlich  gesegelt,  so  ist  nicht 
wohl  einzusehen,  weshalb  dieser  Gedanke  sich  der  Karthager  so  fest 
bemächtigt  hatte,  dass  sie  sofort  selbst  diesen  Weg  einschlugen,  da  es 
im  Norden  in  Italien  viele  Hafen  gab,  auf  die  Agathokles  haue  hin- 
zielen können.  Bei  der  südlichen  Richtung  der  Fahrt  lag  hingegen  die- 
ser Gedanke  sehr  nahe.  Nehmen  wir  indess  an,  dass  bei  nördlicher 
Fahrt  die  Karthager  auf  diesen  Gedanken  gekommen  seien,  und  daher 
eiligst  selbst  zurück  segelten,  um  ihr  Land  zu  beschützen,  so  ist  es 
durchaus  unannehmbar,  dass  sie  den  nördlichen  bedeutend  längeren 
Weg  eingeschlagen  haben  würden,  da  ihnen  alles  daran  gelegen  sein 
musste,  dem  Agathokles  zuvor  zu  kommen.  Nun  beträgt  nach  Airy 
von  Syrakus  der  südliche  Weg  nach  Cap  Bona,  wo  Agathokles  ge- 
landet ist,  ohugefähr  200  Seemeilen,  der  nördliche  hingegen  ohngefähr 
330  Seemeilen,  ist  also  mehr  wie  ein  halb  Mal  langer.  Die  Karthager 
hatten  unter  den  jetzt  angenommenen  Umständen  nothwendig  umkeh- 
ren müssen,  und  wären  lauge  vor  den  Griechen  auf  karthagischem 
Boden  angelangt.  Statt  dessen  lesen  wir  aber,  dass  Agathokles  erst 
kurz  vor  seiner  Landung  von  Jenen  eingeholt  wurde.  Die  Geschichts- 
erzählung des  Diodor  weist  daher  jedenfalls  dahin,  dass  Agathokles 
den  südlichen  Weg  gesegelt  ist.  Dass  Agathokles  zu  dieser  Reise 
sechs  Tage  und  Nächte  gebraucht  hat,  während  nach  dem,  was  wir 
von  der  Schifffahrt  der  Alten  wissen,  die  Strecke  von  200  Seemeilen 
in  vier  Tagen  und  Nächten  hätte  abgemacht  werden  können ,  kann  ich 
durchaus  nicht  als  einen  Grund  für  die  nördliche  Fahrt  halten,  wie  Bo- 
sanquel  meint,  denn  noch  gegenwärtig  sind  nicht  nur  Dampfschiffe 
und  viel  mehr  noch  Segelschiffe  nicht  im  Stande,  eine  und  dieselbe 
Fahrt  immer  in  gleichen  Zwischenzeiten  auszuführen ,  und  dieses  muss 
bei  den  allen  Ruderschiffen  nothwendig  auch,  und  gewiss  in  noch  grös- 
serem Maasse ,  der  Fall  gewesen  sein.  Je  nachdem  sie  den  Ruderern 
durch  Anwendung  der  Segel  mehr  oder  weniger  oder  gar  nicht  zu 
Hülfe  kommen  konnten,  müssen  ihre  Fahrten  zwischen  denselben  Plätzen 
kürzere  oder  längere  Zeit  in  Anspruch  genommen  haben.  Ich  meine 
noch  schliesslich  einen  Grund  für  die  Wahl  der  südlichen  Richtung 
anfuhren  zu  können.  Agathokles  musste  sich  beim  Auslaufen  von 
Syrakus  jedenfalls  auf  eine  Verfolgung  oder  gar  einen  Kampf  gefasst 
machen.  Wäre  er  nun  nach  Norden  in  das  enge  Meer  gesegelt,  so 
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hätte  er  sieb  lange  nicht  so  gut  wehren  können,  wie  in  der  offenen  See, 
wo  er  durch  keine  Küsten  in  der  Wahl  seiner  Vertheidigungsmittel  be- 
schränkt war.  Ja  er  wäre  Gefahr  gelaufen,  grade  unter  den  bedenk- 
lichsten Umständen  in  die  Nähe  der  damals  mit  abergläubiger  Furcht 
angesehenen  Strudel  der  Scylla  und  der  Charybdis  zu  geralhen,  und 
sich  gegen  zwei  Feinde  wehren  zu  müssen,  von  welchen  der  neue 
für  wenigstens  eben  so  bedeutend,  wo  nicht  für  bedeutender  gehalten 
werden  musste,  wie  der  alte.  Ich  meine  daher  durch  das  Vorstehende 
zur  Evidenz  gebracht  zu  haben,  dass  Agathokles  auf  dieser  Fahrt 
die  südliche  Richtung  gesegelt  ist. 

Die  Zeit  der  Sonnenfinslerniss  des  Agathokles  ist  längst  fest- 
gestellt, und  fällt  in  das  Jahr  310  v.  Chr.,  für  diese  geben  meine  Mond- 
und  Sonnentafeln 


Jahr  —309  August. 


m.  Gr.  Z. 

(£  Länge. 

<£  Breite. 

Aeq.  H.  Par. 

0  Länge. 

14*  17*  36m 
U    18  48 
14    20  0 
14    21  12 
14    22  24 

135°  13'  28','9 

135  58  34,1 

136  43  38,1 

137  28  4*bt8 

138  13  42,2 

-»-0°  11'  18',' 4 
15  29,0 
19  39,2 
23  49,1 

27  58,7 

6t'  0,'9 
60  59,3 
60  57,4 

136«  28'  27'/3 
34  12,8 

39  58,3 

und  ausserdem  für  August  1 4d  20A  0"» 

O  Deel.  =  ■+■  16°  3'  5177;  O  Rad.  vect.  =  0,00214 
h  =  —  17»  42'  34:3;  Seh.  d.  Ecl.  =  23«  44'  8H 
wahre  Zeit  —  mittlere  Zeit  =  —  2"»  20*9 

womit  man  die  folgenden  Curvenpunkte  erhält, 


Stw. 

Nürdl.  Gr.  Curve. 

Centralcurvc. 

O.L.v.Gr. 

Polhöhe. 

jo. L.v.Gr. 

Polhöhe. 

-76« 
-74 
-72 
-70 

1 2»  5' 
13  49 
t5  29 
17  9 

+35«  13' 

35   36  | 

35  57 

36  17 

12»  16' 
13  59 
15  40 
17  20 

+  34°  22' 

34  45 

35  6 
35  25 

Hiemil  kommt  die  Zone  der  Totalität  südlich  von  Sicilien  zu  liegen,  und 
die  nördliche  Grenze  derselben  ohngefuhr  40'  südlicher  wie  der  Punkt, 
den  Airy  als  den  wahrscheinlichen  Ort  des  Agathokles  während 
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dieser  Finsterniss  bezeichnet  hat.  Allein  vielleicht  ist  Aga  tho kl  es  in 
diesem  Augenblick  südlicher  gewesen ,  da  sich  mit  Gewissheit  anneh- 
men lässt,  dass  er  auf  dieser  Fahrt  vorzugsweise  in  den  ersten  vierund- 
zwanzig Stunden  seine  Mannschaft  zur  grösstcn  Eile  angetrieben  hat. 
Wenn  man  indess  den  von  Airy  angegebenen  Punkt  als  den  südlichsten 
annehmen  will,  den  Agathokles  zur  Zeit  der  Finsterniss  hat  einneh- 
men können,  so  muss  die  Dunkelheit  doch  sehr  gross  gewesen  sein,  da 
für  denselben ,  dessen  geographische  Lage  die  folgende  ist, 

östl.  L.  v.  Gr.  =  15°  0';  Polhöhe  =  +  36°  33* 

die  grösste  Phase  1 1,8  Zolle  beträgt.  Der  Umstand  der  Erzählung,  dass 
man  die  Sterne  sähe,  ist  hiemit  völlig  vereinbar,  da  man  bei  einer 
Phase  von  1 0  Zollen  schon  oft  die  grösseren  Sterne  gesehen  hat. 

Berücksichtigen  wir  nun  die  obigen  Unterschiede  der  Siicular- 
Underungen,  so  wird  zuerst  /= — 21,09,  z=  16,93,  /H-rö  =  3?9  und 
hierauf 

dz  =  +  0?01607 
ÖU  =  —  0?1634 
dio  =  —  091 084 

woraus  zuerst  df  =  •+-  0?2323  ,  und  dann 

dl  =  +  0*0689;  db  =  +  39;(9 

folgt.  Da  nun  für  diese  Sonnenfinsterniss  die  Gleichung 

d(f  =  —  11,34$+  61,47<J6 

statt  Andel ,  so  ergiebt  sich 

ä<p  =  —  o;o 

Die  Zone  der  Totalität  dieser  Sonnenfinsterniss  rückt  also  ein  wenig 
nach  Süden,  aber  so  wenig,  dass  die  eben  erhaltene  grösste  Phase  am 
Airy'schen  Punkt  sich  nur  um  einige  Hunderllheile  eines  Zolles  andern 
kann.  Die  obigen  Aenderungcn  der  Säcularänderungen  haben  also  auf 
diese  Finsternisse  nur  einen  verschwindenden  Einfluss. 

4)  Die  Sonnenfinsterniss  des  Ennius. 

Cicero  erzählt  in  seinem  Buche  De  republica  I.  16,  dass  diese 
Finsterniss  in  die  Reichsannalen  eingetragen  worden  ist,  dass  Ennius 
sie  richtig  erklärt,  und  davon  gesagt  hat:  Anno  CCC  quinquagesimo  fett 
post  Romam  conditum  Nonis  Juniis  soli  luna  obstiUt  et  nox.   Diese  Son- 
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nenfinslerniss  gehört  zu  den  am  festesten  begründeten  des  Allerthums, 
und  kann  nur  diejenige  sein,  welche  am  21 .  Juni  des  Jahres  400  v.Chr. 
vorgefallen  ist.  Dieses  Jahr  passt  ganz  gut  zu  der  obigen  Angabe  des 
Ennius,  (der  übrigens  seiner  Jahresangabe  ein  uferen  zugefügt  hat,) 
und  dass  der  Tag  hievon  etwas  abweicht,  hat  seinen  Grund  darin,  dass 
in  jener  Zeit  der  römische  Calender  in  grosse  Unordnung  geralhen  war. 
Die  Mond-  und  Sonnentafeln  geben  für  diese  Finslerniss  die  folgenden 
Data, 

Jahr  —399  Juni. 


m.  Gr.  Z. 

<C  Länge. 

(£  Breite. 

Aeq.  H.  Par. 

0  Liinge. 

21 d  3A  36'" 
21    4  48 
21    6  0 
21    7  12 
21    8  24 

82°  40'  32','6 

83  24  45,2 

84  8  56,0 

84  53  4,9 

85  37  11,9 

+0«  31'  4C;'0 
35  50,0 
39  53,5 
43  50,4 
47  58,6 

60'  24','6 
22,1 
19,3 

83°  40'  6','0 
83    45  49,7 
83   51  33,4 

und  ferner  für  Juni  2ld  6A  0»» 

0  Deel.  =  +  230  36'  j-j  .  0  Rad.  vect.  =  0)00707 
A  =  -h  2°  44'  1 1;'1 ;  Scb.  d.  Ecl.  =  23»  44'  Ö8','1 
wahre  Zeit  —  mittlere  Zeit  =  +  5»  I7f23 

Mit  diesen  Daten  wird  diese  Finsterniss  in  Rom  total ,  und  die  grösste 
Phase  fand  bei  dem  Stundenwinkel  7A  31 m,  oder  5™  vor  Sonnenunter- 
gang statt,  indem  die  Sonne  an  diesem  Tage  (mit  Rücksicht  auf  die 
Strahlenbrechung)  bei  dem  Stundenwinkel  von  7A  36m  unterging.  Der 
Ausspruch  des  Ennius  ist  also  hiemit  vollständig  erklärt. 

Die  obigen  Unterschiede  der  Süculariinderungen  geben  hier,  wo 
t=—  21,99,  z  =  17.0,  f+w  =  7?(i  ist, 

dz  =  0/01746 
(J//  =  —  0?1776 
d<o  =  —  0?l  178 

hiemit  wird  df=+  0°2o2l  und 

d/  =  H-0°0745;  M=-t-42?9 

Da  ferner  hier 

(fy  =  H-2,90  d/+  96,40*6 

ist,  so  wird 

fys-fr.  |0  2i;9 

25» 
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also  die  Curve  der  Totalität  kommt  mehr  wie  Einen  Grad  nördlicher 
zu  liegen.  Berechnet  man  nun  mit  diesen  Aenderungen  der  Mondörler 
wieder  die  grösste  Phase  und  die  Zeit  derselben  für  Rom,  so  findet 
man,  dass  die  Finstei  niss  dort  nicht  mehr  total  wird ,  die  grösste  Phase 
jedoch  11,84  Zolle  beträgt,  und  bei  dem  Stundenwinkel  7*  24",  also 
1  2m  vor  Sonnenuntergang  statt  findet.  Ich  meine,  dass  hiemit  auch  der 
Ausspruch  des  Ennius  vollständig  erklärt  ist,  da  doch  eigentlich  darin 
nicht  von  einer  Totalität  die  Rede  ist  ,  und  bei  einer  Phase  von  11.84 
Zolle,  zumal  in  der  Nähe  des  Horizonts  eine  beträchtliche  Lichtabnahme 
statt  gefunden  haben  muss. 

5)  Die  Sonnenfinsternis*  von  Stiklaslad. 

König  Olaf  von  Norwegen,  später  der  Heilige  genannt,  befand  sich 
im  Kriege  mit  aufstämligen  Bauern ,  und  fiel  in  einer  Schlacht ,  die  er 
ihnen  bei  Stiklaslad  lieferte.  Während  dieser  Schlacht  trat  eine  Sonnen- 
finslerniss  ein,  die  der  Erzählung  der  Chronikeuschreiber  nach  bei  wol- 
kenlosem Himmel  eine  solche  Dunkelheit  verursachte,  dass  Freunde 
und  Feinde  sich  nicht  von  einander  unterscheiden  konnten ;  diese  Dun- 
kelheit soll  1 J  Stunden  gedauert  haben,  ja  ein  Schriftsteller  behauptet 
sogar,  dass  es  ganz  finster  war  von  9|  Vorm.  bis  3  Nachm.*)  Man 
sieht  aus  den  letzten  Behauptungen,  dass  die  Erzählungen  dieser  Be- 
gebenheit nicht  von  Uebertreibungen  frei  sind,  und  es  liesse  sich  dar- 
über Mehreres  anführen. 

Für  diese  Finslerniss  ergab  sich  aus  den  Mond-  und  Sonnentafelo 


Jahr  1030  August. 


m.  Gr.  Z. 

([Länge. 

(£  Breite. 

Aeq.  II.  Par. 

0  LSnge. 

30*  23*  36m 

161*  36'  5','7 

+  0»  4i'  8'/6 

58'  16','3 

162«  55'  59^2 

3t      0  48 

162    1"  20,0 

47  54,6 

31      2  0 

162    58  37,0 

51  40,4 

19,9 

163     1  48,7 

3t      3  12 

163   39  56,6 

55  26,0 

3t      4  24 

164   21  18,8 

59  11,3 

23,5 

163     7  38.2 

und  ferner  für  August  3H  2A  0m 

0  Deel.  =  H-  6°  42'  0','4  ;  0  Rad.  vecl.  =  0,00160 
h  =  —  22°  38'  30','2 ;  Seh.  d.  Ecl.  =  23°  33'  45','9 
wahre  Zeit  —  mittlere  Zeit  =  -+■  2m  1 5f 31 
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Hieroit  erhielt  ich  die  folgenden  Punkte  der  nördlichen  Grenze  der  To- 
lalilüt  und  der  Centralcurve. 


Slw. 

Nördl.  Gr.  Curve. 

Centralcurve. 

0.  L.v.Gr. 

Polhühe. 

0.  L.v.Gr. 

Polhöhe. 

38« 

8«  2' 

+64°  4' 

7«  56' 

+63°  43' 

39 

8  47 

6)  41 

8  40 

63  19 

40 

9  30 

63  16 

9  23 

62  56 

41 

10  2 

62  .'i2 

10  5 

62  32 

42 

10  5.", 

62  28 

10  48 

62  8 

43 

11  38 

62  3 

11  31 

61  44 

44 

12  21 

61  40 

12  14 

61  20 

Die  geographische  Lage  von  Stiklastad  ist  nach  Hansteen 

östl.  Lange  v.  Gr.  =  1 1°  35';  Polhohe  =  +  63°  48' 

Diese  ist  zwar  nur  von  einer  Karte  von  Norwegen  abgegriffen  worden, 
und  ich  habe  auf  der  Stieler'schen  Karte  dasselbe  gefunden.  Es  ist 
nicht  unmöglich,  dass  sie  mit  wesentlichen  Fehlern  behaftet  ist,  aber  in 
Ermangelung  einer  sichereren  Ortsbestimmung  muss  ich  mich  hier  wie- 
der derselben  bedienen. 

Die  Vergleichung  dieses  Orts  mit  den  vorslehcnden  Punkten  der 
nördlichen  Grenzcurve  der  Totalität  zeigt,  dass  die  kürzeste  Entfer- 
nung Stiklastad's  von  derselben  ohngeföhr  1°  35'  beträgt,  und  daher  die 
Sonnenfinsterniss  auf  dem  Schlachtfelde  nicht  total  wird.  Die  Berech- 
nung der  grössten  Phase  für  Stiklastad  giebt  indess  diese  =  11,82 
Zolle,  und  daher  muss  die  Dunkelheit  daselbst  doch  nicht  unbeträcht- 
lich gewesen  sein ,  zumal  da  die  Sonnenhöhe  in  diesem  Augenblick  nur 
25°  betrug. 

Für  die  Berücksichtigung  der  obigen  Aenderungen  der  Säcular- 
änderungen  wird  hier  /  =  — 7,70,  z=9?G,  /*-hw=10?1,  woraus 
zuerst 

rfe  =  +  0^0021  4 
d/J  =  —  0?02177 
dto  s-  0*01444 

und  dann  ^=+0^02871 

dl  =  +  000  0  6  9  4;  ^=+4;5 

folgt.  Da  nun  hier 
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<fy  =  —  4,18  dl+  205,2  t)b 

ist,  so  ergiebt  sich 

d(f  =  -+-  1 3,7 

d.  Ii.  die  Zone  der  Totalität  nähert  sich  Stiklastad  um  nahe  einen  Vier- 
telgrad ,  und  die  grösste  Phase  daselbst  muss  sich  um  den  entsprechen- 
den Theil  vergrössern. 

Auf  diese  Sonneofinsterniss  hat  die  Abplattung  der  Erde  eine  grosse 
Wirkung.   In  allen  vorstehenden  Rechnungen  ist  sie  =  TJT  angenom- 
men worden,  nimmt  man  sie  aber  für  die  Gegend  von  Stiklastad  = 
an,  so  rückt  die  Zone  der  Totalität  41'  nach  Norden,  und  nähert  sich 
also  Stiklastad  beträchtlich. 

Es  ergiebt  sich  aus  den  hier  angestellten  Untersuchungen,  dass 
durch  die  obigen  Unterschiede  der  SacularUnderungen  die  chronologi- 
schen Finsternisse  noch  etwas  besser  dargestellt  werden,  wie  durch 
die  ungeiinderlen  Mondtafcln. 

Ich  bemerke  noch ,  dass  die  Berechnung  der  Mond-  und  Sonnen- 
örter,  die  im  Vorstehenden  gebraucht  worden  sind,  einer  neuen  Revi- 
sion unterworfen  worden  ist,  die  in  Bezug  auf  dieMondörler  die  Herren 
Dr.  Auwers  und  Berkiewicz  die  Gute  gehabt  haben  auszuführen. 
Mit  Ausnahme  der  zur  Sonnen finsterniss  des  Ennius  gehörenden  Oer- 
ter,  wurden  nur  so  unerhebliche  Unterschiede  (hie  und  da  einige  we- 
nige Zehntelsecunden)  von  meinen  früheren  Rechnungen  gefunden,  dass 
ihre  Berücksichtigung  unnölhig  erschien.  Bei  den  zur  Sonnenfinsternis 
des  Ennius  gehörigen  Oertern  wurden  grössere  Unterschiede  gefun- 
den, und  oben  am  gehörigen  Orte  berücksichtigt ,  ihre  Wirkung  auf  das 
Resultat  ist  jedoch  fast  unmerklich. 

Zusatz  II. 

Ermittelung  des  Einflusses  von  12"  Veränderung  der  hundertjährigen 
Knotenbewegung  auf  dieselben  Finsternisse. 

320. 

Es  scheint  mir  nicht  uninteressant,  zu  untersuchen,  welche  Wir- 
kung eine  kleine  Aenderung  in  der  in  den  Mondtafeln  angewandten  Kno- 
tenbewegung der  Mondbahn,  verbunden  mit  den  obigen  Aenderungen 
der  Sücularänderungen ,  auf  die  im  Vorhergehenden  untersuchten  Son- 
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nenßnslernisse  haben  wird,  und  werde  dalier  das  Resultat,  welches  ich 
dadurch  erhalten  habe,  in  seinen  Einzeluhciten  angeben.  Es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  diese  Aeuderung  der  Knotenbewegung  nicht  grös- 
ser angenommen  werden  darf,  wie  die  Beobachtungen  des  letzt  ver- 
flossenen Jahrhunderts  es  vertragen,  und  12"  möchten  hiebei  nicht  zu 
gross,  befunden  werden,  da  hiemit,  wenn  man  die  Knotenlänge  der  - 
Mondtafeln  filr  die  gegenwartige  Zeit  festhält,  für  die  Zeil  Bradley's 
höchstens  Hh  1"  Veränderung  der  Slondbreilen  in  der  Nähe  der  Knoten- 
punkte entsteht.  Die  angeführte  Aenderung  der  Knotenbewegung  ver- 
ursacht keine  Aenderung  der  Mondlange,  sondern  blos  die  Aenderung 

aus  welcher  eine  entsprechende  Aenderung  der  Mondbreite  hervorgeht. 

I )  Die  Sonnenfinsterniss  von  Larissa. 

Hier  wird 

d  (/'-+-  (o)  =  -f-  0?08Ö1 ,  db  =  -  25:8 ,      =-  29',3 

und  da  eben  d(p  =  +  7', 8  gefunden  wurde,  so  wird  die  Totaländerung 
von  (p 

ö<f  =  —  21.5 

Da  die  halbe  Breite  der  Zone  der  totalen  Finstcrniss,  auf  dem  Meridian 
gemessen,  21'  beträgt,  und  bei  ungeänderlen  Elementen  Larissa  1'  süd- 
lich von  der  Centralcurve  liegt,  so  bleibt  bei  der  hier  angenommenen 
Aenderung  der  Knotenbewegung  diese  Sonnenfinsterniss  in  Larissa  im- 
mer noch  total,  es  wird  nur  die  Lage  von  Larissa  an  die  nördliche 
Grenze  der  Totalität  verlegt,  und  hiemit  ist  immer  noch  der  historischen 
Uebcrlieferung  Gnügc  geleistet. 

1)  Die  Sonnenfinsterniss  des  Thaies. 

Hiefür  wird 

<*(/•+«,)  =  -hO?08 10,  <)6=-h26ri,  <ty  =  +28',8 
und  da  oben  dtp  =  -I-  1°  7,0  gefunden  wurde,  die  Tolaländerung  von  ip 

d(p=+  1°  35',8 

Die  Zone  der  totalen  Verßnstcrung  liegt  jetzt  fast  ganz  in  dem  oben  be- 
zeichneten Airy'schen  Polygon,  und  die  nördliche  Grenze  derselben 
streift  nahe  an  Boghaskoei  vorüber,  in  dessen  Nähe  man  in  neuerer  Zeit 
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in  Felsen  gehauene  Denkmäler  gefunden  hat,  die  offenbar  auf  den  Krieg 
zwischen  den  Lydern  und  Medern,  auf  die  während  der  letzten  Schlacht 
zwischen  diesen  Völkern  vorgefallene  Sonnenfinsterniss,  und  die  Ereig- 
nisse des  darauf  geschlossenen  Friedens  hindeuten.  Die  Zone  der  tota- 
len Verfinsterung  erstreckt  sich  ferner  Uber  den  ganzen  Hellespont, 
und  die  grösste  Phase  in  Alexandrien  ergiebt  sich  =  9,4  Zolle,  und 
passt  vollständig  zur  Angabe  des  Theon. 

3)  Die  Sonnenfinsterniss  des  Agathoklos. 
HiefUr  bekommt  man 

d(f+  w)=h-0?071  9;  <tt  =  -l-2372;  top  =  +  23;7 
und  da  oben  dq>  =  —  6',0  gefunden  wurde,  die  Totaländerung  von  9 

dcp  =  -h  17,7 

Diese  Sonnenfinsterniss  rückt  also  jetzt  auch  nach  Norden,  und  die 
nördliche  Grenze  derselben  nähert  sich  dem  von  Airy  bezeichneten 
Orte  des  Agalhokles  fast  um  die  Hälfte.  Da  nun  oben  mit  den  un- 
veränderten Elementen  an  diesem  Orte  die  grössle  Phase  =  H  ,8  Zolle 
gefunden  wurde,  so  muss  sie  jetzt  =  11,9  Zolle  werden. 

4)  Die  Sonnenfinsterniss  des  Ennhis. 
Hier  erhält  man 

d  (f+  w)  =  -h  0?0749 ,  dt  =  +  23','9 ,  d<p  =  +  38;  5 
also  da  oben  <fy>  =  ■+■  1°  21.9  gefunden  wurde  ,  im  Ganzen 

(ty  =  H-2°  0,4 

Die  Centralcurve  entfernt  sich  also  etwas  mehr  von  Rom  wie  vorher, 
berechnet  man  aber  die  grösste  Phase  in  Rom  nach  dieser  Aenderung 
der  Elemente,  so  ergiebt  sich  diese  =  M,75  Zolle,  also  nur  0,09  Zoll 
kleiner  wie  vorher.  Der  Slundenwinkel ,  unter  welchem  die  grösste 
Phase  statt  findet,  wird  jetzt  =  7*  25m,  und  die  grösste  Phase  findet 
also  1tm  vor  Sonnenunlergang  statt.  Hiemit  ist  der  Ausspruch  des 
E  n  n  i  u  s  nicht  minder  gut  erklärt  wie  vorher. 

5)  Die  Sonnenfinsterniss  von  Sliklastad. 
HiefUr  erhält  man 

d{f+  w)  =  h-0?0273,  db  =  -+-  8^7,  (fy  =  +  29; 8 
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also  da  oben  d<p  =     1  3',7  gefunden  wurde ,  im  Ganzen 

<fy  =  +  43,5 

Die  Zone  der  Totalität  rückt  also  beträchtlich  nach  Norden  und  kommt 
Stiklastad  viel  näher,  als  mit  den  unveränderten  Elementen.  Die  grössle 
Phase  daselbst,  die  oben  1 1.82  Zolle  gefunden  wurde,  wird  nun  =  11, 9 
Zolle  werden. 

Es  werden  daher  mit  der  oben  angenommenen  Aenderung  der 
Knotenbewegung  die  historischen  Sonnenfinsternisse  noch  etwas  besser 
dargestellt,  ohne  dass  dadurch  der  Darstellung  der  B radle y'schen 
Beobachtungen  ein  wesentlicher  Abbruch  geschieht. 

Die  vorstehenden  Resultate  habe  ich  schon  in  einem  vor  Kurzem 
in  den  »Berichtent  dieser  Gesellschaft  abgedruckten,  »Einige  Bemerkun- 
gen Uber  die  Säcularänderung  der  mittleren  Lange  des  Mondes«  betitel- 
ten, Aufsatze  kurz  angezeigt,  und  auch  dort  noch  zwei  Sonnenfinster- 
nisse des  Mittelalters  in  Betracht  gezogen,  in  Betreff  deren  ich  hier  auf 
den  genannten  Aufsalz  verweise. 

Zusatz  III. 

Vergleichung  der  Säcularändcrung  der  mittleren  Mondlänge  von 
Adams  und  Delaunay  mit  denselben  Finsternissen. 

321. 

In  den  Comptes  rendm  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften 
Tome  L.  No.  10  habe  ich  bereits  diese  Vergleichung  gegeben,  ich 
werde  sie  aber  hier  unter  einem  etwas  veränderten  Gesichtspunkte 
wieder  vornehmen.  Dort  war  ich  von  dem  Grundsatz  ausgegangen, 
dass  man  auf  jeden  Fall  die  Sonnenfinsterniss  von  Larissa  so  dar- 
stellen müsse,  dass  sie  total  werde,  und  da  dieses  mit  der  genannten 
Säcularanderung  unmöglich  war,  so  blieb  kein  anderes  Mittel  übrig  als 
die  Knotenbewegung  entsprechend  zu  ändern.  Die  dazu  erforderliche 
Aenderung  dieser  fiel  aber  so  gross  aus,  dass  damit  den  neueren  Be- 
obachtungen auf  keine  Weise  Gnüge  geleistet  werden  konnte.  Sie  be- 
trug 185,3  in  hundert  Jahren,  und  muss  daher  schon  10  Jahre  vor  und 
nach  der  Epoche  eine  Aenderung  von  i','7  in  den  Mondbreiten  hervor- 
bringen. Aber  nicht  nur  die  neueren  Mondbeobachlungen,  sondern  auch 
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die  übrigen  chronologischen  Finsternisse  wurden  undarsletlbar,  die  Lage 
der  letzteren  auf  der  Erdoberfläche  erlitt  so  grosse  Abänderungen,  dass 
gar  keine  Uebereinstimmung  mit  den  geschichtlichen  Ueberlieferungen 
mehr  stattfand. 

Hier  werde  ich  nun  davon  absehen  durch  eine  Aenderung  der 
Knotenbewegung  in  Verbindung  mit  der  Säcularanderung  von  Adams 
und  De  lau  na  y  irgend  eine  der  chronologischen  Finsternisse  mit  den 
Ueberlieferungen  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  sondern  werde  blos 
untersuchen,  welche  Lage  diese  Finsternisse  auf  der  Erdoberfläche  an- 
nehmen, wenn  man  statt  der  in  den  Mondtafeln  angewandten  Säcular- 
änderungen,  die  der  mittleren  Lange  von  Adams  und  Delaunay,  und 
die  des  Perigäums  und  der  Knoten  wie  oben  anwendet.  Für  die  Säcular- 
änderung  der  mittleren  Lange  ist  also  die  Abänderung  —  6"/2,  Tür  die  des 
Perigäums  — 022*2,  und  für  die  des  Knotens  —  0;445/5,  woraus 
(k  =  —  4;678/2,  <fcr  =  —  1','322<2,  <to>  =  —  0','877/2 

sich  ergiebt,  von  welchen  die  beiden  letzten  dieselben  sind  wie  vorher. 
Ehe  wir  weiter  gehen,  muss  noch  ein  Umstand  in  Betracht  gezogen  wer- 
den, welcher  im  Vorhergehenden  wegen  der  Kleinheil  der  Aenderungen 
ausser  Betracht  gelassen  werden  konnte ,  hier  aber  wegen  der  grossen 
Aenderung  —  4','G78*2  mit  berücksichtigt  werden  soll.  Jede  Aenderung 
der  Süctilaränderungen  muss  strenge  genommen  auch  in  den  Argu- 
menten der  Störungen  berücksichtigt  werden ,  da  sie  diese  auch  ändert, 
und  vor  allen  Dingen  wird  sie  die  grössten  Ungleichheilen  ändern. 
Ich  werde  daher  bei  der  jetzt  vorzunehmenden  Untersuchung  auch  die 
Veränderungen  berücksichtigen ,  die  die  obigen  Aenderungen  der  Sä- 
cularänderungcn  in  der  Evection,  der  Variation  und  der  parallaclischen 
Ungleichheit  hervorbringen;  die  Aenderungen  der  übrigen  Störungs- 
glicder  hier  auch  zu  berücksichtigen  ist  überflüssig,  da  sie  zu  klein 
ausfallen.  Die  eben  genannten  Ungleichheiten  sind  die  folgenden, 

-h  4467"  sin  (  g  —  2</'-*-2(w— «')) 
-h  2 1 45  sin  (ig  —  2g' +  2  (cd  —  «') ) 
—  125  sin  (g  —  </'-»-«  —  a) 

und  aus  den  obigen  Aenderungen  der  Säcularänderungen  folgt 

dg  =  —  4','678 12;  d{o>  —  a)  =  —  17322 12 

Hiemit  wird  die  Aenderung  der  drei  Ungleichheiten 
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~  liiiii*  (7"322  <7)  CÜS  (9  -  V  +  2  (»  -  «0 ) 
-         (1 2,000 <2)  cos  (2ff  -  ty+  2  (w  -  »') ) 

+  ^  (GTOOOOcos^-^'+o,-^ 

aber  in  der  minieren  Conjunction  ist 

g  —  g'-+-  (o  —  w'=  0 

folglich 

9- =-3 

Hier,  wo  es  sich  nur  um  kleine  Glieder  handelt ,  kann  man  diese  Glei- 
chungen auf  den  ganzen  Verlauf  einer  SonnenGnslerniss  ausdehnen,  und 
sich  ausserdem  eilauben  in  der  1  weilen  die  wahre  Anomalie  f  slatt  der 
minieren  g  zu  setzen ,  die  Summe  der  drei  Aenderungen  wird  daher 

-0:i58^cos/,-0;i21/2 

und  wenn  man  diese  zum  obigen  Wei  lhe  von  dz  addirt,  so  wird  die 
vollständige  Aenderung  des  Arguments  z  der  Mondtafeln 

dz  =  —  4,799/ 2  —  0;i 58/2  cos  f 

oder  in  Theilen  des  mittleren  Sonnentages,  und  wenn  die  Epoche  hinzu- 
gefügt wird, 

dz  =  -  0-0001020  (^^y  -  0^0000034  cos  f  (^-)2 
hiezu  kommt  noch  wie  oben 

i>//=  —  0,°0003672  (^oo00)2 
<fco  =  -0°0002436 

und  es  soll  jetzt  untersucht  werden,  welche  Wirkung  diese  Aenderungen 
auf  die  obigen  Finsternisse  ausüben. 

))  Die  Sonnenfinstcrniss  von  Larissa. 

Hiefür  ist  wieder  t=— 23,56,  c=9,"60,  /+<.,=  17  5?  8, 

und  hieraus  folgt 

dz  =  —  0*05699        dl  =  —  58'  3;i 
— 0^7637  db  =  +  4  49,5 

d(f+«)  =  —  0^8990  <fcr  =  —2,46 

wo  dn  die  Aenderung  der  Horizontalparallaxe  des  Mondes  bezeichnet. 
Bei  diesen  grossen  Aenderungen  der  Mondlange  und  Breite  kann  es 
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sich  wohl  ereignen,  dass  die  oben  bei  den  weit  kleineren  Aenderungen 
angewandte  Gleichung  zwischen  den  Aenderungen  des  Mondorts  und 
der  Punkte  der  Centralcurve  nicht  mehr  ein  Resultat  von  gewünschter 
Genauigkeit  giebt,  und  ich  habe  sie  daher  hier  nicht  angewandt.  Ich 
habe  vielmehr  die  oben  gegebenen  Aenderungen  an  die  im  Zusatz  I. 
angeführten,  aus  den  Mondtafeln  folgenden,  Oertcr  angebracht,  und 
damit  von  Neuem  einige  Punkte  der  Centralcurve  berechnet.  Diese  er- 
hielt ich  wie  folgt. 


Slw. 

O.  L.  v.  Gr.  |  Polhöhe 

t04» 

to:>° 

4  06' 

41°  48' 

42  no 

43  52 

-4-26°  5t' 
26  39 
26  8 

Vergleicht  man  diese  mit  den  oben  berechneten  Punkten  der  Central- 
curve, so  zeigt  sich  dass  diese  auf  dem  Meridian  von  Larissa  9°  53'  nach 
Süden  gegangen  ist.  Schon  aus  diesem  Grunde  wird  unter  den  jetzt 
angenommenen  Sacular.lnderungen  diese  Sonnenfinsternis  in  Larissa  so 
klein,  dass  sie  unmöglich  die  von  Xenophon  beschriebene  Wirkung 
gehabt  haben  kann,  sie  kann  höchstens  8  Zolle  betragen  haben.  Aber 
es  kommt  noch  ein  Umstand  hinzu,  der  ihre  Wirkung  abschwächt.  An 
diesem  Tage  ging  die  Sonne  bei  einem  Stundenwinkel  von  105°  in  La- 
rissa unter,  und  die  eben  berechneten  Curvenpunkte  fallen  daher  für 
Larissa  zum  Theil  nach  Sonnenuntergang.  Die  Sonnenfinsterniss  ist  also 
dort  nur  zum  Theil  gesehen  worden,  und  muss  aus  diesem  Grunde 
noch  mehr  unbedeutende  Wirkung  gehabt  haben.  Die  Säcularänderung. 
die  hier  untersucht  wird ,  passt  also  nicht. 

8)  Die  Sonnenfinsterniss  des  Thaies. 

Hier  haben  wir  wieder 

/=— 23,84;  z=U,36;  /*=348»0,  /,-hco  =  3?3 

und  bekommen  damit 

dz  =  -  0J05986  ;    dl  =  -  I U'  5 1  ','6 
d/'=-.0?8723;     db  =  -    5  25,8 
6  (/•+  w)  =  _  l«0 180;      fa=  —0,56 

Durch  direcle  Rechnung  ergeben  sich  hiemit  die  folgenden  Punkte  der 
Centralcurve. 
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Stw. 

0.  L.  v.  Gr. 

Polhöhe 

115° 

117 

119 

31»  15' 
33  26 
35  40 

+28°  30' 
27  35 
26  40 

Diese  Sonnenfinsterniss  isl  auf  dem  Meridian  9°  19'  nach  Süden  ge- 
gangen, und  trifft  die  Längengrade  des  Schlachtfeldes  erst  nach  Sonnen- 
unlergang, welcher  bei  einem  Slundenwinkel  von  108°  erfolgte.  Sie  ist 
also  auf  dem  Schlachtfelde  entweder  ganz  unsichtbar,  oder  wenigstens 
sehr  unbedeutend  gewesen,  und  kann  die  beschriebene  Wirkung  nicht 
gehabt  haben.  Mit  der  Nachricht  bezüglich  des  Hellesponts  und  Alexan- 
driens trifft  sie  eben  so  wenig  ein.  Die  hier  angewandte  Säcularänderung 
kann  also  auch  diese  Sonnenfinsterniss  den  Ueberliefcrungen  gemäss 
nicht  darstellen. 

3)  Die  Sonnenfinsterniss  des  Aga  t  ho  kl  es. 

Hier  wird 

[  =  —  21,09;  2  =  16,93,  [=20°,^,  /  +  w  =  3?9 
und  hiemit 

Sz=  —  0,'04C73  ;  dl  —  —  50'  20','4 
df=  —  0?67o6  ;  db  =  —  4  12,5 

<J(/  +  a>)  =  — 0?7840;  <?*  =  +0,91 

und  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  ergeben  sich  die  folgenden  Punkte  der 
Cenlralcurve. 


Stw. 

O.  L.  v.  Gr. 

Polbohe 

_I7» 

-45 

-43 

13°  50' 

15  19 

16  47 

+38n  35' 
38  39 
38  43 

Bei  dieser  Sonnenfinsterniss  rückt  die  Cenlralcurve  auf  dem  Meridian 
3°  34'  nach  Norden,  kommt  nördlich  von  Sicilien  im  Tyrrheoischen  Meer 
zu  liegen ,  und  geht  durch  die  Ligurischen  Inseln.  Die  südliche  Grenz- 
curve  liegt  ohngefUhr  0°7  nördlich  von  Syrakus.  Diese  Sonnenfinsterniss 
kann  daher  mit  der  hier  angewandten  Säcularänderung  den  Ueberlie- 
ferungen  auch  nicht  gnügen,  da  mit  Sicherheit  angenommen  werden 
kann,  dass  Agathokles  südlich  um  Sicilien  gesegelt  ist. 
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4)  Die  Sonnenfinsterniss  des  Ennius. 

Hier  ist 

f  =  -21,99;  J  =  l7,0i;  /  =  41?45,  /  +  w  =  7?6 
und  hierait  wird 

=  —  0','05Ü5Ö; 
<)/"  =  —  0?7299; 
d  =  _  0?8477; 


dl  =  —54*  27rO 
dd  =  —  4  31,2 
()ti  =  +1,04 


Berechnet  man  hiemit  die  Zeit  des  Anfangs  dieser  Sonnenfinsterniss 
Uberhaupt,  mit  anderen  Worlen  die  Zeit  der  ersten  äusseren  Ränder- 
berUhrung  in  Rom ,  so  findet  man  8*  5TO  w.  Z. ,  während  die  Sonne 
an  diesem  Tage  in  Rom  um  7*  36m  w.  Z.  unterging.  Diese  Sonnen- 
finsterniss wird  also  mit  der  hier  angewandten  Säcularänderung  in  Rom 
völlig  unsichtbar.  Ich  füge  hinzu,  dass  ich  die  Finsternisse  der  an- 
liegenden Jahre  durch  die  ecliplischen  Tafeln  untersucht,  aber  keine 
gefunden  habe,  die  mit  der  hier  angewandten  Säcularänderung  der 
Ueberlieferung  entsprechen  könnte. 

5)  Die  Sonnenfinsterniss  von  Stiklaslad. 

Hier  wird 

(=-7,70,  z  =  9,64.  /  =  281?54,  /  +  «  =  40?1 

woraus 


—  0?006Ö89; 
d/  =  —  0?0816; 
d(f+(o)=s  —  0?0960; 

folgt,  und  sich  die  folgenden  Punkte  der  Cenlralcurve  ergeben. 


dl  =-6'  12T2 
db  =  —  30,5 
dn  =  —0,26 


Slw. 

O.  L.v.Gr. 

Polhöhe 

46° 

47 

48 

10»  50' 

11  38 

12  14 

4-60°  52 
60  26 
60  1 

Hier  wird  die  Cenlralcurve  1°  18'  südlicher,  entfernt  sich  also  mehr 
vom  Schlachtfelde,  woselbst  ihre  Wirkung  also  wesentlich  abge- 
schwächt wird. 
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Man  sieht  hieraus,  dass  mit  der  Säcularändcrung  der  mittleren 
Länge  von  Adams  und  Delaunay  keiner  der  chronologischen  Finster- 
nisse Gnüge  geleistet  werden  kann,  wenn  man  nicht  zugleich  zu  anderen 
Annahmen  seine  Zuflucht  nimmt.  Es  kann  gar  nicht  daran  gedacht  wer- 
den ,  eine  Uebereinstimmung  durch  Aenderungen  der  Bewegungen  der 
Knoten,  des  Perigäums  oder  der  mittleren  Länge  herbei  zu  fuhren,  denn 
um  diesen  Zweck  zu  erreichen,  müssten  diese  Aenderungen  weit  grösser 
angenommen  werden,  wie  die  neueren  Beobachtungen  vertragen.  Da- 
gegen kann  man  allerdings  eine  Uebereinstimmung  herbeiführen ,  wenn 
man  die  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse  ungleichförmig ,  und  zwar 
so  annimmt,  dass  jeder  Tag  um  den  ölbillionsten  Theil  länger  ist,  wie 
der  nächstvorhergehende ,  wie  ich  in  dem  am  Ende  des  Zusatzes  II. 
angeführten  Aufsatze  nachgewiesen  habe. 
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ÜBER 

DIE  HYMENOPHYLLACEAE. 

VON 

G.  METTENIUS. 


Abh.Bdl.  d.  K.  S.  Ge»eUMh.  d.  Wimm*.  XI. 


Eine  der  auffallendsten  Erscheinungen  unter  den  Farnen  sind  ohne 
Zweifel  die  Hymenophyllaceae ;  durch  die  Zusammensetzung  ihres  Blatt- 
parenchyms  aus  einer  oder  aus  wenigen  (2  —  4)  Zelllagen  stehen  die- 
selben nicht  allein  unter  den  Farnen ,  sondern  unter  den  Gefässpflanzen 
überhaupt  fast  einzig  da  und  schliessen  sich  in  dieser  Beziehung  viel- 
mehr niederen  Pflanzen  an ,  bei  welchen  GePdssbUndel  entweder  nur 
angedeutet  sind  oder  gänzlich  fehlen. 

Diese  Combination  von  GefössbUndeln  mit  einer  so  einfachen  Aus- 
bildung des  Blaltparenchyms  bei  den  Hymenophyllaceis  muss  aber 
am  so  auffallender  erscheinen,  als  diese  Gewächse  nach  Maassgabe  des 
Ringes  ihrer  Sporangien  den  Cyatheaceis  sich  anschliessen ,  welche 
nicht  nur  durch  die  complicirleste  Structur,  sondern  auch  die  colossal- 
sten  Dimensionen  ihrer  vegetativen  Organe  sich  am  weitesten  unter 
den  Farnen  von  denselben  entfernen. 

Aber  auch  in  der  Ausbildung  der  Fruchthaufen  an  einem  Uber  die 
Blattsubstanz  sich  fortbildenden  Nerven,  der  Entwickclung  der  Sporan- 
gien in  absteigender  Folge  an  diesem,  der  Erweiterung  und  Fortbildung 
des  den  fertilen  GefässbUndel  umgebenden  Gewebes  zu  einer  den 
Fruchthaufen  umscheidenden  Hülle,  sind  Verhältnisse  ausgesprochen, 
die  ebensowenig  als  die  Entwicklung  eines  confervenartigen  Vorkeims 
nach  dem  jetzigen  Stand  unserer  Kenntnisse  bei  anderen  Farnen  wie- 
derkehren. 

Vermittelt  auch  die  Galtung  Loxsoma  in  mehrfacher  Beziehung, 
sowohl  durch  die  complicirte  Structur  ihres  mit  Spaltöffnungen  ver- 
sehenen Blattes,  wie  auch  die  Bildung  ihres  Schleiers  den  Uebergang 
zu  anderen  Farnen ,  so  weichen  doch  die  Ansichten  Uber  die  systema- 
tische Stellung  der  Hymenophyllaceae  weit  aus  einander,  und  während 
die  einen  nach  Maassgabc  derjenigen  Organe,  die  bei  Farnen  in  her- 
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kömmlicher  Weise  zur  Begründung  von  Abteilungen  ausreichend  er- 
achtet werden,  ihnen  eine  solche  an  der  durch  diese  Organe  vorge- 
schriebenen Stelle  anweisen,  tragen  andere  und  unter  diesen  grade  die- 
jenigen beiden  Forscher,*)  welche  diese  Gewächse  am  sorgfältigsten 
untersuchten,  kein  Bedenken,  die  Hymenophyllaceae  von  den  Farnen 
auszuschliessen  und  zu  einer  denselben  gleichwertigen  Abiheilung  zu 
erheben. 

Indess  schienen  nicht  nur  zur  Prüfung  der  im  Allgemeinen  den 
Hymenophyllaceis  einzuräumenden  Stellung  neue  Untersuchungen  wün- 
schenswerlh,  sondern  es  waren  solche  auch  notwendig,  um  die  Natur 
verschiedener  bei  der  Einteilung  der  [Jymenophyllaceae  in  den  Vor- 
dergrund gezogener  Gebilde,  z.  B.  der  Scheinnerven  zu  ermitteln;  es 
war  endlich,  nachdem  man  die  Unzulänglichkeit  der  der  äusseren  Aus- 
bildung des  Blattes  behufs  der  Unterscheidung  der  Arten  entnommenen 
Merkmale  nachgewiesen  hatte ,  vielmehr  auch  in  dieser  Beziehung  der 
anatomischen  Structur  des  Parenchyms  der  Blatter  den  Vorzug  gegeben, 
ja  dieselbe  zum  Prüfstein  der  Identität  oder  Verschiedenheit  zweier 
Arten  erhoben  hatte,  ein  unabweisbares  Bedtlrfniss,  diese  Structur- 
verhällnisse  sowohl  überhaupt  in  sorgfältigerer  Weise  zu  untersuchen, 
als  auch  die  Beständigkeit  oder  die  Schwankungen  derselben  zu  con- 
statiren. 

Von  diesen  Gesichtspunkten  aus  wurden  die  folgenden  Untersu- 
chungen angestellt,  deren  Resultate  indess,  je  nachdem  es  erforderlich 
schien ,  in  grösserer  oder  geringerer  Ausführlichkeit  milgetheilt  werden. 

§  1. 

Der  Stamm  der  Hymenophyllaceae  besitzt  im  Allgemeinen  einen 
mit  der  Anordnung  der  Blatter  Hand  in  Hand  gehenden  Wuchs,  inso- 
fern er  gewöhnlich  bei  zweizeiliger  Anordnung  derselben  in  horizonta- 
ler Richtung  hinkriecht,  bei  mehrzeiliger  Blattslellung  hingegen  in  schrä- 
ger Richtung  ansteigt  oder  eine  aufrechte  Haltung  annimmt;  in  dem 
ersten  Fall  hat  derselbe  gewöhnlich  gedehnte,  seltner,  wie  bei  Tricho- 


< )  Presl ,  Hymenophyllaceae,  Prag  \  841 ,  und  Van  den  Bosch  ,  Inleiding  tot  d. 
Kennis  d.  Hymenophyllaceae,  und  Eersle  BeitlrHge  tot  d.  Kennis  der  Ilymenoph.  in 
Versl.  en  Meriedeel.  d.  K.  Akademie.  Amsterd.  1861.  XI.  300;  auch  im  Joiirn.  d. 
Bolaniquc  Necrlnnd.  (86t.  I.  p.  U7. 
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roanes  maximum,  Hymenophyllum  fuciforrae  geslaucble  Internodien;  in 
dem  zweiten  Fall  sind  gewöhnlich  säinmlliche  Internodien  verkürzt, 
oder  es  wechseln  kürzere  und  lungere,  z.  B.  T.  Arbuscula,  Martiusii, 
und  sind  nur  in  seltenen  Fullen,  in  welchen  der  Stamm  zugleich  den 
kriechenden  Wuchs  annimmt,  sämmtliehe  Internodien  gedehnt,  z.  B. 
T.  crispura  var.  accedens. 

Es  kommt  deshalb  ihrer  Beständigkeit  entsprechend  der  Anord- 
nung der  Blttlter  eine  durchgreifende,  der  Richtung  des  Stammes  und 
der  Lange  seiner  Internodien  eine  nur  untergeordnete  Bedeutung  zu. 
und  zwar  ist  die  zweizeilige  Blatlstcllung  Loxsoma,  allen  Arten  von 
Hymenophyllum  und  der  grösseren  Hälfte  der  Arten  von  Trichomanes 
eigen,  und  werden  vielzellige  Blatter  nur  bei  der  kleineren  Hälfte  der 
letzleren  Galtung  angetroffen. 

S  *• 

Wie  bei  einer  andern  Veranlassung1)  dargelhan  wurde,  kommt  bei 
den  Hymenophyllaceis  einem  jeden  Blatt  eine  Seitenknospe  zu  und  ent- 
springt dieselbe 

1)  aus  dem  Stamme  oberhalb  und  vor  der  Milte  der  Blaltachsel, 
i)  aus  dem  Stamme  vorn  und  aussen  von  dem  Inserlionspunkl 

des  Blattes  oder  neben  demselben, 
3)  auf  der  Mittellinie  des  Blaltstielgrunds.3) 
Ersteres  ist  der  Fall  bei  Arten,  deren  Blatter  in  zwei  diametral 
einander  gegenüber  liegenden  Zeilen  angeordnet  sind,  z.  B.  T.  Ankersii, 
pedicellatum ,  radicans ;  das  zweite  wird  angetroffen  bei  der  Mehrzahl 
der  Hymenophyllaceae  mit  zweizeiligen  BlUttern,  deren  Inserlionspunkte 
der  Mittellinie  des  StammrUckens  nUher  liegen;  die  dritte  Anordnung 
charakterisirt  vielleicht  sämmtliehe  Hymenophyllaceae  mit  mehrzeiligen 
BlUttern,  z.  B.  T.  pinnatum,  Javanicum,  crispum,  ist  hingegen  bei  Arten 
mit  mehrzeiligen  Blättern  eine  seltnere  Erscheinung,  z.  B.  T.  proliferum, 
renifonne,  H.  fueiforme. 

Adventivknospen  fehlen  bei  den  Hymenophyllaceis  gänzlich. 
Blaltständige  Knospen  treten  auf: 


I)  Abh.  d.  K.  Gesellschaft  d.  Wissenschalten.  VII.  611  u.  f. 
i)  Ein  4.  Fall  scheint  bei  Loxsoma,  nach  der  Abbildung  Hooker's  (Gard.  f.  3t) 
zu  scbliessen ,  vorzukommen. 
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1)  am  Blattstiel  oder  doch  am  Anfang  der  Blattspindel, 

2)  an  der  Uber  die  Blattfläche  verlängerten  Blaltspindei. 
Ersteres  ist  der  Fall  bei  einer  kleinern  Gruppe  von  Trichomanes,  *; 

deren  bekanntester  Repräsentant  T.  proliferum  ist.  Bei  diesem  treten 
diese  Knospen  stets  auf  der  oberen  Seite  des  Blattstiels,  einzeln,  selte- 
ner zu  mehreren  beisammen  stehend ,  auf,  entwickeln  gewöhnlich  sehr 
rasch,  bevor  ihr  Stammtheil  deutlicher  hervortritt,  ein  Blatt,  so  dass  ein 
Blatt  unmittelbar  aus  dem  andern  hervorzusprossen  und  die  TheiluD^' 
des  Blatts  eine  ganz  paradoxe  zu  sein  scheint,  zumal  dann,  wenn  die 
Knospe  am  Grund  der  Blaltspindei  entspringt  und  das  derselben  ent- 
spriessende  Blatt  die  Grösse  und  Theilung  der  Fläche  ihres  Mutterblatls 
erreicht.  Doch  fehlt  es  nicht  an  Fallen,  in  welchen  diese  Blattstiel- 
ständigen  Knospen  kurze  Rhizome  mit  mehreren  Blättern  entwickeln 
und  diese  sind  ganz  insbesondere  zur  Aufklärung  dieser  Sprossungen 
geeignet. 

In  dem  gewählten  Beispiel  bringt  nicht  selten  das  Blatt  der  letzten 
Generation  allein  Fruchlhaufen  und  hat  selbst  die  Fähigkeit,  einem  neuen 
Spross  den  Ursprung  zu  geben,  eingebüsst,  an  andern  Exemplaren  aber 
fruetiheirt  bereits  das  erste  Blatt  und  sprosst  ein  fruchttragendes  Blatt 
aus  dem  andern  hervor;  bei  andern  Arten  wird  letzteres  Verhallen  zur 
Regel. 

Während  diese  Blattstiel-ständigen  Sprosse  in  übereinstimmender 
Weise  bei  andern  Farnen  nicht  wiederkehren,  entspricht  die  zweite 
Art  der  hier  zu  erörternden  Knospen  der  vieler  andern  Farne;  dieselbe 
besteht  darin ,  dass  an  der  verlängerten  mit  abnehmenden  oder  fehl- 
schlagenden Fiedern  besetzten  Blaltspindei  eine  oder  in  geringen  Ent- 
fernungen von  einander  mehrere  Knospen  entstehen.  So  bei  T.  diversi- 
frons ,  spicatum ,  botryoides ,  pinnatum ,  Arten ,  die  ebenfalls  alle  einer 
engen  Verwandtschaft  angehören. 

Bei  anderen  Arten  von  Trichomanes,  bei  Loxsoma,  und  allen 
Arien  von  Hymenophyllum  fehlen  blattständige  Knospen  gänzlich. 


t }  Van  den  Bosch  erkannte  zuerst  die  innige  Verwandtschaft  dieser  Arten  und 
vereinigte  dieselben  in  seiner  Gattung  Gonocormus ,  die  ich  als  Abtheilung  anerkenne, 
nachdem  sich  Merkmale  gefunden  haben ,  die  auch  dann ,  wenn  diese  Blattstiel-stän- 
digen Knospen  nicht  zur  Entwicklung  gekommen  sind ,  zur  Charakteristik  derselben 
ausreichen. 
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§  3. 

Bei  den  Arten  von  Trichomanes  mit  mehrzelligen  Blattern  treten 
Advenlivwurzeln  nicht  nur  als  eine  normale  Erscheinung  auf,  sondern 
es  erlangen  dieselben  gewöhnlich  eine  nicht  unbedeutende  Stärke  und 
Länge,  und  geben  Zweigen  den  Ursprung,  die  meist  in  2,  selten,  wie 
bei  T.  pinnatum ,  in  4  Zeilen  angeordnet  sind.  Ebenso  sind  alle  Arten 
von  Hyroenophyllum,  sowie  ein  Theil  der  Arten  von  Trichomanes  mit 
zweizeiligen  Blättern,  z.  B.  T.  reniforme,  digitatum,  album,  macroclados, 
pyxidiferum,  trichoideum,  gewöhnlich  mit  Adventivwurzeln  versehen; 
bei  zahlreichen  andern  Arten  von  Trichomanes ,  welche  dieselbe  Blatt- 
Stellung  besitzen ,  sind  hingegen  Advenlivwurzeln  eine  seltene  Erschei- 
nung, z.  B.  bei  T.  speciosum,  radicans,  venustum,  bei  welchen  der 
Anfang  der  Seitensprosse  am  häufigsten  einer  Wurzel  den  Ursprung 
giebl,  dann  bei  T.  pedicellatum,  Ankersii,  museoides,  bei  welchen  unter 
Hunderten  von  Exemplaren  nur  ein  einziges  Mal  eine  Adventivwurzel 
gefunden  wurde;  an  diese  reihen  sich  alsdann  zahlreiche  andere,  spä- 
ter verzeichnete  Arten  an,  die  mir  nur  im  wurzellosen  Zustand,  d.  b. 
ohne  Adventivwurzeln  vorgekommen  sind. 

In  dem  nämlichen  Maass,  als  die  Advenlivwurzeln  schwinden,  tre- 
ten bei  diesen  Arten  Haare  auf,  welche  die  Funktion  der  Wurzeln  über- 
nehmen und  deshalb  als  Haarwurzeln  zu  bezeichnen  sind. 

Diese  Haarwurzeln  fehlen  wiederum  allen  Arten,  deren  Stamm  mit 
mehrzeiligen  Blattern  versehen  ist  und,  wie  angeführt  wurde,  stets  Ad- 
ventivwurzeln treibt,  günzlich,  treten,  wo  letztere  seltner  werden,  be- 
reits als  eine  normale  Erscheinung  auf  dem  Stamm  auf,  z.  B.  T.  radicans, 
scandens ,  venustum ,  speciosum ,  oder  entspriessen  gleichzeitig  auf  der 
unteren  Blatlseite  dem  die  Gefässbündel  bedeckenden  Gewebe,  z.  B. 
T.  pedicellatum ,  oder  es  ist  das  Rbizora  nebst  seinen  sümmtlichen 
Auszweigungen  bis  in  die  Nahe  des  Vegelationspunkts  von  diesen  Haar- 
wurzeln bedeckt,  und  entspringen  gleichzeitig  solche  von  dem  Blattstiel, 
dem  Rand  der  an  demselben  oder  längs  der  Blattspindel  herabsteigen- 
den Blaltsubstanz ,  z.  B.  T.  reptans ,  melanorhizum  oder  selbst  von  der 
untern  Seite  des  Blaltparenchyms,  wie  z.  B.  bei  T.  nummularium,  Hen- 
zaianum. 

Nur  bei  wenigen  Arten  kommen  neben  einer  normalen  und  häufi- 
gen Ausbildung  von  Adventivwurzeln  diese  Haarwurzeln  reichlich  zur 
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Entwicklung,  und  diese  dürften  ganz  insbesondere  geeignet  sein,  um 
die  Unterschiede  sowohl  der  Adventivwurzeln  von  den  mit  Haarwurzeln 
bedeckten  Sprossen,  als  auch  die  dieser  Haarwurzeln  von  den  Wurzel- 
haaren,  d.  h.  den  der  Epidermis  der  Adventivwurzeln  en Ispriessenden 
Haaren  festzustellen.  Solche  Beispiele  bieten  T.  diaphanum,  pyxidife- 
rum,  exsectum.  tenerum ,  venosum. 

Das  auf  der  Lage  des  Vegelationspunkts  beruhende  Kriterium  zwi- 
schen Stamm  und  Wurzel  ist  bei  Pflanzen,  die  man  zum  grösseren  Theil 
nur  im  getrockneten  Zustand  zu  untersuchen  Gelegenheit  hat,  zumal 
aber  bei  Farnen ,  bei  welchen  die  Wurzel  mutze  stets  nur  eine  geringe 
Mächtigkeit  erreicht,  nur  mit  Schwierigkeiten  zur  Anwendung  zu  brin- 
gen, und  wenn  ich  auch  in  einigen  Fallen  im  Stande  war,  die  Spongiola 
an  den  Adventivwurzeln,  so  wie  an  dem  Stamm  den  das  äusserste 
Ende  desselben  einnehmenden  Vegetationspunkt  zu  erkennen,  so  musste 
es  immerhin  wünschenswert!)  sein,  in  andern  Merkmalen  Anhaltspunkte 
zur  Unterscheidung  der  Adventivwurzeln  von  den  Auszweigungen  des 
Stammes  zu  gewinnen. 

In  dieser  Beziehung  ergab  sich  zunächst  bei  den  Untersuchungen 
über  das  Wachsthum,  dass  der  Vegetationspunkt  des  Stammes  und  sei- 
ner Auszweigungen  von  einigen  schildförmig  befestigten  Spreuhaaren  be- 
deckt und  überragt  werde ,  dass  den  Adventivwurzeln  hingegen  solche 
Spreuhaare  gänzlich  fehlen.  Dieselben  werden  indess  auch  an  dem 
Stamm  meist  frühzeitig  abgestossen  und  persistiren  nur  spärlich  bei 
wenigen  Arten ,  z.  B.  bei  T.  reptans. 

Einen  zweiten  Unterschied  bietet  das  Verhalten  der  Haarwurzeln 
und  Wurzelhaare  zur  Epidermis  des  Stammes  und  der  Adventivwurzeln. 
Die  Haarwurzeln  werden  nämlich  von  der  in  eine  konische  Papille  aus- 
gezogenen freien  Wand  der  Epidermiszellen  des  Stammes  getragen, 
sind  von  dem  Ende  derselben  durch  eine  Scheidewand  abgetrennt, 
selbst  stets  unseptirt,  einfach  oder  an  ihrem  Ende  in  mehrere  Zweige 
aufgelöst;  sie  bedecken  ferner,  da  sämmtliche  Epidermiszellen  schon  in 
geringer  Entfernung  von  dem  Vegetalionspunkt  in  solche  Haarwurzeln 
aus  wachsen,  die  Oberfläche  des  Stammes  dicht,  sie  stehen  ferner  ge- 
wöhnlich rechtwinklicht  von  demselben  ab  und  nehmen  frühzeitig  eine 
dunkelbraune,  fast  schwarze  Farbe  an.1)  Die  gleichen  Eigenlhümlich- 


I)  Uebereinstimmend  verhallen  sich  die  Haarwurzeln  bei  T.  diaphanum,  rapm- 
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keilen  kommen  den  Haarwurzeln  auch  zu ,  wenn  sie  am  Blattstiel ,  dem 
Blattrand  oder  auf  der  Blattfläche  ihren  Ursprung  nehmen. 

Durchaus  anders  verhalten  sich  die  Wurzelhaare.1)  Diese  stehen 
stets  in  continuirlichem  Zusammenhang  mit  der  Epidermiszelle,  der  sie 
entspriessen,  nehmen  gewöhnlich  an  dem  der  Wurzelspitze  zugekehrten 
Ende  derselben  ihren  Ursprung,  sind  der  Wurzel  mehr  oder  minder  ao- 
gedrückt ,  erscheinen  stets  locker  angeordnet ,  und  nehmen  nur  selten 
die  dunkle  Farbe  der  Haarwurzeln  an. 

Nicht  minder  geeignet  zur  Unterscheidung  der  Adventivwurzeln 
und  Stammzweige  ist  alsdann  die  Stellung  beider;  der  Ursprung  der 
Zweige  ist,  wie  oben  angeführt  wurde,  stets  an  den  eines  Blattes  ge- 
paart, die  Wurzeln  hingegen  entspringen  in  unbeständiger  Zahl  und 
regelloser  Stellung  in  der  Ausdehnung  der  Inlernodien. 

Nach  Feststellung  dieser  Unterschiede  —  auf  einige  andere  werde 
ich  später  (§  7)  hinzuweisen  Gelegenheil  haben,  —  dürfte  es  nun  mög- 
lich sein,  den  Nachweis  zu  fuhren,  dass  ein  nicht  unbedeutender  Theil 
der  Arten  von  Trichomanes  gewöhnlich  wurzellos  sei.  Als  Beispiel 
mache  ich  namhaft:  T.  concinnum,  saxifragoides,  Henzaianum,  Petersii, 
sublimbatum,  Hookeri,  punetatum,  cuspidatum,  membranaccum ,  num- 
mularium,  pusillum,  Krausii,  intramarginale,  lalemarginale,  Borbonicum, 
melanotrichiim,  acutilobum,  Schmidianum,  emarginatum,  cavifulium, 
olivaceum,  humile,  Filicula,  bilabiatura,  melauorhizum,  capillatum. 

Bei  allen  diesen  Arten  eilt  die  Hauptachse  der  Entwickelung  der 


branaceum,  pusillum,  cuspidatum,  replans,  museoides,  Krausii,  pyxidifcrum,  capilla- 
tum, Filicula,  cavifolium,  concinnum,  saxifragoides,  venosum,  teucrum  und  humile, 
bei  welchem  letzteren  die  Papille  der  Epidermiszelle  fadenförmig  ausgezogen  und  in 
Folge  dessen  die  Haarwurzel  fast  in  ihrer  Mitte  septirt  erscheint.  —  Eine  Ausnahme 
von  diesem  Verhalten  machen  hingegen  die  Haarwurzeln  von  T.  speciosum.  Dieselben 
sind,  wie  Newman  (Brit.  ferns  288)  erkannte,  häufig  septirt.  Indess  ist  gleichzeitig  zu 
bemerken,  dass  in  diesen  Haarwurzeln  ausser  Scheidewänden  auch  Einstülpungen 
auftreten ,  die  Scheidewänden  täuschend  ähnlich  sehen  und  dass  bei  dem  Eintrocknen 
dieser  Haare  die  Richtung,  in  der  die  auf  einander  folgenden  Zellen  oder  zellenöhnli- 
cben  Abtbeilungen  zusammensinken,  ähnlich  wie  bei  manchen  Conferven  und  andern 
gegliederten  Haaren  sich  rechtwinkliebt  kreuzt. 

4 )  Uebereinstimmend  verhalten  sich  dieselben  bei  T.  diaphanum ,  pyxidifcrum, 
exsectura,  tenerum,  Scbicdeanum,  sinuosum,  digitatum,  Arbuscula,  reni forme,  ferner 
bei  Hymenophyllum  cruentum,  asplenioides,  fueoides,  polyanthos,  fueiforme,  caudicu- 
latum,  dichotomum,  eihatum,  latifrons,  Lindeoi,  interruptum. 
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Blätter  voraus  und  Uberragt  im  Vergleich  zu  den  Dimensionen,  welche 
Blätter  undlnternodien  erreichen,  die  Insertion  des  jüngsten  Blattes  in  bei 
weitem  höherem  Maass,  als  dies  bei  irgend  einer  Polypodiacea  der  Fall 
ist,1)  ja  es  haben  ganz  gewöhnlich  mehrere  Internodien  ihr  Wachsthum 
völlig  abgeschlossen,  während  die  diese  Internodien  abgrenzenden  Blät- 
ter noch  in  der  Ausbildung  begriffen  sind ;  ferner  kommen  an  Inter- 
nodien ,  deren  Blatter  noch  unentwickelt  sind ,  die  diesen  angehörigeo 
Seitensprosso  zur  Ausbildung  und  auch  diese  wiederholen  alsbald  die 
Erscheinungen  der  Hauptachse ,  und  eilen  weit  der  Ausbildung  ihrer 
Blatter  voran. 

Diese  scheinbar  blattlosen  Seitensprosse  sind  es ,  die  man  bei  die- 
sen Arten  von  Trichomanes  für  Wurzeln  gehalten  hat ;  bei  genauerer 
Beobachtung  ihrer  Stellung,  ihres  Wachsthums,  ihrer  Structur,  ihrer 
Bekleidung  erweisen  sich  dieselben  als  Zweige. 

Complicirter  werden  alsdann  bei  einem  Theil  der  genannten  Arten 
die  in  Rede  stehenden  Verhältnisse  dadurch ,  dass  an  der  Hauptachse 
einzelne  Blatter,  deren  Zweige  ausgebildet  wurden,  unterdrückt  werden, 
so  dass  letztere  alsdann  mitten  aus  einem  Internodium  zu  entspringen 
scheinen,  wahrend  bei  sorgfältiger  Untersuchung,  z.  B.  T.  saxifragoides, 
Rudimente  der  fehlgeschlagenen  Blätter  aufgefunden  werden.  Ebenso 
kann  bei  geeigneten  Exemplaren  in  solchen  Fällen  aus  der  Thatsache, 
dass  auf  der  nämlichen  Seite  des  Stammes  zwei  Blätter  unmittelbar  auf 
einander  folgen,  der  Schluss  abgeleitet  werden,  dass  zwischen  densel- 
ben ein  mit  ihnen  alternirendes  Blatt  unterdrückt  sei. 

Bei  anderen  Arten,  z.  B.  T.  humile,  Filicula  u.  a.,  herrscht  dieses 
Schwinden  der  Blätter  vor  und  schlägt  nicht  nur  an  der  Hauptachse  der 
grössere  Theil  der  Blatter  fehl,  während  die  denselben  angehörigen 
Scilensprosse  zur  Enlwickelung  gelangen ,  sondern  auch  diese  letzteren 
wiederholen  die  gleiche  Erscheinung  in  gesteigertem  Maass,  insofern 
an  denselben  alle  Blätter  unterdrückt  sind,  ihre  Auszweigungcn  aber 
einen  sehr  hohen  Grad  erreichen.  Diese  Arten  bieten  dann  das  Anse- 
hen ,  als  entsprängen  an  der  Inserlionsstelle  der  Blätter  und  zwischen 
denselben  vielfach  verzweigte  Wurzeln.   Aber  auch  hier  weist  nicht 


1)  Unter  den  Arten  von  Hymenophyllum  erreichen  bei  H.  axillare  und  den  Ver- 
wandten die  Zweige  eine  sehr  bedeutende  Länge,  bevor  Blätter  an  denselben  zur  Aus- 
bildung kommen;  diese  Zweige  entwickeln  jedoch  frühzeitig  zahlreiche  Wurzeln. 
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nur  die  Berücksichtigung  der  oben  erörterten  Verhältnisse  nach,  dass 
diese  bis  zu  den  äussersten  Auszweigungen  den  Charakter  der  Stämme 
an  sich  tragen ,  sondern  man  findet  auch  bei  ihnen  an  der  Hauptachse 
sowohl,  wie  an  den  primären  Auszweigungen  derselben  kleine  oft  sehr 
unansehnliche,  von  Haarwurzeln  bedeckte  Blattrudimentc.  An  den  se- 
cundüren  und  tertiären  Auszweigungen  ist  es  indess  nicht  gelungen, 
solche  Rudimente  noch  nachzuweisen. 

Nicht  unerwähnt  bleiben  mag  ferner,  dass  bei  diesen  Arten  nicht 
selten  die  den  ausgebildeten  Blättern  der  Hauptachse  angehörenden 
Scitensprosse  die  EigenlhUmlichkciten  der  Hauptachse  wiederholen,  die 
den  fehlgeschlagenen  Blättern  angehörenden  vorzugsweise  blattlos  blei- 
ben, sich  rasch  vielfach  verzweigen  und  dadurch  das  wurzelähnliche 
Ansehen  erhalten  und  behaupten. 

Mit  dem  Nachweis,  dass  diese  bei  diesen  Arten  bisher  als  Wurzeln 
beschriebenen  Gebilde  den  Auszweigungen  des  Stammes  angehören, 
ist  der  Beweis  nicht  gefuhrt,  dass  diese  Arten  Uberhaupt  wurzellos 
seien ,  denn  einerseits  könnte  die  Keimpflanze  bewurzelt  sein ,  andern- 
thcils  könnten  an  der  ausgebildeten  Pflanze  Adventivwurzeln  eine  noch 
seltnere  Erscheinung,  als  bei  T.  pedicellatum,  museoides,  und  deshalb 
trotz  der  Untersuchung  einer  grossen  Fülle  von  Exemplaren  nicht  auf- 
gefunden worden  sein;  auf  der  andern  Seite  aber  dürfte  wohl  hervor- 
zuheben sein,  dass  wie  in  dem  Auftreten  der  Haarwurzeln,  so  in  man- 
chen anderen  Organen  der  Hymenophyllaceae  Verhältnisse  ausgespro- 
chen sind ,  die  bei  Gefösspflanzen  nur  spärlich  angetroffen  werden  oder 
nur  angedeutet  sind,  bei  den  moosartigen  Gewächsen  hingegen  zur 
Regel  werden ,  und  von  diesem  Standpunkt  aus  dürfte  der  Vcrmuthung 
Raum  zu  geben  sein,  dass  unter  den  zahlreichen  Arten,  die  nur  im  w  ur- 
zellosen Zustand  beobachtet  wurden,  eine  oder  die  andere  sei,  bei  der 
Adventivwurzeln  überhaupt  nicht  zur  Entwickelung  kommen. 

Unter  den  andern  Abtheilungen  der  Farne  werden  Haarwurzeln 
vorzüglich  bei  Arten  mit  klimmendem  Stamm,  z.  B.  Acrostichum  axillare 
angetroffen ;  dieselben  unterscheiden  sich  von  den  Haaren  der  Adven- 
tivwurzeln in  der  nämlichen  Weise ,  wie  bei  den  Hy  menophyllaceis. 
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§  *• 

Das  Blatt  der  Hymenophyllaceae  besitzt  die  den  Farnen  überhaupt 
zukommende  Knospenlage,1  hängt  stets  continuirlich  mit  dem  Stamm 
zusammen;  sein  Sliel  hat  bei  manchen  Arten  constant  nur  eine  sehr 
geringe  Grösse,  z.  B.  T.  pediccllatum,  variirt  bei  andern,  z.  B.  T.  mus- 
coides,  radicans  an  Länge,  ist  entweder  nackt  oder  mit  einem  von  der 
Blaltspindel  herabsteigenden  Fortsatz  der  Blattsubstanz  geflügelt,  der 
ebenfalls  wiederum  bei  manchen  Arten  sich  constant  verhält,  bei  andern 
aber,  z.  B.  H.  clavatum,  rarum ,  T.  cellulosum ,  nicht  nur  an  Breite  viel- 
fach schwankt,  sondern  zuweilen  gänzlich  schwindet. 

Die  Spreite  ist  entweder  einer  unbegrenzten  Fortbildung  föhig  und 
innovirt  alljährlich,  wie  die  Blätter  von  Nephrolepis ,  z.  B.  bei  H.  inter- 
ruptum,  Karstenianum,  plumosum.  zuweilen  auch  bei  II.  caespitosum 
und  H.  trapezoidale ,  oder  sie  ist,  wie  bei  der  Mehrzahl  der  Hymeno- 
phyllaceae, von  begrenztem  Wuchs. 

Ungetheill  ist  dieselbe  bei  T.  reniforme,  ferner  bei  H.  cruenlum, 
dessen  sterile  Kerbzähne  indess  zuweilen  sich  zu  Zipfeln  verlängern, 
ferner  bei  T.  nummularium ,  zuweilen  bei  T.  pusillum,  punetaturo,  ero- 
sum ,  Hookerianum ,  dann  bei  T.  exseclum ,  welches  neben  den  norma- 
len in  höherem  Grad  gclheilten  Blättern  anormaler  Weise  hie  und  da 
ungetheilte  entwickelt,  die  in  den  vorliegenden  Exemplaren  eine  Länge 
von  9  Linien  bei  einer  Breite  von  2'/2  Linien  erreichen. 

Bei  der  grossen  Mehrzahl  der  Hymenophyllaceae  ist  die  BlatlflSche 
getheilt  und  zwar  seltner  in  dichotomer,  als  in  fiederartiger  Weise. 

Einmalige  Dichotomie  ist  Regel  bei  H.  marginalum,  wiederholte, 
3  —  4malige  bei  H.  Siblhorpioides ;  bei  andern,  als  H.  digitalum,  nili- 
dulum,  schwankt  die  Theilung  des  Blattes  zwischen  der  dicholomen 
und  riedei  artigen. 

Auch  als  anomale  Thcilungsweise  tritt  Dichotomie  unter  den  Hy- 
menophyllaceis  nur  sehr  selten  auf  und  beschränken  sich  die  Beispiele, 
bei  welchen  eine  solche  mir  begegnet  ist,  auf  n.  caespitosum,  H.  Java- 
nicum  und  T.  sinuosum;  Formen,  bei  welchen  sömmlliche  Blätter  eines 
Stammes  oder  sömmlliche  Fieder  eines  Blattes  dichotom  getheilt  sind, 


{ )  Martius  ic.  sei.  pl.  crypt.  1 03. 
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scheinen  weder  in)  spontanen  Zustand  beobachtet,  noch  in  Folge  der 
Kultur  bis  jetzt  entstanden  zu  sein. 

Dagegen  ist  bei  den  Ilymcnophyllaceis  mit  fiederarlig  angeordne- 
ten Abschnitten  eine  ungewöhnliche  Verlängerung  einzelner  oder  meh- 
rerer Abschnitle  eine  häufige  Erscheinung,  z.  B.  H.  undulalum,  reni- 
forme,  amoenum,  Pöppigianum ,  sphacrocarpum,  T.  olivaceum. ')  Unter 
diesen  sind  einfach  fiedertheilige  seltener,  als  in  höherem  Gradgetheille; 
Beispiele  der  ersteren  bieten  H.  caespitosum,  abruptum,  T.  crispum, 
Javanicum;  unter  den  letztern  erreichen  T.  polyanthos,  elegans,  nächst 
Loxsoma,  bei  welchem  Abschnitte  5.  Ordnung  noch  angedeutet  sind, 
die  höchsle  Stufe. 

Eine  seltene  Erscheinung  ist  es  endlich ,  dass  die  primären  Ab- 
schnitte nur  auf  ihrer  innern  Seile  fiederlheilig  sind,  z.  B.  H.  pectinalum. 

§  5- 

Die  Nervatur  des  Blattes  der  Hymenophyllaceae,  insbesondere  von 
Trichomanes ,  bietet  in  gewisser  Beziehung  eine  grössere  Mannigfaltig- 
keit dar,  als  irgend  eine  Gattung  der  Polypodiaceae. 

Der  einfachste  Fall  der  Nervatur,  nämlich  ein  ungetheilter  Gefäss- 
bündel ,  findet  sich  in  fruclilicirenden  Blättern  von  T.  nummularium,  in 
krtlppelhaft  ausgebildeten,  wenn  auch  bereits  fruclilicirenden  Blättern 
von  T.  pusillum,  Hookeri,  bei  den  oben  erwähnten  anomalen  Blattern 
von  T.  exsectum ,  dann  bei  II.  marginatum  im  ungetheilten  Zustand  sei- 
nes Blattes,  wahrend  wenn  dasselbe  gabelt,  der  Nerv  desselben  eine 
entsprechende  Theilung  erfährt. 

Ein  wiederholt  dichotom  getheilter,  seine  Zweige  fächerartig  aus- 
breitender Nerv  kommt  bei  T.  reniforme  mit  ungetheilter,  dann  bei  H. 
Sibthorpioides  mit  nach  Art  von  Caenopteris  getheilter  Spreite  vor. 

Den  Uebergang  der  fächerartig  ausstrahlenden  zu  der  gefiederten 
Anordnung  der  Nerven  bietet  dann  eine  Gruppe  von  Trichomanes,  die 
ich  als  Micro-trichomanes  bezeichnet  habe,  z.  B.  T.  digilatum,  palmati- 


4)  Ueberliaupl  ist  die  Länge  der  verschiedenen  Fiederabschuitlc  eines  Blatles 
bei  den  Hymenophyll.ircis  und  in  Folge  dessen  der  Umriss  des  Mntles  sehr  grossen 
Schwankungen  unterworfen;  z. B.  haben  II. gracile.BIumeanum  bnld  lanzelthaarige,  bald 
lineare,  bald  eiförmige  Blatter,  und  ist  z.  B.  bei  T.  museoides  die  Basis  des  Blattes 
bald  her/.-,  bald  keilförmig  gestaltet. 
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fidum;  bei  diesen  gelangt  eine  geringe  Zahl  fiederartig  angeordneter 
Nerven  zur  Ausbildung ,  von  welchen  die  unleren  oder  die  untersten 
eine  höhere  Auszweigung  erreichen  als  die  oberen,  und  wiederholt 
gabeln  oder  in  einer  Weise  sich  theilen ,  die  zwischen  der  dichotomeo 
und  fiederartigen  schwankt,  der  ersteren  aber  insofern  näher  steht,  als 
an  ihren  Auszvveigungen  die  Stellungsverhaltnisse ,  die  den  fiederartig 
angeordneten  Nerven  zukommen ,  nicht  nachgewiesen  werden  können ; 
durch  diesen  letzteren  Umstand  lassen  sich  selbst  Arten,  wie  T.  diebo- 
tomum,  bei  welchen  eine  grossere  Zahl  fiederartig  angeordneter  Nerven 
auftritt,  als  Glieder  dieser  Gruppe  erkennen. 

Abweichend  von  dem  Verhallen  der  Arten  der  Gruppe  von  Micro- 
trichomanes  schliessen  andere  Arten,  z.  B.  T.  membranaceum,  Hookeri, 
punetatum,  pusillum,  deren  Millelrippe  zwar  ebenfalls  gewöhnlich  nur 
wenige  einmal  oder  wiederholt  gabelnde  Nerven  abgiebt,  sich  entschieden 
an  diejenigen  Arten  an,  deren  Nerven  fiederartig  angeordnete  Zweige 
entbinden ,  und  treten  mit  einer  kräftigeren  Ausbildung  des  Blattes  und 
der  Theilung  desselben  in  mehrere  Abschnitte  constant  in  diesen  zahl- 
reichere fiederarlig  in  bestimmter  (kaladromer)  Folge  angeordnete  Ner 
ven  auf.  Ebenso  erfährt  bei  andern  Arten,  z.  B.  T.  replans,  wenn  die 
Ausbildung  des  Blattes  hinler  der  normalen  zurückbleibt  und  die  Zahl 
der  tertiären  Nerven  sich  verringert,  die  gesetzmössige  Folge  der  letz- 
teren keine  Veränderung. 

Bei  der  Mehrzahl  der  Hymenophyllaceac  ist  die  fiederarlige  An- 
ordnung der  Nerven  aller  Grade  unzweideutig  ausgesprochen  oder  es 
sind  sämmtliche.  mit  Ausnahme  der  der  letzten  Ordnung,  die  einmal 
oder  wiederholt  gabeln ,  fiederartig  angeordnet. 

Bei  diesen  Arten  mit  gefiederten  Nerven  findet  entweder,  wie 
Uberhaupt  bei  der  Mehrzahl  der  Farne,  in  Betreff  der  Seite  des  Blattes, 
auf  welcher  der  erste  Secundärnerv  auftritt,  eine  Gesetzmässigkeit  nicht 
statt,  oder  es  ist  nur  bei  wenigen  Arten  von  Trichomanes,  deren  Blätter 
in  zwei  diametral  einander  gegenüber  liegenden  Zeilen  stehen  und  zu- 
gleich von  einem  verschwindend  kurzen  Blattstiel  getragen  werden,  die 
Seile  des  Blattes,  welche  den  ersten  secundären  Nerven  aufnimmt,  eine 
bestimmte  und  wird  bei  diesen  Arten  durch  diese  Gesetzmässigkeit  eine 
vollkommene  Symmetrie  der  Biälter  beider  Zeilen  herbeigeführt.  Von 
den  beiden  hier  möglichen  Fällen  ist  der  eine  bei  T.  Ankersii ,  pedicel- 
latum,  der  andere  bei  T.  auriculatum ,  venusttim  ausgebildet.  Beiden 
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ersteren  fällt  der  erste  Secundärnerv  auf  die  der  Stammspitze  zuge- 
kehrte Seile  des  Blattes,  bei  den  beiden  letzteren  auf  die  derselben 
abgewandte. 

In  dem  einfachsten  Fall  der  Auszweigung  bleiben  sämiulliche  se- 
cundiire  Nerven  ungetheilt,  z.  B.  bei  H.  cruentum,  caespilosum,  oder  es 
gabeln  dieselben  einmal,  wie  in  den  ferlilen  Blattern  von  T.  diver- 
sifrons. 

Mit  der  Gederartigen  Auszweigung  der  seenndären  Nerven  und 
dem  Auftreten  tertiärer,  sowie  der  Nerven  höherer  Ordnungen  wird 
alsdann  die  Folge  der  Nerven  einer  jeden  Ordnung  eine  gesetzmassige, 
und  fällt  entweder  der  3.,  5.  tertiäre  Nerv  auf  die  innere,  der  2., 
4.,  6.  auf  die  äussere  Seite  des  secuadären  Nerven  u.  s.  w.,  oder  um- 
gekehrt der  1.,  3.,  5.  gehört  der  äusseren,  der  2.,  4.,  6.  der  inneren 
Seite  an.  In  dem  ersten  Fall  werden  die  Nerven  als  anadrome,  in  dem 
zweiten  als  katadrome  bezeichnet,  entsprechend  den  Verhältnissen,  die 
ich  bei  der  Charakterisirung  der  Abtheilungen  von  Aspidium  und  Phe- 
gopleris1)  hervorgehoben  habe  und  seitdem  von  van  den  Bosch  zur 
Unterscheidung  seiner  Gattungen  der  Hymenophyllaceae  in  Anwendung 
gebracht  wurden.2)  Und  thatsächlich  erschienen  ganz  insbesondere 
die  Hymenophyllaceae  geeignet,  der  Berücksichtigung  dieser  Verhält- 
nisse Eingang  zu  verschaffen,  einmal  wegen  der  Deutlichkeit,  mit  wel- 
cher die  Nerven  ausgebildet  sind  und  in  Folge  dessen  der  Leichtigkeit, 
mit  der  dieselben  übersehen  werden  können,  dann  aber  auch,  weil 
Schwankungen  dieser  Verhältnisse  bei  den  Hymcnophyllaceis  sellener 
als  bei  vielen  Polypodiaceis  sind. 

Anadrome  Anordnung  der  Nerven  und  dieser  gemäss  der  Habitus 
Polystichoideus  charakterisirt  sümmtliche  Arten  von  Hymenophyllum 
und  einen  Theil  der  Arten  von  Trichomanes,  sowohl  diejenigen  mit 
zweizeiligen,  als  diejenigen  mit  mehrzeiligen  Blättern.  Beispiele,  bei 
welchen  die  tertiären  Nerven  ungetheilt  sind,  bieten  H.  asplenioidcs, 
T.  sinuosum,  manche  Stadien  von  T.  Ankersii,  Beispiele,  bei  welchen 
dieselben  gabeln,  H.  fueoides,  T.  Javanicum,  Beispiele,  bei  welchen  die 
Blätter  in  höhcrem  Grad  getheill  sind ,  T.  polyanthos  und  zahlreiche 
andere. 


«)  Ueber  Phegopleris  und  Aspidium  p.  i  u.  flg. 
t)  Berste  Bidrage  1.  c.  p.  312. 
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Abweichungen  von  der  anadromen  Anordnung  der  Nerven  kom- 
men vor: 

1)  bei  H.  inlerruptum.  fuscum,  T.  Ankersii,  insofern  zuweilen  d>e 
minieren  Abschnitte  den  ersten  tertiären  Nerven  auf  der  äusseren  Seite 
entbinden ; 

2)  bei  T.  vcnosum ,  bei  welchem  die  Nerven  4.  Ordnung  in  den 
unteren  secundären  Zipfeln  zuweilen  eine  katadrome  Anordnung  be- 
sitzen ; 

3)  bei  T.  Sroithii,  das  bald  den  Habitus  Polyslichoideus  streng  ein- 
hält, bald  nur  an  den  oberen  Abschnitten  anadrome  Nerven  enthält, 
an  den  unteren  hingegen  dieselben  in  katadromer  Folge  auszweigt.  Der 
erste  Kail  liegt  der  ausgezeichneten  Abbildung  van  den  Bosch's,1)  der 
zweite  der  minder  gelungenen  Hooker's3)  zu  Grunde;  endlich 

4)  bei  Trichomanes  §  Gonocormus,  z.  B.  T.  proliferum,  welches 
an  das  letzlere  Verhalten  von  T.  Smithii  sich  anschliesst,  insofern  bei 
ihm  normal  an  den  untersten  oder  den  unteren  Abschnitten  die  Nerven 
3.  Ordnung  in  katadromer,  an  den  oberen  hingegen,  wie  die  Nerven 
letzter  Ordnung  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Blattes  in  anadromer 
Folge  auftreten. 

Die  katadrome  Anordnung  der  Nerven  kommt  nur  bei  einem  klei- 
nen Theil  der  Arten  von  Trichomanes  und  bei  Loxsoma  vor  und  er- 
streckt sich  entweder  Uber  die  ganze  Ausdehnung  des  Blattes,  oder  es 
sind  um  Grunde  des  Blattes  ein  oder  einige  Abschnitte  mit  anadromen 
Nerven  versehen. 

Ersteres  ist  der  Fall  bei  T.  reptans,  muscoides,  Krausii.  Arbuscula 
mit  fiedertheiligen  Blattern,  ferner  bei  T.  alatum  mit  Oedertheiligen  pri- 
mären Abschnitten ,  dann  unter  Arten  mit  in  höherem  Grad  gctheillem 
Blatt  bei  T.  bicorne  und  bei  Loxsoma. 

Das  Zweite  wird  angetroffen  bei  T.  sinuosum,  bei  welchem  häufig 
nur  der  unterste  Abschnitt  auf  einer  Seite  anadrome  Nerven  erhall, 
dann  bei  T.  pinnatum ,  dessen  beide  unterste  Abschnitte  normal  ana- 
drome Nerven  besitzen ,  während  die  Nerven  der  oberen  in  katadromer 
Folge  angeordnet  sind,  ja  die  ersten  derselben  schon  aus  der  Blatlspin- 
dcl  entbunden  werden ;  ferner  bei  T.  botryoides,  crispum,  von  welchen 


4)  Hymenoph.  Javanicae  T.  12. 

5)  Icouos  plautarum  704. 
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das  erstere  an  den  beiden  untersten  Paaren  der  Abschnitte,  das  letztere 
an  einer  grösseren  Zahl  derselben  anadrome  Nerven  enthalt,  die  bald 
ungetheilt  sind ,  bald  einmal ,  bald  wiederholt  gabeln. 

Abweichungen  von  der  katadromen  Anordnung  der  Nerven  sind 
vorgekommen : 

1)  bei  T.  Arbuscula,  bei  welchem  zuweilen  durch  das  Schwinden 
des  ersten  secundären  Zipfels  an  den  mittleren  Abschnitten  des  Blattes 
eine  anadrome  Anordnung  der  tertiären  Nerven  herbeigeführt  wird; 

2)  bei  T.  nanum,  bei  welchem  zuweilen  der  erste  tertiäre  Nerv 
auf  der  innern  Seile  der  Abschnitte  aultritt,  dann  aber  dadurch,  dass 
auf  denselben  zwei  tertiäre  Nerven  auf  der  äusseren  Seite  folgen,  die 
katadrome  Anordnung  hergestellt  wird; 

3)  bei  T.  alatum ,  dessen  secundäre  Abschnitte  häußg  anadrome 
Nerven  enthalten; 

4)  bei  T.  Mougeosii,  bei  welchem  die  wenigen  Blätter,  die  ich  un- 
tersuchen konnte,  an  einzelnen  Abschnitten  anadrome  Nerven  enthiel- 
ten ;  und  endlich 

5)  bei  T.  sinuosum  und  zwar  der  von  Kaulfuss  als  T.  incisum  be- 
zeichneten Varietät.  Diese  überschreitet  das  geringe  Maass  der  bisher 
aufgezahlten  Schwankungen  und  bietet,  insofern  an  einem  Theil  ihrer 
Exemplare  sämmtliche  Nerven  in  anadromer,  an  einem  andern  Theil  in 
kaladromer  Anordnung  auftreten ,  das  einzige  Beispiel  von  dem  Vor- 
kommen dieser  beiden  Anordnungen  der  Nerven  bei  ein  und  dem  näm- 
lichen Farne.  Es  ist  dieses  Beispiel  um  so  auffallender,  als  gleichzeitig 
mit  der  Anordnung  der  Nerven  die  der  Fruchtbaufen  wechselt,  inso- 
fern endständige  Fruchthaufen  mit  katadromen  Nerven,  axilläre  mit  ana- 
dromen  vereinigt  angetroffen  werden. 

Es  lag  nahe,  bevor  man  zugab,  dass  zwei  in  systematischer  Be- 
ziehung bedeutende  Merkmale  bei  ein  und  der  nämlichen  Art  als  trüge- 
risch sich  erwiesen,  anzunehmen,  dass  hier  zwei  speeißsch  verschiedene 
Arten  verwechselt  würden;  eine  solche  Annahme  erscheint  aber  nach 
Yergleichung  des  Wuchses ,  der  Gestalt,  Theilung  und  Behaarung  des 
Blattes ,  wie  der  Beschaffenheit  der  Fruchthaufen  naturwidrig. 

Netzaderungen  werden  nur  bei  T.  diversifrons  und  zwar  nur  an 
sterilen  Blättern  kräftig  ausgebildeter  Exemplare  angetroffen.  Die  kata- 
dromen Nerven  derselben  gabeln  einmal  oder  wiederholt,  und  schlies- 
sen  nach  Art  von  Doodya  eine  oder  zwei  Reihen  von  Maschen  ab.  An 
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den  Blättern  schwächerer,  aber  immerhin  schon  fructificirender  Exem- 
plare enden  alle  Nerven  frei. 

Ausnahmsweise  wessen  die  benachbarten  Nerven  bei  T.  pinnalum 
zusammen. 

8«- 

Mit  Ausnahme  von  Loxsoma,  dessen  Stamm  eine  geschlossene  Ge- 
fässbündelröhre  enthüll ,  sind  in  der  Längsachse  des  Stammes  der  Hy- 
menophyllaceae  die  Gefässbündel  zu  einem  sogenannten  centralen 
Strang1)  vereinigt,  der  uberwiegend  aus  treppenförmigen  Zellen  von 
sehr  verschiedener  Weite  zusammengesetzt  wird ,  indess  auch  stets  in 
der  Nahe  seiner  Peripherie  und  häufig  auch  in  seiner  Mitte  an  einigen 
Stellen  Ring-  und  abrollbare  Spiralfaserzellen  und  ausser  diesen  und 
den  treppenförmigen  Zellen  langgedehnte ,  zartwandige  Zellen  enthält- 
Die  Peripherie  dieses  centralen  Stranges  nehmen  alsdann  die  eigenen 
Zellen  ein,  die  selbst  wieder  mancherlei  Verschiedenheiten  erkeoueo 
lassen,  zu  deren  Erörterung  indess  die  Hymenophyllaceae  nicht  sehr 
geeignet  sind. 

An  der  Grenze  dieses  centralen  Stranges  und  der  Rinde  hegt  ge- 
wohnlich, z.  B.  T.  venustum,  eine  Lage  von  Zellen,  die  an  Lange  den 
eigenen  Zellen  des  ersteren  fast  gleichkommen,  an  Weite  dieselben 
übertreffen,  mit  horizontalen  oder  in  geringem  Grad  geneigten  Wandun- 
gen Uber  einander  stehen,  und  auf  ihren  radialen  Seitenwandungen  mit 
eigentümlichen,  schwierig  zu  entziffernden  Verdickungen  versehen  sind, 
auf  die  ich  ebenfalls  bei  andern  Farnen,  wo  sie  deutlicher  auftreten, 
zurückkommen  werde. 

Die  Rinde  in  der  Umgebung  dieses  Gefässbündels  besteht  stets 
aus  zwei  zu  unterscheidenden  Geweben ,  von  welchen  das  eine  als  Pa- 
renehym ,  das  andere  als  Sklerenchym  bezeichnet  werden  soll. 

Das  letztere  bildet  stets  den  mittleren  Theil  der  Rinde  und  ist  so- 
wohl auf  seiner  inneren  Seite  von  dem  Gefässbündel  durch  das  Paren- 
chym  getrennt,  als  auf  der  äussern  Seite  von  demselben  umgeben. 

Das  Parenchym  zwischen  dem  Sklerenchym  und  dem  Gefässbündel 
ist  entweder  auf  eine  oder  wenige  Lagen  von  Zellen  beschränkt,  oder 


t)  Ueber  die  Structur  der  Hymenophyllaceae  ist  von  Hohl,  de  struet.  caud.  61. 
arbor.  und  Taschner,  de  duabus  Trichomanum  speciebus  elc.  Jena  1843,  zu  vergleichen. 
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bildet  einen  breiten  aus  zahlreichen  Zelllagen  bestehenden  Ring,  z.  ß. 
H.  sanguinolentum,  scabrum,  dilatatuin,  demissum;  das  das  Sklerenchym 
umgebende  Parenchym  besieht  ausser  der  Epidermis  aus  zwei  Zell- 
lagen,  z.  B.  H.  caudiculatum,  cruentum,  oder  nur  aus  einer  einzigen, 
z.  B.  T.  pinnatum.  Die  Epidermis  selbst  wird  von  Zellen  zusammen- 
gesetzt, die  eine  geringere  Grösse  als  diese  Parenchymzellen  haben, 
und  entbehrt  stets  der  Spaltöffnungen. 

Das  Sklerenchym  besteht  aus  gestreckten  getüpfelten  Zellen ,  die 
entweder  alle  übereinstimmen  und  dann  gewöhnlich  prosenchv malisch 
zugespitzt  sind,  derbe  Wandungen  besitzen,  auch  frühzeitig  eine  braune 
Farbe  annehmen,  z.  B.  T.  reniforme,  II.  caudiculatum,  cruentum,  san- 
guinolenlum,  oder  es  ist  dasselbe  in  zwei  Zonen  gelheilt,  von  welchen 
die  eine  mehr  die  Charaktere  des  parenehymatischen  Gewebes  behaup- 
tet, insofern  ihre  Zellen  mit  horizontalen ,  gewöhnlich  reichlich  ge- 
tüpfelten Wandungen  übereinander  stehen,  auch  zartere  Wandungen 
besitzen,  die  andere  aber  sich  weiter  von  dem  Parenchym  entfernt  und 
von  derbwandigen,  langer  gedehnten  prosenehymatisch  zugespitzten 
Zellen  zusammengesetzt  wird. 

Die  Lage  dieser  beiden  Zonen  des  Sklerenchyms,  wie  ihre  Stärke 
ist  indess  mancherlei  Verschiedenheiten  unterworfen ;  bei  manchen  Ar- 
ten, wie  z.  B.  bei  T.  pinnatum,  H.  exsectum,  fuci forme,  nimmt  die 
zartwandige  Zone  den  innern  Theil  der  Rinde  ein,  die  derbwandige  den 
äusseren,  ebenso  bei  T.  reptans,  wo  die  erstere  sehr  vorherrscht,  die 
letztere  aber  auf  wenige  Proscnchymzellen  beschränkt  ist,  oder  umge- 
kehrt es  ist  die  innere  Zone  des  Sklerenchyms  derbwandig,  die  äussere 
zartwandig,  z.  "B.  bei  T.  radicans,  venustum,  scandens,  pallidum,  H.  di- 
latatum, scabrum,  demissum,  flabellalum. 

Die  an  das  oberflächliche  Parenchym  angrenzenden  Zellen  des 
Sklerenchyms  haben  endlich  bei  der  Mehrzahl  der  Arten  von  Trichoma- 
nes  theilweise  oder  sämmtlich  eine  Theilung  erfahren,  durch  welche 
dieselben  in  Reihen  von  tafelförmigen  quadratischen  oder  rechteckigen 
Zellen  umgewandelt  werden. 

Diese  Zellen  habe  ich,  da  sie  stets  das  Sklerenchym  bedecken,  in- 
sofern sie  an  der  ersteren  Grenze  desselben  von  dem  Parenchym  liegen, 
als  Deckzellen  bezeichnet  und  denselben  in  Beschreibungen  den  Namen 
der  Stegmata  beigelegt. 

Diese  Deckzellen  sind  stets  auf  der  dem  Sklerenchym  aufliegenden 
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Wand  in  eigentümlicher  Weise  verdickt  und  inki  ustirt ,  wie  später  er- 
örtert wird. 

§7. 

Wie  in  dem  Stamm,  so  sind  auch  in  den  Adventivwurzeln  die  Gt- 
fassbündel  zu  einem  feinen,  die  Längsachse  derselben  einnehmenden 
Strang  vereinigt,  der  indess  an  Starke  stets  hinter  dem  des  Stammes 
auffallend  zurücksteht.  Der  Zahl  nach  sind  meist  zwei,  z.  B.  T.  veous- 
tum,  Loxsoma,  oder  wie  bei  T.  pinnatum,  vier  Gefässbündel  vorban- 
den; dieselben  beginnen  ihre  ccntripetale  Entwickelung  von  der  Peri- 
pherie des  centralen  Stranges  und  treten  schliesslich  an  ihrem  inneren 
Ende  mit  den  hier  an  Weite  stets  zunehmenden  treppenformigen  Zellen 
in  Verbindung. 

Das  Sklerenehym  der  Rinde  nimmt  an  Festigkeit  seiner  Zellen  stets 
nach  Aussen  zu.  Deckzellen  kommen  nicht  zur  Entwickelung. 

Das  Parenchyra  der  Wurzchinde  besteht  stets  nur  aus  wenigen 
Zelllagen,  z.  B.  zwei  bei  T.  crispum,  von  welchen  die  innere  aus  sebr 
weiten  Zellen  zusammengesetzt  wird;  bei  andern,  z.  B.  T.  muscoide*. 
das  Wurzeln  nur  sehr  selten  ausbildet,  besteht  das  Parenchyra  aus  den 
zierlichsten  Spiral-  und  Netzfaserzellen,  die  in  der  Rinde  des  Stammes 
und  seinen  sämmtlichen  Auszweigungen  stets  vermisst  werden;  bei 
T.  Arbuscula  zeigen  die  Parenchymzellen  der  Wurzeln  noch  Andeutun- 
gen solcher  netzfaseriger  Verdickungen,  bei  der  Mehrzahl  der  in  dieser 
Beziehung  untersuchten  Arten  aber  waren  alle  Spuren  derselben  ge- 
schwunden, z.  B.  T.  crispum,  pinnatum,  sinuosum,  diaphanum.1; 

- 

§  «• 

Wie  bei  andern  Farnen,  deren  Stamm  ein  centrales  Gefässbündel 
besitzt,  nimmt  auch  bei  den  Hymenophyllaceae  der  Blattstiel  nur  einen 
einzigen  Strang  auf,  der  auf  seinem  Querschnitt  rund,  abgeplattet  oder 
gekrümmt  ist. 

Die  Structur  dieses  Gefössbündels  stimmt  bei  der  grossen  Mehr- 
zahl vollkommen  mit  der  des  Stammes  uberein  und  weicht  nur  bei  ei- 


i)  Unter  Farnen  aus  andern  Abtheilungen,  z.  B.  bei  Acrosticbum  (Leplochilus; 
axillare  und  Polypodiuni  fallax  besteht  das  Parenchyra  der  Wurzclrinde  ebenfalls 
netzfaserigen  Zellen. 
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nigen  wenigen  Arten,  als  T.  pinnatum,  elegans  Rieh,  dadurch  ab,  dass 
in  demselben  ein  mehr  oder  minder  scharf  umgrenzter  Bündel  prosen- 
chymatischer  Zellen  auftritt,  die  durch  dio  bedeutende  Stärke,  die  gelbe 
Farbe  ihrer  Wandungen,  die  punktförmigen  oder  elliptischen  entfernter 
stehenden  Tüpfel  auffallend  von  den  treppenfbrmigen  Zellen  abweichen. 
Letztere  nehmen  die  untere  und  seitliche  Region  des  Bündels  ein  und 
setzen  sich  Uber  die  vordere  Seite  derselben  so  weit  fort,  dass  sie  die 
Prosenchymzellen  entweder  vollständig,  wie  in  dem  Grund  des  Blatt- 
stiels, oder  fast  vollständig,  wie  in  dem  obern  Theil  desselben,  um- 
schliessen.  Nur  in  der  Mitte  der  vordem  Seile  grenzen  letztere  unmit- 
telbar an  die  eigenen  Zellen  an,  welche  wie  im  Stamm,  so  auch  im 
Blattstiel  das  ganze  Gefassbündcl  umgeben.  In  dem  centralen  Gefäss- 
bündel  des  Stammes  liegen  diese  Prosenchymzellen,  wenn  sie  über- 
haupt schon  ausgebildet  sein  sollten ,  wenigstens  nicht  in  einem  Bündel 
beisammen. 

Das  Sklerenchym  der  Rinde  des  Blattstiels  wird  entweder,  z.  B. 
T.  reniforme ,  nur  von  derbwandigeu  Zellen  zusammengesetzt  oder  es 
zerfällt  in  zwei  Zonen,  eine  innere  zartwandige  und  eine  äussere  derb- 
wandige,  z.B.  T.diversifrons,  spicatum,  elegans,  elongatum,  Millefolium, 
crispum,  Bauerianum,  polyanthos,  oder  es  liill  eine  solche  Sonderung 
erst  in  der  Blatlspindel  hervor,  während  in  dem  Blattstiel,  wie  in  dem 
Stamm,  die  entgegengesetzte  Lagerung  beider  Zonen  sich  findet,  so  z.  B. 
bei  T.  venustum,  dessen  Blattstiel  stets  nur  eine  sehr  geringe  Länge 
erreicht.  ') 

Die  äussersle  Lage  der  Sklerenchymzcllen  ist  wieder  wie  bei  der 
Mehrzahl  der  Arten  von  Trichomanes  in  Deckzellen  umgewandelt,  die 
durch  eine  Lage  weiter  Zellen  von  der  Epidermis  getrennt  sind. 

Im  Verlauf  durch  die  Blattspindel  und  die  Mittelrippe  der  primären 
Abschnitte  nimmt  das  Gefässbündel  allmählig  zwar  an  Umfang  ab;  es 
bleiben  jedoch  alle  seine  Bestandteile  in  den  nämlichen  Beziehungen 
zu  einander  erhallen ;  erst  gegen  das  Ende  der  Mittelrippe  bei  T.  pin- 


\ )  Bei  einigen  wenigen  Arten,  z.  B.  T.  rigidum,  füllt  ausserdem  ein  Strang  derb- 
wandigen  Sklerenchyuis  die  Rinne  aus,  welche  das  Gelassbündel  in  dem  Verlauf  durch 
den  Blattstiel  bildet;  dieselbe  steht  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem  Gelassbündel, 
befindet  sich  aber  stets  ausserhalb  desselben  und  ist  daher  wohl  zu  unterscheiden 
ton  dem  oben  angeführten,  dem  Gefissbündel,  selbst  bei  T.  pinnatum,  elegans,  an- 
gehörenden Prosenchym. 
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na  tum,  oder  erst  in  den  secundären  Abschnitten  bei  T.  elegans,  schwin- 
den die  Prosenchymzellen  in  die  Längsachse  des  GefassbüntJels ,  und 
tritt  alsdann  auch  hier  die  Structur  ein ,  die  den  Nerven  aller  Hymeno- 
phyllaceae  zukommt. 

Diese  enthalten  stels  ein  feines  Bündelchen  von  Gefässzellen.  die 
bei  genauerer  Untersuchung  sich  als  Spiral-,  Netzfaser-  und  treppeo- 
förmige  Zellen  erweisen  und  von  einigen  eigenen  Zellen  umgeben  sind. 
Ein  Ring  weiterer  zartwandiger  Parenchymzellen  trennt  diese  von  dem 
Sklerenchym,  oder  es  sind  die  Sklerenchymzellen  nur  durch  eine  einzige 
Lage  langgedehnter  zartwandiger  Zellen  von  den  verholzten  Gefösszel- 
len  der  Nerven  gelrennt.  Die  Sklerenchymzellen  selbst  werden  in  dem 
nämlichen  Maass,  als  sie  an  Zahl  sich  verringern,  übereinstimmender 
ausgebildet,  erhalten  eine  bedeutendere  Lange,  greifen  mit  fein  ausge- 
zogenen Enden  in  einander  und  nehmen  dadurch  eine  bastähnliche  Be- 
schaffenheit an.  Die  äusserslen  dieser  Sklerenchymzellen  sind  bei  Tri- 
chnmaues  theil weise  oder  sämmtlich  in  Deckzellen  umgewandelt,  die 
unmittelbar  unter  der  Epidermis  liegen,  während  in  anderen  Fallen,  wo 
keine  Deckzellen  ausgebildet  werden,  wie  bei  Hymenophyllum,  die 
Epidermis  unmittelbar  auf  den  Sklerenchymzellen  liegt. 

Die  Sklerenchymzellen  bilden  stels  den  grössern  Theil  der  Stränge, 
die  das  unbewaffnete  Auge  für  die  Gcfässbündel  ansieht,  umscheiden 
entweder  gleichmässig  den  wirklichen  Gcftlssbündel ,  oder  sie  sind  in 
zwei  plattenlbrmige  Zonen  gespalten,  die  durch  die  Ansetzstelle  des 
Parenchyms  an  der  Blattspindel  oder  deren  Auszweigungen  von  einan- 
der getrennt  sind ,  z.  B.  T.  inlramarginale,  humile,  Filicula;  sie  über- 
ragen endlich  nicht  selten,  wenn  auch  nur  in  geringem  Grad,  z.  B.  T. 
tamarisci forme,  papillatum,  die  Enden  der  Gefössbündel. 

Zuweilen  ist  das  Sklerenchym  zu  beiden  Seiten  der  Gefässbündel 
vermehrt  und  erscheinen  diese  dann  abgeflacht,  z.  B.  in  der  Costula 
von  T.  elegans.  Auffallender  Gndet  sich  die  gleiche  Erscheinung  bei 
Trichomanes  §  Craspedoneuron, '}  insbesondere  bei  T.  album,  bei  wel- 


1 )  Van  den  Bosch  stellt  seine  Gattung  Craspedoneuron  (Bijdr.  1.  c.  iii)  zu  sei- 
nen Diplöophyllaceis ,  deren  Blattparenchym  aus  mehreren  Zelllagcn  besteht,  obwohl 
er  die  Structur  dieser  Arten  richtig  erkannt  hatte.  Consequenler  Weise  hätten  als- 
dann aber  alle  Hymenophyllaceae  dieser  Abtheilung  zugetheilt  werden  müssen. 
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chem  das  Sklerenchym  der  Gefftssbüodel  sich  bandartig  über  den  grös- 
seren Theil  der  Breite  der  Blattzipfel  ausdehnt.  (Taf.  I.  22.) 

Bei  H.  Malingii  ist  endlich  das  Sklerenchym  rings  in  der  Umgebung 
der  Gefttssbündel  gleichmassig  vermehrt ,  und  bietet  diese  Art  zugleich 
das  einzige  Beispiel  unter  den  Hymenophyllaceen  und  Farnen  Uberhaupt, 
wo  aHe  und  jede  Spur  einer  blattartigen  Ausbreitung  fehlt.1)  (Taf.  I.  32.) 

§ 

Die  Deckzellen  auf  der  äussersten  Lage9)  der  Sklerencbymzellen 
der  Rinde,  welche  bei  der  Mehrzahl  der  Arten  von  Trichomanes  die 
Gefässbündel  aus  dem  Stamm  bis  zu  »usserslen  Auszweigungcn  in  den 
Nerven  begleiten ,  und  hier  leichler  kenntlich  sind ,  da  sie  unmittelbar 
unter  der  Epidermis  liegen ,  während  im  Stamm  zwischen  ihnen  und 
der  letzteren  eine  Lage  weiter  Parenchymzellen  eingeschoben  ist,  haben 
stets  eine  der  Langsausdehnung  der  betreffenden  Gefassbündel  folgende 
gereihle  Anordnung;  sie  entstehen,  wie  man  Uberall  da,  wo  diese  Rei- 
hen nicht  gedrangt  neben  einander  liegen ,  nachweisen  kann ,  z.  B.  am 
Blattstiel  von  T.  Smitbii  [Taf.  I.  2,  3) ,  im  Schleier  von  T.  davallioides 
(Taf.  I.  4c),  sinuosum  (Taf.  1.  1)  durch  Theilung  von  gestreckten  Skle- 
renchymzellen ;  auch  lassen  sich  mit  Hülfe  der  Maceration  die  je  in  einer 
solchen  Zelle  entstandenen  Reihen  solcher  Deckzellen  isoliren  und  kann 
alsdann  erkannt  werden,  dass  die  mittleren  Deckzellen  quadratische 
oder  rechteckige  Tafeln  darstellen,  die  obersten  und  untersten  eine  dem 
zugespitzten  Ende  der  Sklcrenchymzellen  entsprechende  Gestalt  be- 
sitzen. Diese  Theilung  der  Sklerenchymzellen  erfolgt  indess  schon  in 
den  jugendlichsten  Theilen  des  Stammes  in  geringer  Entfernung  von 
dem  Vegetationspunkt,  z.  B.  T.  Filicula,  humile,  und  ebenso  in  den 
jüngsten  Theilen  der  Blatter  lange  vor  Verholzung  der  Gcfasszellen  der 


t )  Nach  den  Beschreibungen  sollle  man  zwar  bei  verschiedenen  Arten  den  Man- 
gel des  Blattparenchyms  verniulhen;  es  ist  aber  bei  denselben,  z.  B.  T.  longisetum, 
stets  eine  schmale,  oft  nur  aus  1  —  3  Zellreihen  bestehende  Ausbreitung  des  Blatt- 
parenchyms vorhanden ;  ebenso  haben  die  fadenförmigen  oder  pfriemenfönnigen  Zipfel 
des  Blattrandes  bei  T.  atrovirens  und  anderen  stets  wenigstens  eine  schmale  Flächen- 
ausbreitung von  1  oder  i  Zellreihen. 

S)  Auch  auf  der  innersten  Lage  des  Sklcrenchyms  in  dem  Stamm  von  T.  venus- 
tum  traf  ich  solche  Deckzellen  an ,  doch  war  es  nicht  möglich ,  ihre  Verbreitung  an 
dieser  Stelle  genauer  zu  verfolgen. 
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Nerven,  die  sie  bedecken.  Diese  frühzeitige  Entstehung  erklart  es,  das 
die  in  einer  Zelle  entstandenen  Deckzellen  bei  der  Maceration  so  leicbi 
sich  trennen. 

Die  eigenthumliche  Verdickung  dieser  Deckzellen  dürfte  dann 
ebenfalls  eine  genauere  Betrachtung  verdienen. 

In  dem  einfachsten  und  zugleich  seltensten  Fall  ist  einzig  und 
allein  die  Peripherie  der  inncrn  Wandung  dieser  Zellen  mit  einer  ring- 
förmigen, geschlossenen  oder  an  einer  Stelle  unterbrochenen  Verdik- 
kungsschichte  überzogen  (Taf.  I.  4  c);  in  anderen  kaum  minder  seltenen 
Fallen  ist  die  ganze  Fläche  der  inneren  Wand  gleichmassig  von  mem- 
branartigen Verdickungsschichten  bedeckt,  die  sich  nur  unbedeutend 
auf  den  seitlichen  Wandungen  der  Zelle  fortsetzen,  eine  gleichmassige, 
nicht  granulirte  Beschaffenheit  und  eine  gelbliche  Farbe  besitzen  (Taf. 
I.  4rf).  Diese  beiden  Falle  lassen  sich  am  leichtesten  da,  wo  die  Reiben 
der  Deckzellen  vereinzelt  auftreten,  z.  B.  in  dem  Schleier  von  T.  daval- 
lioides,  nachweisen. 

In  der  grossen  Mehrzahl  der  Deckzellen  ist  alsdann  nicht  nur  die 
ganze  Flache  der  inneren  Wand  in  der  eben  geschilderten  Weise  ver- 
dickt, sondern  es  ragt  auf  der  Mitte  derselben  eine  polsterfbrmige  Er- 
höhung (Taf.  I.  4  a  b)  frei  in  die  Höhle  der  Zelle  vor.  Diese  Erhöhung 
besitzt  stets  eine  fein  granulirte  Beschaffenheit  (Taf.  I.  5.6),')  und  ebenso 
erhalt  die  innere  verdeckte  Zell  wand  in  der  Umgebung  dieser  Erhöhun- 
gen ein  granulirtes  Ansehen  (Taf.  I.  8.  9);  in  seltneren  Fallen,  z.  B. 
T.  scandens,  sind  dieselben  mit  ihrer  Basis  in  eine  kreisrunde  Vertie- 
fung der  Verdickungsschichte  eingesenkt. 

Diese  Polster  erheben  sich  entweder  auf  kreisrunder  Basis  (Taf.  I. 
4.  5)  und  sind  an  dem  freien  Ende  mit  einer  halbkugelförmigen  Vertie- 
fung versehen,  z.  B.  T.  Javanicum,  oder  sie  sind  halbirt  (Taf.  I.  3.  6.8.9;, 
erreichen  an  der  halbkreisförmigen  Peripherie  eine  bedeutendere  Höhe 
(Taf.  I.  7c)  als  an  der  abgeschnittenen,  deren  Richtung  gewöhnlich  der 
Längsausdehnung  der  GefUssbündel  folgt,  sind  im  üebrigen  auf  der 
freien  Endfläche  stets  ausgehöhlt,  z.  B.  T.  pinnatum  in  der  Mehrzahl 
der  Arten.  In  anderen  seltneren  Fällen  ist  das  Polster  in  eine  obere 
und  untere  Hälfte  gespalten  (Taf.  I.  2  ab),  öderes  ist  an  einer  kleinen 


< )  Wobei  die  Bemerkung  nicht  unterdrückt  werden  kann ,  dass  vielleicht  kleine 
Hohlräume  in  diesen  Polstern  das  granulirle  Ansehen  bedingen. 
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Stelle  unterbrochen  und  laufen  von  dem  Rand  der  freien  Endflache  lei- 
stenartige Grathen  Uber  die  innere  Flache  der  Zellwand  aus  (Taf.  1. 15a;, 
oder  es  laufen ,  wie  bei  T.  mcrabranaccum f)  und  venosum , 2)  entweder 
von  den  seillich  halbirten  oder  in  eine  obere  oder  untere  Hälfte  gespal- 
tenen Polstern  mehrere  solche  Fortsätze  aus ,  die  selbst  wieder  unter 
einander  anaslomosiren  (Taf.  1. 156),  oder  es  enthalten  die  Deckzellen 
Leisten,  die  auf  der  innern  Wand  mit  breiter  Basis  aufsitzen,  nach  oben 
kammartig  sich  verschmälern  (Taf.  1.  10,  14a6),  unverzweigt  sind,  oder 
in  der  oberen  und  unteren  Hälfte  der  Zelle  um  einen  freien  Miltelraum 
der  Zelle  symmetrisch  oder  annähernd  symmetrisch  angeordnet  sind, 
oder  ein  Netzwerk  darstellen,  dessen  Maschen  und  Fortsatze  eine  un- 
regelraässige  Anordnung  besitzen ,  wie  ein  Blick  auf  die  Abbildungen 
Taf.  I.  11  — 14,  deren  Mannigfaltigkeit  leicht  hatte  vermehrt  werden 
können ,  lehrt. 

In  jugendlichen  Zellen  schien  in  der  Vertiefung  des  Polsters  der 
Zellkern  zu  liegen. 

Bei  dem  Zusatz  von  Iodtinktur  und  Schwefelsaure  färben  sich  die 
Membranen  der  Deckzellen  sammt  ihren  Verdickungen,  sowohl  den 
gleichmässigen ,  der  inneren  Wand  aufliegenden,  als  den  polster-  oder 
leistenartig  in  die  Höhle  der  Zelle  vorragenden,  von  granulirtem  Anse- 
hen blau,  z.  B.  T.  merobranaceum ,  reptans,  humile,  Filicula,  pinnatum, 
speciosum ;  durch  Kochen  in  chlorsaurem  Kali  und  Salpetersäure  wer- 
den nicht  nur  die  Deckzellen  von  einander  gesondert ,  sondern  es  tren- 
nen sich  auch  die  granulirten  Verdickungen  von  den  gleichmässigen, 
und  auch  dann  gelingt  es  die  Reaktion  auf  Cellulose  zu  constatiren;  bei 
dem  Verbrennen  und  Glühen  erweisen  sich  die  granulirten  Verdickun- 
gen feuerbeständig  und  erfahren  nachher  weder  in  Essigsäure  noch 
Salzsäure  eine  Veränderung. 3)  Lässt  man  Flussspathsäure  auf  die  be- 


1)  In  allen  Organen  von  dem  Stamm  bis  zu  den  Schleiern  der  Frucbtbaufcn. 

2)  Im  Stamm  und  den  Blättern. 

3)  Nach  dem  Glühen  erscheint  nicht  selten  der  die  coneave  Endfläche  bildende 
Theil  dieser  Polster  durch  eine  spaltenfnrmige  Vertiefung  von  der  Peripherie  dorselbcn 
getrennt  (Taf.  I.  6  ab) ,  oder  er  steht  nur  an  einer  Stelle  mit  der  Peripherie  der  letzte- 
ren in  Verbindung  (Taf.  I.  6c),  z.  B.  T.  pinnatum. 

Auch  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  gewöhnlich  das  granulirle  Ansehen  der 
Kieselsäureconcrelion  in  der  Nitte  der  halbirten  Basis  der  Polster  undeutlicher  wird 
oder  gänzlich  schwindet  (Taf.  1.  6  b). 
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treflenden  Pflanzentheile  einwirken  oder  kocht  man  dieselben  mit  Kali, 
so  werden  dieselben  alsdann  bei  dem  Verbrennen  vollständig  zerstört. 

Sonach  ist  in  diesen  polsterförmigen  Verdickungen,  so  weit  diesel- 
ben ein  granulirtes  Ansehen  besitzen,  die  Cellulose  von  Kieselsäure 
durchdrungen. 

Durch  Theilung  von  Prosenchymzellen  entstandene  kubische  oder 
tafelförmige  ZeHen,  die  den  beschriebenen  Dockzellen  der  Trichomanes- 
arlen  analog  sind,  sind  sowohl  bei  Monocolyledonen  wie  Dicotyledonen 
bekannt;  sie  entstehen  hier  durch  Theilung  der  äusserslen  Zellen  der 
BastbUndel  und  enthalten  entweder,  wiePayen*)  und  Sanio9)  gezeigt 
haben ,  einen  Krystall  oxaJsauren  Kalks ,  oder  sie  enthalten ,  wie  Crü- 
ger*)  und  v.  Mohl*)  bei  verschiedenen  Chrysobalaneen  nachgewiesen 
haben ,  eine  Kieselsäureconcentralion ,  die  nach  der  Beschreibung  von 
v.  Mohl's  namentlich  in  der  granulirten  Beschaffenheit  mit  den  polster- 
fbrmigen Verdickungen  der  Deckzellen  von  Trichomanes  übereinstim- 
men durfte ,  jedoch  dadurch  abzuweichen  scheint ,  dass  dieselbe  in  der 
Zellhöhle  entsteht,  nicht  eine  aus  Cellulose  bestehende  Verdickung  die 
Zellmembran  durchdringt. 

Bei  anderen  Farnen  sind  diese  Deckzellen  nur  in  seltenen  Fallen 
bis  jetzt  bekannt  geworden ,  so  z.  B.  bei  einigen  Baumfarnen  aus  der 
Abtheilung  der  Cyatheaceae  sind  die  äusserslen  Zellen  der  Sklerenchym- 
scheide  der  Gefässbündel  in  Deckzellen  abgethejlt,  die  Krysialldruseo 
Oxalsäuren  Kalks  enthalten ;  ferner  bei  Aspidium  deltoideum ,  bei  wel- 
chem die  Epidermis  auf  der  oberen  Seile  der  Nerven  der  Blattzipfel  in 
Deckzellen  umgewandelt  ist ,  die  Concretioncn  von  Kieselsäure  enthal- 
ten, wie  denn  überhaupt  die  genannte  Art  eine  entschiedene  Kiesel- 
pflanze ist. 

Diese  beschriebenen  Deckzellen  fehlen  bei  Loxsoma,  bei  allen  Ar- 
ten von  Hymenophyllum  (incl.  II.  caespitosum),  bei  T.  reniforme,  bei  T. 
§  Micro-Trichomanes  (T.  digitalum,  palmatifidum,  dicholomum),  bei  T. 
§  Craspedoneuron  v.d.  Bosch,  bei  T.  §  Macro-Trichomanes  (T.  Baueria- 
num,  polyanthos,  apiifolium). 


1)  Mem.  s.  1.  developpement  d.  veget.  365  u.  a. 

S)  Monatsb.  d.  Berl.  Akademie  1857.  161. 

3)  Bot.  Zeilung.  15.  300.  T.  VII.  f.  53  —  55. 

4)  Bot.  Zeitung.  19.  330  bei  Hirtella,  Davilla  und  Mirbelia. 


Digitized  by  Co 


«7] 


I  BER  DIB  HvMENOPHVLtACEAE. 


427 


Hei  allen  anderen  Arien  von  Trichomanes  werden  dieselben  als 
eine  constaote  Erscheinung  angetroffen ;  sie  fehlen  indess  allgemein  in 
den  Wurzeln  nach  Untersuchungen  von  T.  pinnutum ,  Javanicum ,  cris- 
pum,  Arbuscula,  pyxidiferum,  exseclum,  diaphanum;  in  dem  Stamm 
werden  sie  vermisst  bei  T.  saxifragoides ,  concinnuro ,  capiltalum  und 
cuvifolium,  dagegen  werden  sie  in  dem  Stamm  von  T.  pinnalum,  cris- 
pum ,  Ankersii,  venustum,  minutulum,  membranaceum,  pusillum,  cuspi- 
datum,  replans,  museoides,  Krausii,  Filicula,  pyxidiferum,  diaphanum, 
luimile,  ferner  spärlich  bei  T.  tenerum,  trichoideum  angetroffen;  in  dem 
Blattstiel  von  T.  pinnalum,  elegans,  Millefolium  wurden  dieselben  reich- 
lich, bei  T.  crispum,  elongatum,  Hostmannianum,  diversifrons,  Suiithii, 
trichoideum ,  Arbuscula  in  geringer  Menge  nachgewiesen ;  in  der  Blatt- 
fläche sind  dieselben  stets  auf  der  oberen  Seite  reichlicher,  als  auf  der 
unteren  Seite  ausgebildet,  z.  B.  T.  Javanicum,  rigidum,  elongatum,  lon- 
gicollum,  dentatum,  pumilum,  macroclados,  capillatum,  museoides,  pyxi- 
diferum, Filicula,  Milnei,  caudatum,  venosum,  achilleaefolium,  diversi- 
frons ,  Hostmannianum ,  membranaceum ,  oder  sind  nur  auf  der  oberen 
Seile  des  Blattes  ausgebildet,  fehlen  hingegen  auf  der  unteren  Seite 
gänzlich  oder  sind  wenigstens  bei  den  angestellten  Untersuchungen  mir 
entgangen,  z.  B.  T.  crispum,  Martiusii,  lucens,  Arbuscula,  Singaporia- 
num ,  punetalum ,  davallioides ,  Mougeosii. 

§  io. 

Als  Scheinnerven1}  (nervi  spurii)  werden  Stränge  bezeichnet,  die 
in  der  Blattflache  auftreten ,  ein  den  wahren  Nerven  ahnliches  Ansehen 
besitzen,  auch  in  ihrer  Lage ,  insofern  sie  gewöhnlich  von  oberflächli- 
chen unveränderten  Parenchymzellen  des  Blattes  bedeckt  sind,  mit  den- 
selben übereinstimmen ,  hingegen  in  ihrer  Structur  und  gewöhnlich  in 
ihrer  Anordnung  und  in  ihrem  Verlauf  von  den  wahren  Nerven  ab- 
weichen. 

Die  Eigentümlichkeiten  der  Struclur  dieser  Scheinnerven  sind  zu- 
nächst negative,  insofern  dieselben  stets  durch  den  Mangel  von  Gefäss- 
zellen  von  dem  Gefassbllndel  der  wahren  Nerven  sich  verschieden  er- 
weisen; sie  werden  vielmehr  einzig  und  allein  von  dem  die  Scheide 


I)  Vergl.  Taschner  I.  c.  23,  und  van  den  Bosch,  Bijdr.  I.  c.  313. 
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der  wahren  Nerven  bildenden  Sklerenchym  zusammengesetzt,  bieten  io- 
dess  eine  dreifache  Abstufung  dar,  indem  sie 

1;  einzig  und  allein  aus  bastähnlichen  Sklerenchymzellen, 

2)  aus  baslähnlichen  Sklerenchymzellen,  die  von  Deckzellen  be- 
deckt sind, 

3)  einzig  und  allein  aus  Deckzellen ,  oder  richtiger  gesagt  aus  Zel- 
len ,  die  in  Deckzellen  sich  abgelheilt  haben ,  bestehen. 

Der  erste  Fall  wird  angetroffen  bei  Trichomanes  §  Craspedooeuroo. 
welche  Abtheilung,  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  durch  den  Mangel 
von  Deckzellen  auf  dein  die  wahren  Nerven  umhüllenden  Sklerenchym 
ausgezeichnet  ist.  1—3  neben  einander  liegende  derbwandigc  Sklereo- 
ehymzellen  bilden  hier  den  intramarginalen  Scheinnerven  der  Blall- 
zipfel.  (Taf.  I.  23.) 

Die  zweite  Ausbildung  der  Scheinnerven  ist  die  verbreitetste ;  eine 
oder  zwei,  selten  eine  grössere  Zahl  bastähnlicher  Sklerenchymzelleo, 
auf  der  oberen  oder  auf  beiden  Seiten  von  Deckzellen  bedeckt,  bil- 
den dieselben,  z.  B.  T.  Filicula  (Taf.  II.  38  —  40),  reptans,  HooLeri, 
pinnatum. 

Aus  Deckzellen  allein  werden  endlich  die  Scheinnerven  zusammen- 
gesetzt bei  T.  §  Lacostea,  wo  van  den  Bosch1)  dieselben  bereits  er- 
kannte, dann  bei  T.  Singaporianum,  clegans  Rieh.,  diversifrons. 

Bei  T.  Ankersii  (Taf.  I.  19),  pedicellatum  erinnern  diese  Scbein- 
nerven  bei  flüchtiger  Betrachtung  in  Ausdehnung  und  Fortbildung  an 
Sklerenchymzellen,  die  auf  der  oberen  und  unteren  Fläche  von  je  einer 
Reihe  von  4  —  8  Deckzellen  bedeckt  sind ;  bei  genauerer  Betrachtung 
aber  ergiebt  sich ,  dass  in  diesen  Scheinnerven  zwei  Reihen  von  Deck- 
zellen mit  ihren  charakteristisch  verdickten  Wandungen  aufeinander  lie- 
gen (Taf.  I.  20.21)  und  eine  Sklercnchymzelle  zwischen  denselben  fehl* 
Die  auf  diesen  Deckzellen  liegenden  oberflächlichen  Zellen  sind  tafel- 
förmig abgeflacht  und  zartwandig. 

Es  wird  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  während  sonst  bei  der 
Ausbildung  der  Scheinnerven  die  Parenchymzellen  des  Blattes  in  drei 
neben  einander  liegende  Zellen  getheilt  werden,  von  welchen  die  min- 
iere entweder  unmittelbar  zur  Sklerenchymzellc  wird ,  oder  eine  wei- 
tere Theilung  erfährt  und  zwei  oder  mehrere  Sklerenchymzellen  bildet. 


I)  Bijdr.  I.  c  320. 
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vod  welchen  alsdann  die  äussersten  (oder  ein  Theil  der  äussersten)  in 
Deckzellen  sich  abtheilen,  hier  die  mittlere  vou  den  drei  nach  der  ersten 
Theilung  der  Parenchymzelle  des  Blattes  entstandenen  in  zwei  Skleren- 
chymzellen  sich  umbilde,  die  sich  alsbald  in  Deckzellen  abgliedern. 
Diese  in  Deckzellen  abgetheilten  Parenchymzellen  stellen  den  einfach- 
sten Fall  der  Scheinnerven  dar. 

In  voller  Uebereinstimmung  mit  den  Scheinnerven  von  T.  Ankersii 
stehen  die  von  T.  diversifrons  (Taf.  I.  25.  26),  wo  dieselben  indess  bei 
weitem  seltener,  gewöhnlich  nur  in  der  Nähe  der  Millelrippe  der  Fie- 
derabschnitte auftreten. 

Bei  T.  Singaporianum  (Taf.  I.  1 6)  ist  die  streifenförmige  Ausdeh- 
nung dieser  Scheinnerven  seltener  als  eine  flecken  förmige  Ausbreitung 
derselben,  die  bei  T.  pedicellatum  und  Ankersii  nur  selten  angctrolTen 
wird;  ein  Durchschnitt  durch  diese  Scheinnerven  weist  die  nämliche 
Lagerung  der  Deckzellen  nach  (Taf.  I.  1 7) ;  nicht  selten  liegen  auch  zwei 
durch  eine  Parenchymzelle  von  einaoder  getrennte  Scheinnerven  über- 
einander, von  welchen  indess  die  eine  von  einer  einfachen  Lage  von 
Deckzellen ,  die  andere  von  zwei  übereinander  liogenden  gebildet  wird 
(Taf.I.  18). 

Bei  T.  elegans  Rieh.,  dessen  Blattparenchym  gewöhnlich  aus  meh- 
reren Zelllagen  (Taf.  IV.  2  —  3),  nicht  selten  aber  auch  gegen  den  Rand 
der  Zipfel  (Taf.  IV.  1)  nur  aus  einer  einzigen  Zelllage  besteht,  kommen 
diese  Scheinnerven  sowohl  in  dem  mehrschichtigen,  wie  dem  einschich- 
tigen Gewebe  zur  Entwicklung;  in  dem  letzteren  stimmt  ihre  Lage  voll- 
kommen mit  der  bei  T.  Ankersii  angegebenen  überein,  in  dem  ersteren 
liegen  dieselben  den  weiten  Zellen  der  mittleren  Parenchymscbichte  des 
Blattes  auf  und  bestehen  alsdann  stets  aus  einer  einzigen  Reihe  von 
Deckzellen,  und  scheint  es,  als  ob  die  oberflächliche  Zelle  sich  in  eine 
äussere  und  eine  innere  getheilt  habe,  von  welchen  die  letztere  die 
Eigentümlichkeiten  der  Deckzellen  angenommen  habe. 

Nicht  minder  mannigfaltig  als  die  Structur  erscheint  die  Anordnung 
der  Scheinnerven. 

Nicht  unpassend  dürfte  es  sein ,  in  dieser  Beziehung  zunächst  das 
Auftreten  von  Scheinnerven  an  der  Stelle  wahrer  Nerven  hervorzuhe- 
ben, z.  B.  bei  T.  reptans,  Krausii,  bei  welchen  von  den  katadromen 
Nerven  die  Zipfel  häufig  die  erste,  seltener  mehrere  oder  sämmtliche 
durch  Scheinnerven  vertreten  sind ,  die  entweder  mit  der  Mittelrippe  in 
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continuirlichem  Zusammenhang  stehen,  oder  von  derselben  durch  einige 
Parenchymzellen  gelrennt  sind.  Unter  Arten  mit  fast  fächerförmig  aus- 
strahlenden Nerven  bieten  T.  membranaceum  und  punclatura  hieher 
gehörige  Beispiele;  bei  dem  ersten  stehen  alle  Nerven  in  continuirlichem 
Zusammenhang,  ein  Theil  derselben  nimmt  frühzeitig  die  Structur  der 
Scheinnerven  an,  bei  dem  letzteren  sind  hingegen  die  Scheinnerven 
gewöhnlich  durch  eine  einzige,  selten  durch  mehrere  Parenchymzellen 
von  den  wahren  Nerven  geschieden ,  deren  Auszweigungen  stets  in  ei- 
nem continuirlichen  Zusammenhang  stehen. 

An  zweiter  Stelle  ist  anzuführen,  dass  das  Ende  der  wahren  Ner- 
ven überaus  häufig  die  Structur  der  Scheinnerven  annimmt,  indem  nach 
dem  Erlöschen  des  Gefassbündels  nur  die  dasselbe  umscheidenden  Skle- 
renchymzellen  sich  bis  zu  dem  Blattrand  fortbilden ,  z.  B.  bei  T.  veno- 
sum,  Pelersii  u.  a. 

An  diese  reiht  sich  alsdann  an  die  Fortbildung  der  Nervenenden 
als  Scheinnerven  innerhalb  des  Randes  und  das  Zusammenfliessen  der 
letzteren  zu  einem  intramarginalen  Bogen,  der  entweder  continuirlich 
innerhalb  des  Blaltrandes  hinzieht  und  die  Enden  sämmtlicher  wahren 
Nerven  verbindet,  z.  B.  bei  T.  Hookeri,  cuspidatum,  oder  wie  bei  T. 
sublimbatum  in  verschiedener  Weise  unterbrochen  ist,  oder  nur  mit 
einem  Theil  der  Nervenenden  in  Verbindung  steht.  Gleichzeitig  ent- 
springen gewöhnlich  von  diesem  intramarginalen  Scheinnerven  kleinere 
Zweige,  die  parallel  mit  den  wahren  Nerven  gegen  den  Ursprung  der- 
selben zurücklaufen,  Streifen  von  verschiedener  Lange  bilden  oder  unter 
einander  anaslomosiren,  z.  B.  T.  reticulalum.  Wieder  bei  andern  kommt 
eine  intramarginale  Anastomose  der  Scheinnerven  nicht  zu  Stande,  wohl 
aber  treten  dieselben  in  der  Form  von  Streifen  zwischen  den  Nerven 
und  in  einer  mit  denselben  parallelen  Lage  bei  T.  reptans,  museoides, 
Krausii ,  pusillum  u.  a.  auf,  oder  sie  stellen  feine  Streifen  oder  kleine 
Flecken  von  unregelmässiger  Zahl,  Stellung  und  Ausdehnung  dar, 
wie  z.  B.  bei  T.  Ankersii ,  pedicellatum ,  Singaporianum ,  elegans  Rieh., 
diversifrons ,  bei  welchen  sie  stets  nur  in  der  Nahe  der  Mittelrippe  und 
in  sehr  geringer  Zahl  ausgebildet  sind;  oder  sie  bilden  ausser  einer  in- 
tramärginalen  Vereinigung  der  Enden  sämmtlicher  Nerven  zahlreiche 
Querstrange,  die  entweder  parallel  mit  der  Mittelrippe  hinziehen  und 
die  benachbarten  Nerven  verbinden,  nicht  selten  aber  auch  in  dieser 
Richtung  isolirt  auftreten  oder  eine  schräge  Richtung  verfolgen,  frei 
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endigen,  sich  verzweigen,  auch  wohl  unter  einander  anaslomosiren. 
z.  B.  T.  pinnatum. 

Bei  Arten,  deren  Blatt  nach  Maassgabe  von  Caenopteris  zerschlitzt 
ist,  ist  entweder  ein  coulinuirlichet  oder  in  verschiedener  Weise  unter- 
brochener intramarginaler  Scheinuerve  ausgebildet,  z.  B.  bei  T.  album, 
Filicula,  oder  es  flnden  sich  ausser  diesem  in  schräger  Richtung  von 
dem  Rand  gegen  den  Nerven  hinziehende  streifenförmige  Scheinnerven, 
z.  B.  bei  T.  Filicula  var.  striata,  T.  latemarginale,  öderes  ünden  sich 
letztere  allein,  z.  B.  bei  T.  capillatum,  bei  andern  sind  dieselben  auf  die 
Einschnitte  der  Zipfel  beschränkt  und  erstrecken  sich  nur  in  geringem 
Grad  gegen  die  Enden  derselben,  z.  B.  bei  T.  spicatum,  bei  dem  nur 
einzelne  Sklerenchymzelten  an  dieser  Stelle  ausgebildet  sind,  dann  bei 
H.  dilatatum ,  bei  dem  deren  mehrere  beisammen  liegen. 

Die  Scheinnerven  treten  mehrfach  bei  sämmllichen  Arten  einer 
Abtheilung  von  Trichomanes  auf,  zeichnen  in  andern  Fällen  einzelne 
Arten  aus,  z.  B.  T.  Singaporianum  in  der  Gruppe  von  T.  Javanicum,  und 
schwanken  gewöhnlich  nur  innerhalb  enger  Grenzen,  insofern  ihre  Zahl 
und  Ausdehnung  eine  verschiedene  ist,  z.  B.  T.  museoides,  reptans, 
Krausü,  capillatum,  oder  insofern  sie  nur  einen  intramarginalen,  oder 
ausser  diesem  isolirte  schräge  Streifen  bilden ,  z.  B.  T.  Filicula ,  mela- 
norhizum ;  bedeutenderen  Schwankungen  sind  dieselben  nur  bei  T.  pin- 
natum unterworfen,  das  in  einer  Varietät,  die  man  wegen  des  vermeint- 
lichen Mangels  der  Scheinnerven  als  T.  Hostmannianum  unterschieden 
halte,  diese  so  spärlich  ausbildet,  dass  man  dieselben  nur  vereinzelt, 
und  nur  bei  der  Untersuchung  der  Blattabschnilte  in  grösserer  Aus- 
dehnung auffindet,  wahrend  dieselben  an  der  Grundform  sehr  häufig 
und  augenfällig  auftreten. 

Die  Scheinnerven  haben  endlich ,  wie  Uberhaupt  das  Sklerenchym, 
welches  dieselben  zusammensetzt ,  niemals  Anlheil  an  der  Bildung  der 
Fruchthaufen,  ja  auch  die  wahren  Nerven,  wie  wir  später  sehen  wer- 
den, entkleiden  sich  stets  ihrer  Sklerenchymhulle ,  wenn  sie  sich  an- 
schicken ,  einen  Fruchthaufen  zu  bilden. 

An  diese  Scheinnerven  reihen  sich  dann  als  eine  seltene  Erschei- 
nung Reihen  oder  Stränge  oberflächlich  liegender  Sklerenchymzellen 
an,  die  wegen  mehrfacher  Abweichungen  von  den  beschriebenen  eine 
gesonderte  Betrachtung  verdienen. 

Bei  T.  humile  bilden  dieselben  einen  Strang,  der  innerhalb  der 
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müssig  gedehnten  Randzellen  hinzieht  und  den  intramarginalen  Zellen 
der  BlaUflache  seinen  Ursprung  verdankt.  Diese  theilen  sich  durch  eine 
mit  der  Flache  des  Blattes  parallele  Scheidewand  in  zwei  übereinander 
liegende  Zellen ,  die  sich  strecken ,  nach  beiden  Seiten  verschmälert, 
und  auf  den  aufeinander  liegenden  Wandungen  sich  verdicken  und  auf 
diesen  Vcrdickungsschichten  mit  je  einer  Reihe  in  die  Zellhöble  vor- 
springender halbkugelförmiger  oder  kurzcylindrischer  Polster  versehen 
sind.  (Taf.  I.  28.  29.) 

Bei  einigen  anderen  Arien,  z.  B.  T.  Endlicherianum  (Taf.  I.  30)  ood 
Yiellardii  {Taf.  I.  31),  nehmen  die  randsländigen  Zellen  des  Blattes 
selbst  mehr  oder  minder  eine  spindelförmige  Gestalt  an  und  weichen 
durch  diese,  sowohl  wie  ihre  Verdickungen,  auffallend  von  den  Paren- 
chymzellen  der  Blattfläche  ab;  bei  T.  Endlicherianum  sind  diese  Rand- 
zellen ringsum  gleichmassig  verdickt;  bei  T.  Yiellardii  ist  die  freie  Wand 
dieser  Zellen  gewaltig  verdickt ,  die  an  die  intramarginalen  Zellen  an- 
grenzende hingegen  zart  geblieben  und  längs  dieser  zieht  das  eose 
Lumen  dieser  Zellen  hin. 

Die  randständigen  Zellen  dieser  beiden  Arten ,  wie  die  intramargi- 
nalen von  T.  humile  bieten  dann  wieder  Beispiele  von  Zellen,  diezwar 
leicht  auf  Cellulose  reagiren,  gleichzeitig  aber  in  der  Ausdehnung  ihrer 
Vcrdickungsschichten  von  Kieselsäure  durchdrungen  sind. 

An  diese  Fälle  reiht  sich  endlich  H.  cruentum,  dessen  Blatt  von 
4  —  8,  in  zwei  Lagen  übereinander  liegenden  Sklerenchymzellen  berao- 
det  ist  (Taf.  II.  29).  II.  marginatum  verhält  sich  vermuthlich  in  der  näm- 
lichen Weise. 

§  H. 

Es  wird  vielleicht  nicht  unpassend  sein ,  zum  Schlüsse  dieser  Be- 
trachtung eine  Bemerkung  über  das  Sklerenchym  Uberhaupt  beizufügen 
und  die  allgemeine  Verbreitung  dieses  Gewebes  bei  Gewächsen,  sowohl 
höherer,  wie  niederer  Organisation  darzuthun.  Scheinen  doch  zu  einem 
solchen  Nachweis  die  Hymenophyllaceae  vor  andern  einen  geeigneten 
Ausgangspunkt  zu  bieten ,  da  bei  ihnen  nicht  nur  der  continuirlicbe  Zu- 
sammenhang dieses  Gewebes  in  der  Umgebung  der  Gefassbündel  vod 
dem  Stamm  aus  durch  den  Blattstiel  bis  zu  den  äussersten  Abzwei- 
gungen der  Nerven,  zumal  bei  den  Arten  von  Trichomanes,  bei  welchen 
die  der  Oberfläche  zugekehrten  äussersten  Zellen  dieses  Gewebes  m 
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Deckzellen  abgclheilt  werden,  Consta tirt  werden  kann,  sondern  auch 
dieses  Gewebe  wie  in  den  Scheinnerven  der  Blätter  zahlreicher  Arten 
von  Tricbomanes  unabhängig  von  den  Gefössbündeln  auftritt. 

Diese  Unabhängigkeit  des  Sklerenchyms  von  den  Gefdssbündeln 
wird  aber  auch  da,  wo  die  letzteren  von  dem  ersteren  umscheidet  wer- 
den ,  dadurch  dargethan ,  dass  in  dem  Stamm  die  Grenze  des  centralen 
Gefössbündcls  von  der  Rinde  stets  so  scharf  gezogen  ist  —  sonder 
Zweifel  tritt  dieselbe  wie  bei  andern  Pflanzen  mit  centralem  Gefessbün- 
del  bei  der  ersten  Sonderung  der  Gewebe  auf  —  dass  wohl  Niemand 
in  dem  Sklerenchym  der  Slammrinde  einen  Theil  des  Gefössbündels  er- 
blicken dürfte;  die  bereits  hervorgehobene  conlinuirliche  Fortselzung 
des  Sklerenchyms  von  dem  Stamm  bis  zu  den  äussersten  Auszweigun- 
gen  der  Nerven ,  in  welchen  dasselbe  nur  durch  eine  Schichte  langge- 
dehnter zarlwandiger  Zellen  von  den  verholzten  Gefesszellen  der  Nerven 
gesondert  ist,  lehrt  ferner,  dass  auch  hier,  wo  aus  einer  oder  wenigen 
Zellreihen  der  Blaltfldche  das  Gelassbündel  sammt  seiner  Sklerenchym- 
scheide  hervorgeht , ')  dieses  Gewebe  nicht  als  Bast  des  Gefässbündels, 
sondern  als  eine  ModiGcation  des  parenchymalischen  Gewebes,  wie 
schon  von  Moni*)  bei  andern  Farnen  feslgeslellt  hat,  anzusehen  sei; 
wenn  man  dann  festhält,  dass  wie  in  den  Scheinnerven  am  leichtesten, 
über  auch  in  den  wahren  Nerven  nachweisbar  ist,  die  Sklercnchymzel- 
len  derTheilung  einzelner  oder  weniger  Parencbymzellen  ihren  Ursprung 
verdanken  und  dass  da ,  wo  die  Entstehung  des  Sklerenchyms  nicht 
verfolgt  werden  konnte ,  die  Annahme  eines  analogen  Ursprungs  wahr- 
scheinlich ist,  weil  dasselbe  frühzeitig  von  dem  Parenchym  scharf  ab- 
gegrenzt auftritt,  so  wird  man  in  dem  Sklerenchym  nicht  nur  eine  Modi- 
Gcation des  Parenchyms,  die  durch  eigentümliche  Ausbildung  einzelner 
Parenchymzcllen  zu  Stande  komme,  erblicken,  sondern  erkennen,  dass 
dasselbe  in  Folge  der  Sonderung  des  Parenchyms  durch  Theilung  eines 
Thoils  seiner  Zellen  den  Ursprung  erhalte  und  mithin  nicht  nur  durch 
die  Ausbildung,  sondern  auch  durch  die  Entstehung  seiner  Zellen  von 
dem  parenchymalischen  Gewebe  zu  unterscheiden  sei.  Von  diesem 

4)  Nicht  unerwähnt  bleiben  mag,  dass  dieses  Gewebe  ganz  gewöhnlich  die  En» 
den  der  Gefa&sbündel  in  den  BlaUnerven  überragt  und  so  weit  die  Entwickelung  ver- 
folgt werden  konnte,  auch  vor  diesen  entsteht. 

f)  De  fitruet.  caud.  fil.  arbor.  §  31. 
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Standpunkt  aus  schien  es  gerechtfertigt,  dieses  Gewebe  mit  einem  be- 
sonderen Namen  zu  belegen. 

Die  Bezeichnung  desselben  als  Sklerenchym  hebt  wenigstens  eiöe 
feist  allgemeine  Eigentümlichkeit1)  desselben  hervor  und  mag  so  lange 
beibehalten  werden ,  bis  eine  tiefere  Einsicht  in  die  Bedeutung  dessel- 
ben eine  passendere  Benennung  ermöglicht. 

Die  weite  Verbreitung  dieses  Gewebes  dürfte  ferner  ebenfalls  ei- 
nen besonderen  Namen  für  dasselbe  rechtfertigen. 

Bei  den  Cyatheaceis  zunächst,  bei  welchen  dieses  Gewebe  zuerst 
die  Aufmerksamkeil  der  Forscher  auf  sich  gezogen  hat,  bietet  dasselbe 
unter  allen  Farnen  die  grösslc  Mannigfaltigkeit  dar.  Dasselbe  bildet  hier 

1)  eine  Scheide  der  Gefässbündelrohre  des  Stammes. 

2)  feine  in  dem  Mark  auftretende  Strünge, 

3)  eine  unter  der  oberflächlichen  Rinde  hinziehende  continuirlichc 
Zone. 

Die  Scheide  der  Gefässbündel röhre  des  Stammes  ist  wiederum  ent- 
weder eine  vollständige,  indem  das  Sklerenchym  auf  beiden  Seiten  der 
Geflissbündel  eine  der  Ausbildung  derselben  entsprechende  Zone  bildet 
oder  sie  ist  eine  unvollständige,  halbirte  und  alsdann  auf  die  innere  Seite 
der  Gefössbündelröhre  beschränkte ,  z.  B.  manche  Arten  von  Cibotium. 
Alsophila  pruinata,  blechnoides.  In  dem  ersten  Fall  schwiudet  bei  dem 
Eintritt  der  Geftissbündel  in  den  Blattstiel  dieses  Gewebe  allmählig,  lässl 
sich  indess  gewöhnlich  auf  der  inneren  der  Längsachse  des  Blattstieles 
zugekehrten  Seite  der  GePassbündel  weiter  verfolgen  als  auf  der  äusse- 
ren ,  in  dem  zweiten  Fall  hingegen  folgt  es  den  Gcfässbündelo  in  ihrem 
Verlauf  durch  den  Blattstiel  und  die  Blaltspiudel  bis  zu  den  Auszwei- 
gungen  der  letzteren. 

Die  im  Mark  verstreuten  Sklerenchymsträoge  fehlen  bei  Dicksonia, 
Cibotium,  Alsophila  pruinata  und  blechnoides,  sind  hingegen  bei  der 
Mehrzahl  der  Arten  von  Alsophila,  Hemitelia  und  Cyathea  eine  constante 
Erscheinung;  dieselben  haben  wie  die  markständigen  Geftissbündel  die- 
ser Stämme  nur  eine  geringe  Stärke,  stehen  hie  und  da  mit  der  inneren 


I )  Bei  zahlreichen  und  grade  solchen  Arten ,  deren  Parenchym  von  zartwandi- 
gen  Zellen  gebildet  wird ,  persistirt  nach  Zerstörung  des  Parenchyras  das  GefSssbön- 
delsyslem  der  Pflanze  noch  lange  Zeil  vermöge  der  Dauer,  die  dem  dasselbe  umschei- 
denden Sklerenchymgcwebe  zukommt,  z.  B.  H.  obtusum,  T.  digilalum  u.  a. 
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Seite  der  Scheide  der  Gefössbündelrohre  in  Zusammenhang,  treten  bei 
dem  Austritt  der  marksländigen  Gefässbündcl  in  das  Blatt  zu  einer  die- 
selben umscheidenden  Röhre  zusammen,  schw  inden  aber  dann,  wie  diese 
Gefässbündel  selbst  ,  wenigstens  in  manchen  Fällen  alsbald. 

Die  Sklerenchymzone  in  der  äussern  Rinde1)  ist  von  wenigen  La- 
gen pnrenchymalischen  Gewebes  bedeckt  und  durch  diese  von  der  Epi- 
dermis des  Stammes  getrennt;  sie  kommt  nicht  allein  allen  Cyatheaceis 
ohne  Unterschied  zu ,  sondern  setzt  sich  auch  uberall  von  dem  Stamm 
in  das  Blatt  fort  und  hat  in  diesem  eine  bedeutendere  Verbreitung .  als 
das  die  Gefässbündel  umscheidende  oder  in  Form  feiner  markständiger 
Stränge  auftretende  Sklercnchym. 

In  dem  Blattstiel  zunächst  und  der  Blattspindel  liegt  diese  Skleren- 
chymzone, wie  in  dem  Stamm ,  unter  der  üussersten  parenehymatischen 
Rinde;  dieselbe  tritt  alsdann  in  den  Auszweigungen  der  Blattspindel  den 
Gefässbtlndeln  näher  und  begleitet  schliesslich  die  Nerven  der  Blattab- 
schnitte bis  zu  den  äussersten  Auszweigungen,  auf  der  oberen  und 
unteren  Seile  derselben  einen  dünnen  Strang  bildend,  z.  B.  Alsophila 
pruinata.  Dicksonia  Culcita,  der  nur  durch  wenige  Parcnchymzellen  von 
den  Gefilssbündeln ,  fast  in  der  nämlichen  Weise ,  wie  dies  bei  den  Hy- 
menophyllaceis  der  Fall  ist,  getrennt  ist. 

Es  stehen  daher  die  die  Nerven  der  Blattfläche  begleitenden  Skle- 
renchymsltänge  nicht  im  Zusammenhang  mit  der  Sklerenehyinscheide 
der  Gelässbündel  des  Stammes,  sondern  sie  sind  die  conlinuirlichen 
Fortsetzungen  und  Auszweigungen  der  in  der  äusseren  Rinde  liegenden 
Sklerenchymzone,  grade  wie  dies  Verhalten  bei  den  Hymenophyllaceis 
constatirt  werden  konnte.  Die  Sklerenchymscheide  der  Gefässbündel- 
röhre  des  Stammes  erweist  sich  in  Folge  dessen  als  eine  Eigentüm- 
lichkeit der  Cyatheaceae.  Zu  dem  nämlichen  Resultat  gelangt  man  bei 
Vergleichung  derselben  mit  andern  Abiheilungen  der  Farne. 

Den  Stämmen  dieser  kommt  entweder  einzig  und  allein  die  in  der 


I)  Schon  v.  Mohl  (de  stnict.  caud.  fil.  arbor.  H.  §  19)  hal  hervorgehoben,  dass 
die  Struclur  der  Prosenchymscheido  der  Gefässbündel  und  des  Prosenchyms  in  der 
äusseren  Kinde  übereinstimme;  nur  in  wenigen  Fallen  sind  mir  zwischen  denselben 
Verschiedenheilen  von  untergeordneter  Bedeutung  vorgekommen,  insofern  die  Susser- 
slen  Zellen  der  Geftissbündelscheide  in  Krystall  führende  Deckzellen  abgetheilt  waren, 
welche  hingegen  in  den  äusseren  Zellen  der  Rindensklerenchymzone  stets  vermisst 
wurden. 
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äusseren  Rinde  liegende  Sklerencliymzonc  zu  oder  es  kommen  densel- 
ben aws^er  dieser  einzelne  dünne  Mark-,  zuweilen  auch  Rinden-ständige 
Sklerenchymstränge  zu,  oder  endlich  es  fehlt  dem  Stamm  alle  und  jede 
Spur  des  Sklerenchyms. 

Die  feinen  Mark-  oder  gleichzeitig  auch  Rinden-ständigen1)  Stränge 
dieses  Gewebes  haben  gewöhnlich  nur  eine  geringe  Längsausdehnung, 
verzweigen  sich  nicht,  anastomosiren  auch  nicht  mit  einander,  sind  ent- 
weder auf  den  Stamm  beschränkt,  z.B.  Polypodium  Lingua,  und  wer- 
den auch  noch  in  dem  Grund  des  Blattstiels  angetroffen,  z.B.  Aspidium 
arislatum ,  Mexicanum.  Gleichzeitig  bildet  das  Sklerenchym  der  'Binde 
entweder  eine  breite  Zone,  wie  bei  Polypodium  Lingua;  öderes  ist. 
wie  bei  den  genannten  Aspidien,  nicht  scharf  umschrieben  und  wird 
von  zartwaodigcu  Zellen  gebildet,  die  durch  ihre  bedeutendere  Länge, 
ihre  innigere  und  festere  Verbindung,  insofern  Intcrcellulargänge  zwi- 
schen denselben  fehlen,  von  den  Zellen  des  innern  und  äussern  Rinden- 
parenehyms  verschieden  sind.  —  Bei  den  Polypodiaceis,  welchen  roark- 
ständige  Sklerenchymstränge  fehlen,  ist  das  Sklerenchym  der  Rinde 
entweder  mit  allen  seinen  Eigentümlichkeiten  ausgestaltet,  oder  es  ist 
dasselbe  nur  angedeutet,  oder  es  fehlt  endlich  alle  und  jede  Spur  des- 
selben, z.  B.  Davallia  stenocarpa,  Acrostichum  axillare,  verschiedene 
Arten  von  Polypodium.  Das  Letzlere  gilt  auch  von  dem  Stamm  von 
Angiopteris. 

In  dem  Blattstiel  dieser  Farne  ist  überall  das  Sklerenchym  ent- 
schieden ausgebildet  und  zwar  tritt  dasselbe,  da  wo  es  im  Stamm  wie 
bei  den  zuletzt  genannten  Beispielen  fehlt,  an  der  Grenze  des  Blaltkissens 
von  dem  Blatl  auf,  erlangt  rasch ,  namentlich  bei  Angiopteris ,  eine  be- 
deutende Mächtigkeit,  setzt  sich  hingegen  da,  wo  die  Slammrinde  mit 
einer  Sklerenchymzone  versehen  ist,  conlinuirlicb  von  dieser  in  den 
Blattstiel  fort. 

Dasselbe  ist  entweder  wie  bei  Angiopteris5)  durch  etliche  Lagen 

\)  z.  B.  Aspidium  Mexicanum  Pr. 

2)  Harting,  monog.  d.  Maratliac.  46  hat  dieses  Gewebe  hier  als  Bast  beschrie- 
ben und  in  demselben  ein  Annlogon  der  Gefässbündelscheide  der Cyalheaceae  (I.e.  5?) 
erblickt,  und  in  Folge  dessen  die  Ansicht  aufgestellt,  dass  in  dem  Stamm  der  letzteren 
Achse  und  Blatl  verschmolzen  seien ,  und  deshalb  die  Gefässbündel  des  Stammes  zu 
beiden  Seiten  von  diesem  Gewebe  umgeben  seien.  Es  wird  nach  den  oben  mitge- 
theilten  Beobachtungen  über  die  Verbreitung  dieses  Gewebes  bei  Cyatheaceae  nicht 
nothwendig  sein ,  dos  Irrige  dieser  Ansicht  zu  widerlegen. 
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von  Parenchymzellen  von  der  Epidermis  getrennt,  oder  es  liegt  unmit- 
telbar unter  der  letzteren,  z.  B.  Polypodium  Lingua,  Woodwardia  as- 
pera,  Davallia  stenocarpa ,  oder  es  hat  endlich  eine  oberflächliche  Lage, 
indem  die  Zellen  der  Epidermis1)  selbst  in  allen  Eigenschaften  mit  den 
unten  liegenden  Sklerenchymzellen  übereinstimmen,  z.  B.  Adiantum 
aethiopicum,  hispidulum,  denticulatum,  Allosoms  falcatus,  Nephrolepis 
tuberosa,  Pteris  hastata,  repandula,  Asplenium  ebenuni.  Hierbei  ist 
jedoch  zu  bemerken,  dass  zunächst  im  Grund  des  Blattstiels,  wie  in 
dem  Stamm  das  Sklerenchym  unter  der  Epidermis  liegt,  dass  erst  all- 
mahlig  die  Eigenthümlichkeilen  der  letzteren  schwinden  und  dass  eben 
so  bei  dem  Uebergang  der  Blattspindel  in  die  blattartigen  Ausbreitungen 
die  Epidermis  wieder  als  eine  von  dem  Sklerenchym  verschiedene 
Schichte  hervortritt,  z.  B.  bei  Adiantum  hispidulum. 

In  der  Blallfläche  selbst  begleitet  das  Sklerenchym  entweder  wie 
bei  den  Hymenophyllaceis  die  Gefassbundel  bis  zu  den  äusserslen  Aus- 
zweigungen,  z.  B.  Oleandra  neriifonnis,  Aspidium  delloideum,  oder  es 
begleitet  einzig  und  allein  die  Mittelrippe,  setzt  sich  nicht  auf  die  Sei- 
tennerven fort,  z.  B.  Aspidium  falnatum,  Asplenium  lucidum,  Polypo- 
dium sporadocarpum ,  Brownianum,  Pteris  esculenta,  oder  es  begleitet 
nur  die  die  primären  Masehen  abschliessenden  Stränge,  z.  B.  Plalyee- 
rium ,  oder  es  folgt  nur  auf  der  unteren  Seite  des  Blattes  den  Nerven, 
z.  B.  Aspidium  Sieboldi,  Woodwardia  aspera,  oder  es  umgiebt  noch  den 
Anfang  der  äussersteu  Nerven  uud  schwindet  erst  im  Verlauf  derselben, 
z.  B.  Polypodium  sulidum. 

Seiner  Lage  nach  ist  dieses  Gewebe  in  der  Blatlfläche  entweder 
sowohl  dem  Geflissbündel ,  als  auch  von  der  Epidermis  deutlich  ge- 
trennt, z.  B.  Polypodium  Lingua,  Plalycerium ,  oder  es  erstreckt  sich 
von  dem  GefässbUndel  bis  zu  der  Epidermis,  z.  B.  Loxsoma,  bei  wel- 
chem der  die  obero  Seile  der  Nerven  bedeckende  Sklerenchymstrang 
eine  bedeutendere  Stärke  als  der  der  unleren  Seile  besitzt.  Gleichzeitig 
erfahrt  die  das  Sklerenchym  bedeckende  Oberhaut  eine  Veränderung, 
in  Folge  der  ihre  Zellen  dem  unter  liegenden  Gewebe  weit  ähnlicher 
geworden  sind,  als  den  benachbarten  das  Blallparenchym  bedeckenden 
Kpidermiszellen,  ja  in  einein  Fall,  bei  Aspidium  delloideum,  theilen  sich 


1)  Mit  Ausnahme  der  Stellen,  an  welchen  das  Luft  führende  Zellgewebe  aus- 
gebildet ist. 
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seihst  die  die  Nerven  bedeckenden  Epiderniiszellen  der  Blattoherseiie 
in  kleine  Kieselconcretionen  enthaltende  Zellen  ab. 

Massenhafte  Entwicklung  des  Sklerenchyms,  den  Gefassbündeln 
eine  ungewöhnliche  Breite  ertheilend ,  in  gewisser  Beziehung  ao  Tri- 
chomanes  §  Craspedoneuron  erinnernd,  findet  sich  bei  Davallia  parallela. 
pedala  u.  a.,  bei  welchen  auf  der  untorn  Seile  des  Blattes  die  Nerven 
von  bandartig  abgeflachten  Zonen  des  in  Rede  stehenden  Gewebes  be- 
deckt sind. 

Unabhängig  von  den  Gefttssbündcln,  den  Scheinnerven  voo  Tn- 
chomanes  analoge  Stränge  bildend,  tritt  das  Sklerenchym  bei  den  ver- 
schiedensten Farnen,  häutiger  in  continuirlichem  Zusammenhang  mit 
dem  Sklerenchym  der  ßlattspindel ,  seltener  unabhängig  von  densel- 
ben auf. 

Ersleres  ist  der  Fall  bei  Polypodium  Lingua,  vcxalum,  sporado- 
carpum,  Brownianuni,  Asplenium  lucidum,  Polybotrya  cervina,  Stenoch- 
laena  .Meyeriana .  Aspidium  falcatum ,  deren  Blätter  oder  Blattabschnitte 
am  Grunde  oder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  von  einem  unter  der  Epi- 
dermis liegenden  Sklerenchymbündel  umsäumt  werden ,  das  sich  con- 
tinuirlich  in  den  Sklerenchymring  des  Blattstiels  fortsetzt,  dann  bei  Po- 
lypodium Marginellum,  Adiantum  denliculatum  u.  a.,  bei  welchem  läng« 
dos  halbirten  Randes  der  Fieder  die  Epidermis  die  Eigentümlichkeit 
des  darunter  liegenden  Sklerenchyms  theilt. 

Isolirte  Sklerenchymstränge  treten  in  der  Blattfläche  auf  bei  Todea 
hymcnophylloides,  bei  welcher,  wie  bei  H.  dilatatum,  an  den  Einschnit- 
ten der  Zipfel  der  secundären  Blattabschnitte  unter  der  Epidermis  ein 
Strang  von  2  —  5  Sklerenchymzellen  liegt,  der  sich  in  verschiedener 
Ausdehnung  gegen  die  Spitze  der  Zipfel  erstreckt;  ferner  bei  Vlens 
(Cassebcera)  pinnata,  an  den  Einschnitten  der  Kerbzähne,  wo  sie  zu- 
gleich eine  Unterbrechung  der  Fruchtbaufen  herbeiführen,  dann  bei 
Davallia  data  und  elegans  u.  a.,  und  bei  Polypodium  solidum,'1  be< 
welchen  dieselben  von  dem  Rand  der  Blattabschnitte  nach  innen  ge^D 
den  Ursprung  der  Nerven  sich  erstrecken. 

Endlich  treten  vereinzelte  bastähnlich  gestaltete  sehr  stark  ver- 
dickte Sklerenchymzellen  in  der  Epidermis  von  Monogramme,  Vaginu- 
laria,  zahlreichen  Arten  von  Adiantum  und  Antrophyum  auf,  in  Betreff 


I )  Ucbcr  rolypodium  T.  I.  F.  t.  3. 
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deren  ich  jedoch  unentschieden  lasse ,  ob  sie  der  Epidermis  selbst  an- 
gehören oder  etwa  unter  derselben  entstehen  und  zwischen  die  Zellen 
derselben  sich  einschieben. 

Den  Scheinnerven  von  Trichonianes  analoge  Stränge  von  Skleren- 
ehym  treten  ferner  in  den  Blättern  verschiedener  Arten  von  Isoetes ') 
in  conslanter  Zahl  und  Stellung  auf,  während  in  dem  knollenförmigen 
Stamm  dieses  Gewebe  nicht  nachgewiesen  zu  sein  scheint.  Die  Equi- 
setaceae  hingegen  sind  ausgezeichnet  durch  die  starken  die  Kanten  des 
Stammes  einnehmenden  Sklcrenchymbündel. 

Bei  Gewachsen  aus  der  Abiheilung  der  Gymnospermen  begegnen 
uns  Sklerenchymzellen  unter  der  Epidermis  der  ßlallkissen  und  Blätter 
zahlreicher  Nadelhölzer,  bei  Encephalartos ,  während  bei  andern,  z.  B. 
Ceratozomia,  dieselben  auf  die  Umgebung  der  GcfUssbündel  beschränkt 
sind ;  ich  trage  ferner  kein  Bedenken,  die  bei  Welwitschia  mirabilis,  am 
reichlichsten  in  Blatt  und  Rinde  des  Stammes  auftretenden,  von  Hoo- 
ker5) mit  besonderer  Sorgfalt  beschriebenen  Spiculurzellen  hierher  zu 
stellen. 

In  den  Blättern  von  Monocolyledonen  treten  z.  B.  bei  Pandanus 
graminifolius  Sklerenchymstränge3)  auf,  die  sich  bis  in  die  Blaltscheidc 
verfolgen  lassen  und  in  dieser  erlöschen. 

Unter  Dicolyledonen  bietet  Berberis  ein  Beispiel  von  Sklerenchym  ; 
die  Rinde  des  Stammes  enthält  eine  breite  Zone  dieses  Gewebes,  wel- 
ches  sich  in  die  dornförmigen  Blätter  fortsetzt,  während  bei  andern, 
z.  B.  manchen  Papilionaceis,  isolirte  Sklerenchymslränge  in  den  Kanten 
des  Stammes  auftreten;  bei  andern,  z.  B.  Hex  Aquifolium,  (ritt  dieses 
Gewebe  erst  in  dem  Blattstiel  auf,  und  bildet  dann  bei  dem  Eintritl  in 
die  Blaltflache  den  den  Rand  derselben  verdickenden  Strang;  bei  Ca- 
mella Japonica  endlich  treten  isolirte  Sklerenchymzellen  in  der  Rinde 
des  Blattstieis  auf. 

Unter  Pflanzen,  die  ihrer  Organisation  nach  eine  tiefere  Stufe  in 
dem  System  als  die  Farue  einnehmen,  Iritl  namentlich  bei  den  Laub- 
moosen das  Sklerenchym  als  eine  constanlc  Erscheinung  auf. 


1)  Braun,  Sitzb.  d.  Bcrl.  Akadcm.  1863.  R88  u.  f. 

2)  Trans.  Linn,  sociely.  Vol.  U.  I.  tS. 

3)  Die  von  v.  Moni,  de  struet.  Palroarum  §  "4,  7  6,  beschriebenen  Stränge 
i.  Ordnung  gcliöri'ii  hierher. 
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Bei  Polylrichum  commune,  welches  unter  den  einheimischen  Brya- 
ccis  die  complicirtesle  Structur  besitzt,  enthält  die  Längsachse  des 
Stammes  einen  Strang  feiner  Zellen,  eine  Andeutungeines  Gefössbün- 
dels ,  der  seine  Zweige  den  Blättern  zusendet ,  in  der  von  Unger  *)  bei 
Dawsonia  nachgewiesenen  Weise.  Die  Rinde  in  der  Umgebung  dieses 
GefässbUndels  besieht  aus  einer  inneren  und  einer  äusseren  Zone,  von 
welchen  die  erstere  aus  zartwandigen  weiteren,  die  letztere  aus  ge- 
dehnleren, engeren,  derbwandigeren  Zellen  zusammengesetzt  wird: 
diese  letzlere  entspricht  dem  Sklercnchym ,  das  in  dem  Stamm  dieses 
Mooses,  ahnlich  wie  in  dem  Blattstiel  zahlreicher  Farne,  sich  bis  zur 
Oberfläche  fortbildet  und  selbst  die  Epidermis  in  sein  Bereich  zieht. 

Alle  andern  Laubmoose  verhalten  sich,  wie  aus  den  von  Unger 
mitgetheilien Untersuchungen2)  bekannt  ist, einfacher,  insofern  entweder 
der  centrale,  das  Gefässbündcl  höherer  Pflanzen  ersetzende  Strang  keine 
Zweige  nach  den  Blättern  sendet,  z.  B.  Hypnum  alopecurum,  tamarisci- 
nura,  Mnium  punetatum,  Fissidens,  Baiiramia  Halleriana,  Patudella 
squarrosa,  Bryum  pseudo-triquetrum,  oder  selbst  jede  Spur  dieses  Ge- 
fassbündels  fehlt,  z.  B.  Schislostega ,  Sphagnum,  verschiedenen  Arten 
von  Jungermannia. 

In  dem  ersten  Fall  ist  das  Rindenparenchym,  wie  bei  Polytrichum 
commune ,  in  eine  äussere  und  innere  Zone  gesondert ,  und  erstere  mit 
den  Eigenschaften  des  Sklerenchyms  versehen;  in  dem  zweiten  Fall 
findet  entweder  das  nämliche  statt,  oder  es  ist  wie  bei  Sphagnum  eine 
mittlere,  jedoch  der  Oberfläche  näher  liegende  Zone,  von  dieser  durch 
2  —  4  Lagen  weiter  Zellen  getrennte  Schichte  in  Sklerenchym  umge- 
wandelt.5) 

Für  die  Ausbildung  eines  Streifens  von  Sklerenchym  an  der  Stelle 
der  Mittelrippe  anderer  Blätter,  oder  längs  des  Randes,  wie  bei  H.  cru- 
enlum,  Polypodium  Marginellum,  fanden  sich  bei  zahlreichen  Moosen 
Beispiele. 


<)  Sitzb.  d.  K.  K.  Akademie.  B.  43.  II.  506. 
I)  1.  c.  497  u.  f. 

3)  Unger  sowohl  wie  Zuchal  (bot.  Zeit.  II.  353)  haben  bereits  entschieden, 
dass  die  bei  Sphagnum  von  manchen  Forschern  für  einen  Holzring  gehaltene  Skleren- 
chymzono  der  Rindo  angehöre ;  es  bleiben  jedoch  noch  über  den  Ursprung  der  das 
Gewebe  bedeckendou  weiten  Zellen  Zweifel,  die  ich  dermalen  nicht  zu  lösen  im 
Stande  bin. 
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§  12. 

Wie  bereits  oben  erwähnt  wurde,  beruht  auf  der  Combinalion  von 
Geßissbündcln  mit  einer  einzigen  oder  wenigen  (2  —  4)  Lagen  paren- 
chymatischen  Gewebes,  die  wir  in  den  Blattern  der  Hymenophyllaceac 
antrelTon,  die  wichtigste  Eigentümlichkeit  der  vegetativen  Organe  die- 
ser Gewächse. 

Die  genauere  Betrachtung  ')  dieses  parenehymatischen  Gewebes 
wird  nun  unsere  Aufgabe  sein  und  zwar  soll  dasselbe  zunächst  bei  den 
einschichtigen,  dann  bei  den  mehrschichtigen  Arten  untersucht  und  so 
weit  als  es  möglich  ist,  die  Gestalt  seiner  Zellen  gesondert  von  der 
Structur  oder  Schichtung  ihrer  Membran  betrachtet  werden. 

Als  Einleitung  dieser  Untersuchungen  dürfte  es  vielleicht  nicht  un- 
passend sein,  zunächst  die  Zellen  des  Blaltrandes  und  zwar  grade  die 
freie  seitliche  dem  Blatlrand  zugekehrte  Wand  derselben  zu  betrachten, 
da  in  ihr  Verhaltnisse  klar  zu  Tage  liegen ,  die  bei  den  Hymenophylla- 
ceis  eine  grosse  Rolle  spielen,  aber  auf  den  mit  andern  Zellen  in  Be- 
rührung stehenden  Wandungen  schwieriger  zu  entziffern  sind. 

Bei  zahlreichen  Arten  von  Hyinenophyllum ,  z.  B.  II.  caudiculalum 
•  (Taf.  III.  1.  2; ,  II.  fueiforme  (Taf.  II.  0} .  II.  abruplum  Taf  III.  9) .  H. 
brachyglossum  (Taf.  III.  I  I.  12),  ist  nämlich  diese  Wand  der  Kandzellen 
des  Blattes  nicht  überall  von  gleicher  Starke,  sondern  sie  erscheint  mit 
nach  innen  in  die  Zcllhühle  vorragenden  Anschwellungen  und  Fort- 
siitzen  besetzt,  die  bald  niedere  Höcker,  bald  Zacken  von  bedeutende- 
rer Lange  darstellen. 

In  vielen  Fallen  lässt  sich  bei  aufmerksamer  Betrachtung  in  der 
Mittellinie  dieser  Fortsätze  eine  Contour  erkennen,  die  darauf  schliessen 

<)  In  Betreff  der  Methode ,  die  bei  den  vorhergehenden  und  folgenden  Unter- 
suchungen angewandt  wurde,  ist  vielleicht  die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  dass  um 
Einsicht  in  die  StruclurverliHllnisse  der  Hymenophyllaceae  zu  erlangen,  eine  Eulfar- 
bung  des  Zelliuhalts  eine  unerlüssliclie  Bedingung  ist.  Eine  solche  wird  am  leichte- 
sten durch  Maceration  mikroskopischer  Präparalo  oder  grösserer  Abschnitte  der  zu 
untersuchenden  Theile  in  Salpetersäure  erreicht;  Kochen  in  Salpetersäure  führt  zwar 
rascher  die  Entfärbung  des  Zelliuhalts  herbei ,  lockert  aber  gleichzeitig  den  Zusam- 
menhang der  Zellen  in  einem  solchen  Grad  auf,  dass  nur  dann,  wenn  es  sieb  um  die 
Trennung  der  Zellen  handelt ,  mit  Erfolg  Gebrauch  von  demselben  gemacht  werden 
kann. 
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lüsst.  dass  dieselben  Einfallungen  der  Zellmembran  ihren  Ursprung  vor 
danken ;  durch  Einwirkung  solcher  Heagenlien .  welche  eine  Quellum; 
der  Zellmembran  herbeiführen,  z.  B.  von  Kalilösung  oder  von  Schwefel- 
saure, tritt  alsdann  diese  Contour  nicht  nur  deutlicher  hervor,  sondern 
es  gelingt  auch,  die  in  diesen  Duplicaluren  dicht  auf  einander  liegenden 
Lamellen  der  Zellmembran  von  einander  zu  trennen  und  diese  Einfal- 
lungen in  wellenförmige  Biegungen  überzuführen.  An  solchen  Präpa- 
raten kann  alsdann  zugleich  constatirt  werden,  dass  die  Zellmembran 
überall  die  gleiche  Stärke  besitze  und  dass  an  diesen  Einhaltungen 
snmmtliche  Schichten  der  Zellmembran  Antheil  haben,  mit  Ausnahme 
der  Cuticula,  welche  als  gleichmassig  dünnes  Häutchen  die  freie  Wand 
sämmtlicher  Zellen  übcrkleidel. 

Nicht  minder  wichtig  ist  es ,  die  Ausdehnung  dieser  Falten  zu  ver- 
folgen ,  zu  welchem  Behuf  der  freie  Saum  dieser  Zellen  von  dem  Rand 
der  Blaltzipfel  durch  den  Schnitt  abzutrennen  ist.  An  auf  diese  Weise 
erlangten  Präparaten,  die  man  sowohl  von  der  Schnittfläche,  wie  von 
der  äussern  Randflttche  betrachten  kann,  ist  die  Beschaffenheit  der  letz- 
leren in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zu  übersehen  (Taf.  III.  3.  4.  7.  8)  und 
erkennt  man,  dass  die  Falten  entweder  als  grade,  getrennte,  den  seitli- 
chen Wandungen  der  Randzelle  parallele  Streifen  in  die  Höhle  der  Zel- 
len vorspringen,  oder  dass  dieselben  in  zwei  Schenkel  sich  theilen  oder 
dass  benachbarte  Falten  durch  eine  Querfallc  oder  durch  zahlreichere 
und  unregelmässige  Verbindungen  neuartig  vereinigt  seien. 

In  solchen  Fällen  besitzt  die  äussere  Wand  der  Randzellen  das 
Ansehen  einer  mit  Nelzfasern  verdickten  Zelle  und  erscheinen  die  Ma- 
schen des  Netzes  als  Tüpfel. 

Indessen  ist  dieser  Schein  ein  trügerischer,  denn  es  rühren  diese 
Tüpfel  weder  von  Löchern  der  Verdickungsschichten  her,  noch  dringen 
dieselben  bis  zur  primären  Membran  der  Zelle  vor,  sondern  es  ist  diese 
sammt  ihren  Verdickungsschichten  Uberall  geschlossen  und  von  gleicher 
Stärke,  und  verursachen  faltenförniige  Einstülpungen  derselben  das  grad- 
oder  netzfascrige  Ansehen. 

Es  sind  daher  solche  Zellen  nicht  als  netz  faserige .  sondern  als 
netzförmige  gefaltete,  als  cellulae  dictyoplyclae,  zu  bezeichnen.1) 


<)  Naegeli  machte  bereits  (Linnaea  16.  248)  bei  der  Beschreibung  der  partiel- 
len warzenförmigen  Einstülpungen  der  Membran  der  Haarwurzeln  von  Marthanlia  dar- 


< 
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Gleichzeitig  ist  zu  betonen,  dass  die  Betrachtung  der  Randzellen 
nicht  nur  zahlreiche  Mittelstufen  zwischen  Einfallungen  und  wellenför- 
migen Riegungen  der  Membran  nachweist,  sondern  dass  auch  erstere 
in  letztere  übergeführt  werden  können  und  dass  daher  dieselben  nur 
gradweise  Verschiedenheiten  der  nämlichen  Erscheinung  darstellen, 
wie  bereits  von  Cohn1}  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Epidermis 
verschiedener  Pflanzenlheilc  festgestellt  wurde. 

Diese  Betrachtung  vorauszuschicken,  schien  gerechtfertigt,  weil  bei 
der  Mehrzahl  der  Hymenophyllaccae  Biegungen  oder  Fallungen  der 
Zellmembran  oder  beide  gleichzeitig  angetroffen  werden,  Zellen  hin- 
gegen, bei  welchen  selche  fehlen,  eine  bei  weitem  seltnere  Erschei- 
nung sind. 

Nach  der  An-  oder  Abwesenheit  von  Biegungen  und  Falten  und 
noch  mehr  nach  der  Ausdehnung  derselben  zerfallen  alsdann  die  Zellen 
der  Hymenophyllaccae  in  erster  Linie  in  zwei  Abiheilungen. 

Bei  der  einen  haben  die  Scilenwaudungen  der  Zellen  eine  verticale 
Stellung,  und  Biegungen  und  Fallungen,  wenn  solche  Uberhaupt  auftre- 
ten, erstrecken  sich  gleichmltssig  über  die  ganze  Höhe  der  Soitcnwand; 
bei  der  andern  sind  hingegen  Biegungen  oder  Faltungen  stets  vorhan- 
den, und  zwar  auf  der  Grenze  der  Seitenwandungen  von  den  äussern 
freien  Wandungen  beschrankt,  wahrend  der  mittlere  Theil  der  Seiten- 
wandungen entweder  wie  bei  polyedrischen  Zellen  flach  ist,  oder  Bie- 
gungen beschreibt,  die  von  denen  ihres  oberen  oder  unteren  Endes 
verschieden  sind. 

Bei  den  dieser  zweiten  Abtheilung  angehörenden  Zellen  besitzt 
der  mittlere  Theil  derselben  gewöhnlich  flache  Seilenwandungen  und 
erscheint  daher,  wenn  man  diesen  in  den  Focus  des  Mikroskops  ein- 
stellt, die  Zelle  als  eine  polyedrische,  während  diese  Zellen,  wenn  die 
Grenzlinien  der  freien  Wandung  eingestellt  werden,  als  wellenförmige 
(z.  B.  Taf.  III.  £2.  44)  oder  divaricale  erscheinen,  weshalb  dieselben  in 
der  Folge  als  doppelgestaltete  oder  als  cellulac  amphimorphae  bezeich- 
net werden. 


auf  aufmerksam ,  dass  Faltungen  clor  Zellmembranen  eine  weile  Verbreitung  besässen 
und  dass  dieselben  sowohl  in  der  Form  von  Spiral-  als  Nelzfasern  u.  s.  w.  auftreten 
könnten. 

I)  Nova  acl.  Nat.  Curios.  Acad.  Caes.  Loop.  Vol.  XXII.  Pars  II.  5J9. 
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Diese  amphiraorphen  Zellen  wurden  bisher  mit  wellen  förmigen 
Zellen  nicht  nur  bei  den  Hymenophyllaceis,  sondern  auch  bei  zahlrei- 
chen andern  Farnen  von  complicirter  Structur,  z.  B.  Arten  von  Antro- 
phyum,  Aspleniura,  Adiantum,  Lycopodium  etc.  —  bei  welchen  indess 
stets  nur  der  an  die  freie  Oberflache  angrenzende  Rand  der  EpidermJs- 
zellen  die  hier  in  Rede  stehenden  Biegungen  zeigt  —  verwechselt,  sie 
wurden  hingegen  in  der  Epidermis  der  Equiseten  von  Sanio, »)  der  der 
Graser  vou  v.  Mohl*}  richtig  erkannt. 

Die  Zellen  beider  Abtheilungen  zeigen  alsdann  die  nämlichen  Mo- 
dificationen,  insofern  ihre  Biegungen  oder  Falten,  die  also  bei  der  einen 
über  die  ganze  Höhe  der  Seitenwandungen  sich  erstrecken,  bei  der  an- 
dern auf  die  Grenze  der  äusseren  freien  und  seitlichen  Wandungen  be- 
schrankt sind,  entweder  wellenförmige  oder  zickzackförmig  gebrochene 
Linien  beschreiben,  in  welchem  letzteren  Fall  die  einspringenden  Kan- 
ten der  Zelle  gleichzeitig  in  Falten  ausgezogen  sind,  oder  Falten  an  den 
ebenen  Wandungen  polyedrischer  Zellen  sich  ausbilden. 

Polyedrische  faltenlose  Zellen,  wie  sie  ohne  Unterschied  den  Blat- 
tern aller  Hymenophyllaceae  im  jugendlichen  Zustand  als  erstes  Ent- 
wickclungsstadium  zukommen,  werden  im  ausgebildeten  Zustand  nor 
bei  einein  kleinen  Theil  derselben  angetroffen,  z.  B.  T.  digital  um.  pyxi- 
diferum,  splendidum,  nanum ,  H.  caespitosum.  Dieselben  gehen  un- 
merklich in  Zellen  Uber,  deren  Seilenwandungen  glcichmiissig  Uber  ihre 
ganze  Höhe  sich  erstreckende  wellenförmige  oder  zickzackförmig  ge- 
brochene Biegungen  beschreiben. 

Beispiele  der  wellenförmigen  Zellen  geben  T.  crispum  (Taf.  II.  I  V. 
Marliusii,  Beispiele  der  divaricalen  T.  (§  Gonocormus)  saxifiagoides  (Taf. 
II.  9  — 11),  minulum  u.  a. 

Die  Fallen,  welche  bei  den  Zellen  der  ersten  Abtheilung  auftreten, 
erstrecken  sich  gleichmassig  Uber  die  ganze  Höbe  der  Seitenwand, 
springen  gewöhnlich  nur  als  schwache  leistenförmige  Verdickungen  in 
die  Zellhöhle  vor,  sind  bei  divaricalen  Zellen  auf  die  einspringenden 
Kanten  der  Biegungen  beschränkt ,  demgemüss  von  einander  getrennt, 
unverzweigt  uud  alterniren  auf  den  aneinander  liegenden  Membranen 
benachbarter  Zellen,  z.  B.  T.  §  Gonocormus  (Taf.  II.  10.  12),  treten 

I)  Linnaea  29.  391. 

*)  Venn.  Schriften  161.  Anmerlt. 
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hingegen  in  polyedrischen  Zellen  zahlreicher  auf,  haben  alsdann  eine 
gedrängtere  Stellung,  gehen  häufig  netzförmige  Verbindungen  ein  und 
eorrespondiren  auf  den  aneinander  liegenden  Membranen,  so  weit  man 
di«  ses  Verhaltniss  bei  der  Betrachtung  der  äusseren  freien  Zellwandung 
ermitteln  kann,  z.  B.  H.  Neesii,  fueoides,  eiliatum  (Taf.  III.  21.  10. 
17.  20). 

Entsprechend  diesen  Modificationcn  der  Zellen  der  ersten  Abthei- 
lung erscheinen  auch  die  der  zweiten  oder  die  amphimorphen  Zellen 
entweder  als  wellenförmige,  als  divaricate,  oder  als  polyedrische. 

Bei  den  ersleren  beschreihen  die  äusseren  Enden  der  Seitenwan- 
dungen wellenförmige  Biegungen  und  sind  mit  Ausbuchtungen  ver- 
sehen, die  über  die  Nachbarzelle  übergreifen  und  in  einen  entsprechen- 
den Einschnitt  derselben  passen,  z.  B.  T.  spicatum  (Taf.  III.  22.  23), 
crispum  (Taf.  II.  15). 

In  den  beiden  andern  Modificaüonen  der  amphimorphen  Zellen 
treten  hingegen  Fallen  auf,  die  in  gleichmassiger  Ausdehnung  auf  die 
äussere  freie  Wand  und  auf  die  Seiten  wand  der  Zelle  sich  erstrecken, 
und  längs  der  Peripherie  der  freien  Wandung  der  Zelle  eine  Reihe  klei- 
ner unvollständiger  Fächer  abiheilen ,  die  in  der  Höhle  der  Zelle  aus- 
münden (Taf.  II.  30.  35.  III.  25);  diese  Falten  lassen  sich  niemals  wie 
die  Verdickungsschichten  von  der  Zellmembran  loslösen,  wohl  aber  ge- 
lingt es,  hier  und  da  die  Grenzlinie  der  beiden  in  den  Falten  aneinander 
hegenden  Lamellen  zu  erkennen  oder  eine  solche  an  in  Kalilösung  oder 
Schwefelsäure  aufgequollenen  Zellen  nachzuweisen ,  oder  durch  die 
Einwirkung  der  Schullz'schen  Mischung  diese  Lamellen  von  einander 
zu  trennen  (Taf.  II.  23.  III.  30).  Diese  Falten  allcrniren  ferner  constant 
auf  den  aneinander  liegenden  Membranen  benachbarter  Zellen,  sind 
gewöhnlich  von  geringer ,  seltner  von  bedeutender  Breite  und  stellen 
alsdann  eine  in  die  Höhle  der  Zelle  vorspringende  Anschwellung  dar, 
ja  erweitern  sich  zuweilen  an  ihrem  innern  Ende,  z.  B.  T.  Javanicum 
(Taf.  III.  34.  35).  In  diesem  letzteren  Fall  enthalten  dieselben  eine  Ab- 
lagerung von  Kieselsäure,  die  nach  dem  Verbrennen  der  Zellen  als  eine 
kleine  farblose  homogene,  nicht  granulirle,  in  Salz-  oder  Essigsäure  un- 
verändert bleibende  Masse  übrig  bleibt,  in  ihrer  halbkeilförmjgen  Gestalt 
noch  vollkommen  mit  diesen  Anschwellungen  übereinstimmt,  an  Grösse 
aber  hinter  denselben  zurücksteht  (Taf.  III.  37a, b, c). 

Die  amphimorphen  divaricalen  Zellen  sind  alsdann  dadurch  ausgc- 
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zeichnet,  dass  ihre  Grenzlinie  eine  zickzackförmig  gebrochene  ist;  w. 
schliefen  sich  indess  innig  ah  die  wellenförmigen  an,  indem  nicht  sel- 
ten die  vorspringenden  Winkel  ihrer  Grenzlinie,  wie  bei  T.  intramarsi 
nale,  Arbuscula  (Taf.  II.  5.  7),  abgerundet  oder  abgestutzt,  wie  bei  T 
Javnnicum  (Taf.  III.  34),  sind.  Ihre  Falten  haben  entweder,  wie  io  dem 
letztgenannten  Beispiel ,  eine  bedeutende  Breite  und  greifen  die  durch 
diese  Falten  getrennten  und  über  dieselben  hinaus  vorspringenden 
Läppchen  des  Randes  benachbarter  Zellen  auffallend  in  einander  Tat 
III.  35),  oder  es  haben  die  Falten  nur  eine  geringe  Stärke,  und  lieg« 
alsdann  die  vorspringenden  Läppchen  dicht  beisammen  und  greifen  dir 
der  Nachbarzellen  nur  in  geringem  Grad  Uber  einander,  z.  B.  bei  T. 
pinnatum. 

In  diesen  letzteren  Fallen ,  z.  B.  bei  T.  rigidnro ,  lehrt  die  Entml- 
kelungsgeschichte,  dass  die  polyedrischen  Zellen  des  jugendlichen  Bial- 
les bei  ihrer  Vergrößerung  zunächst  längs  der  Peripherie  ihrer  freien 
Wandungen  Biegungen  beschreiben  (Taf.  III.  24)  und  alsdann  ziuOcta 
die  Ausbildung  besitzen,  die  von  den  Zellen  des  T.  spicatum  nicht  über- 
schritten wird;  erst  dann  gehen  ihre  wellenförmigen  Biegungen  in ztet- 
zackförmige  Uber  und  treten  an  den  einspringenden  Kanten  derselben 
Einfaltungen  auf  (Taf.  III.  25). 

So  gering  auch  diese  Resultate  der  Entwicklungsgeschichte  er- 
scheinen mögen,  so  lehren  sie  doch  unzweideutig,  dass  die  nämliche 
Art  in  verschiedenem  Aller  polyedrische  und  amphimorphe  Zellen  be- 
sitze und  demnach ,  wenn  der  frühere  Zustand  stabil  bleibe ,  mit  ernste- 
ren ,  wenn  dagegen  die  volle  Entwicklung  erreicht  vverde,  mit  letzte- 
ren versehen  sei.  Beispiele  hierfür  bieten  T.  crispum.  das  bereits  unter 
den  Arien  mit  polyedrischen  und  amphimorphen  Zellen  angeführt  wurde; 
ein  zweites  täuschenderes  Beispiel  bietet  T.  diversifrons,  welches  ao 
manchen  Exemplaren  nur  polyedrische  (Taf.  L.  25) ,  an  andern  amphi- 
morphe divaricale  (Taf.  I.  276)  Zellen  besitzt,  und  zwar  sind  diese  ver- 
schiedenen Zellformen  in  so  entschiedener  Weise  an  verschiedene 
plare  gebunden,  dass  ich  lange  Zeit  glaubte,  zwei  Arten  aufgefunden 
zu  haben,  die  bei  einer  völligen  Uebereinslimmung  der  morphologisch" 
Ausbildung  aller  Organe  nur  in  der  Gestalt  ihrer  Zellen  verschieden 
seien.  Zur  Bestätigung  meiner  Annahme,  dass  es  sich  hier  nur  um  eine 
Art  handele,  kann  ich  aber  hinzufügen,  dass  nicht  nur  nach  der*"? 
fälligsten  Vergleichung  zahlreicher  Exemplare  eine  Uebereiostimn,(lD$ 
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derselben  in  allen  Organen  feslgestellt  werde,  sondern  dass  auch  bei 
den  Exemplaren  mit  amphimorphen  Zellen  längs  der  Nerven  bald  in 
geringerer,  bald  in  bedeutenderer  Breite  polyedrische  Zellen  vor- 
kommen. 

Wie  die  amphimorphen  divaricaten  Zellen  auf  der  einen  Seite  in 
die  wellenförmigen  übergehen,  so  schwindet  auf  der  andern  Seite,  in- 
dem mit  einer  Vermehrung  der  Falten  an  Zahl  die  Ausdehnung  dersel- 
ben, wie  die  der  durch  dieselben  gesonderten  Lappchen  abnimmt  und 
ein  Ineinandergreifen  derselben  in  geringerem  Maasse  stattfindet,  eine 
scharfe  Grenze  von  denjenigen  amphimorphen  Zellen,  die  polyedrisch 
gestaltet  erscheinen. 

Bei  diesen  stimmt  die  äussere  Form  völlig  mit  der  einer  polyedri- 
schen  Zelle  Uberein  und  findet  ein  In-  und  Uebereinandergreifen  der 
aneinander  hegenden  Wandungen  nicht  statt,  der  amphimorphe  Charak- 
ter dieser  Zellen  wird  vielmehr  durch  die  nur  in  der  Höhle  der  Zelle 
vorspringenden  Fallen  hervorgebracht. 

Die  Falten  dieser  Zellen,  wie  die  von  diesen  Falten  getrennten 
unvollständigen  Fächer  sind  vielfach  von  so  geringer  Ausdehnung,  dass 
man  dieselben  leicht  übersieht  oder  dieselben  erst  nach  Entfernung  der 
Verdickungsschichlen  erkennt  (Taf.  II.  22.  23a.  30.36),  oder  auf  die- 
selben erst  bei  der  Zusammenziehung  des  Zellinhalls  durch  kleine  war- 
zenförmige Fortsatze,  die  von  dem  die  Zellhöhle  erfüllenden  Inhalts- 
ballen vorragen  und  sich  aus  den  unvollständigen  Fächern  längs  der 
Peripherie  der  freien  Zellwandung  zurückgezogen  haben,  aufmerksam 
wird,  z.  B.  H.  crnenlum,  asplenioides,  brachyglossum,  abruptum,  T.  tri- 
gonum ,  alatum ,  sinuosum  etc. 

§  13. 

Die  freien  Wandungen  der  Zellen  des  Blatlparenchyms  beschrei- 
ben bei  der  Mehrzahl  der  Hymenophyllaceae  schwache  Convexitäten 
(Taf.  II.  ii),  erheben  sich  in  selteneren  Fällen,  ähnlich  den  Epidermis- 
zellen  des  Stammes  an  den  Stellen,  wo  Haarwurzeln  auftreten,  zu  einem 
conischen  oder  meistenteils  cylindrischen  am  Ende  gewölbten  Fort- 
satz, der  entweder  nur  eine  geringe  Höhe  erreicht,  z.  B.  T.  venustum 
(Taf.  II.  42.  43),  oder  an  Höhe  dem  mittleren  Theil  der  Zelle  gleich- 
kommt, z.  B.  T.  auriculatum  (Taf.  II.  49),  oder  denselben  selbst  über- 
trifft, wie  es  bei  H.  Karslenianum  (Taf.  I.  33),  speciosum,  plumo- 
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sinn,1)  und  noch  mehr  in  der  Epidermis  von  H.  Malingii  der  Fall  iit 
(Taf.  1.  32).  dem,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  die  parenchymatöse 
Ausbreitung  des  Blattes  fehlt. 

Diese  Auswüchse  erinnern  an  die  mancher  Blumenblätter  uod  noch 
mehr  an  die  der  Blaltzellen  mancher  Laub-  und  Lebermoose;  dieselben 
sind  bei  den  letztgenannten  Arten  von  Hyroenophyllum  eine  normale 
Erscheinung,  werden  bei  T.  venustum  hingegen  normal  nur  bei  einem 
kleinen  Theil  der  Zellen  angetroffen  und  schwanken  noch  mehr  bei  T. 
auriculalum.  Von  dieser  Art  liegen  Exemplare  mir  vor,  deren  sämmt- 
iiche  Zellen  auf  beiden  Seiten  diese  Auswüchse  getrieben  haben,  neben 
andern,  bei  welchen  dieselben  nur  auf  der  einen  Seite  des  Blattes  ent- 
wickelt sind  und  solchen,  bei  weichen  dieselben  gänzlich  fohlen,  Thal- 
sachen, die  darauf  hinweisen,  dass  die  Entwickelung  derselben  von  der 
Einwirkung  eigentümlicher,  freilich  nicht  näher  zu  bezeichnender,  Um- 
stände bedingt  werde. 

Diese  Auswüchse  sind  jedenfalls  von  den  haarartigen  Gebilden,  die 
wir  später  kennen  lernen  werden ,  zu  unterscheiden ,  da  sie  weder  die 
ersten  Anfänge ,  noch  die  Träger  der  letzteren  darstellen ,  und  werden 
vielleicht  richtiger  mit  den  Auswüchsen  der  Epidermis  des  Stamme* 
die  Haarwurzeln  tragen,  verglichen. 

§14. 

Die  Verdickungssehicbten  der  Zellen  einschichtiger  Blätter  der  flv- 
raenophyllaceae  sind  gewöhnlich ,  analog  solchen  Zellen  höher  orga- 
nisirter  Pflauzen ,  deren  Wandungen  theilweise  mit  andern  Zellen  in 
Berührung  stehen,  theilweise  frei  sind,  auf  den  äusseren  freien  und 
den  seitlichen  an  die  benachbarten  Zellen  angrenzenden  Wandungen  in 
verschiedener  Weise ,  sowohl  in  Bezug  ihrer  Stärke ,  wie  ihrer  Struck 
ausgebildet. 

In  Bezug  ihrer  Mächtigkeit  treten  die  Verdickungsschichten  auf  der 
äusseren  freien  Wand  gewöhnlich  so  sehr  zurück  gegenüber  der  auf 
«den  Seitenwandungen  abgelagerten,  dass  vielfach  die  erstere  gleicb- 
jnässig  dünn  und  ungeschichtet,  die  letztere  aber  von  bedeutenderer 
Mächtigkeit  und  geschichtet  erscheint. 


1)  Auch  die  Zellen,  welche  die  von  den  Nerven  sich  erhebenden  Lamellf"M- 
den,  wachsen  bei  der  genannten  Art  ebenfalls  in  solche  FortsSUe  aus.  | 

i 
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Bei  genauerer  Untersuchung  mit  Hülfe  quellender  Mittel  gelingt  es 
indessen,  z.  B.  hei  T.  Arbusculü,  die  Schichtung  der  freien  Aussenwnnd 
dieser  Zellen  zu  erkennen  und  den  Zusammenhang  der  Verdickungs- 
schichten derselben  mit  den  auf  den  Seitenwandungen  in  bedeutenderer 
Mächtigkeit  abgelagerten  Schichten  zu  constatiren. 

In  Bezug  der  Slructur  der  Schichten  wird  alsdann ,  wie  bei  der 
Betrachtung  der  Gestalt  der  Zelle,  eine  gesonderte  Untersuchung  der 
seillichen  und  freien  Wandung  zweckmässig  sein. 

Die  Verdick ungsschich ton  der  erstem  sind  entweder  in  ihrer  gan- 
zen Ausdehnung  von  gleicher  Stärke  oder  dieselben  schwellen  an  ge- 
wissen Stellen  an. 

In  dem  ersten  Fall  haben  dieselben  gewöhnlich  eine  geringe  Mäch- 
tigkeit und  sind  von  Tüpfeln,  die  auf  den  aneinander  liegenden  Mem- 
branen enrrespondiren ,  und  ohne  bestimmte  Ordnung  bald  zahlreicher 
und  von  geringerer  Grösse,  seltner  in  geringerer  Zahl  und  bedeuten- 
derer Weite  auftreten,  durchbrochen,  z.  B.  in  den  polyedrischen  Zellen 
von  T.  digilatum ,  membranaceum ,  venosum,  glaueo-fuscum,  Ankersii, 
H.  prolrusum,  ferner  in  den  divaricaten  Zellen  von  T.  §  Gonocormus 
( Inf.  II.  1  2),  den  polyedrischen  netzförmig  gefalteten  von  H.  Neesii  (Taf. 
III.  20),  bei  welchen  die  Kalten  der  primären  Membran  durch  die 
Ueberkleidung  von  den  Verdickungsschichten  zu  bedeutenderer  Tiefe  in 
die  Zellhöhle  vorspringen,  die  Tüpfel  der  Verdickungsschichten  aber 
stets  nur  zwischen  diesen  Fallen,  niemals  auf  denselben  auftreten,  im 
Uebrigen  von  den  tupfelähnlichen  Stellen,  die  von  den  Maschen  der 
netzförmig  vereinigten  Falten  umschlossen  werden,  durch  geringere 
Grösse,  wie  bedeutendere  Helligkeit  sich  unterscheiden  lassen  (Taf. 
III.  2t  6). 

Eine  Reihe  von  Veränderungen,  die  theilweise  auch  bei  andern 
Arten  gefunden  werden,  theilweise  den  Ilymenophyllaceis  eigenthüm- 
lich  zu  sein  scheinen,  erfahren  alsdann  die  Verdickungsschichten  der 
Seiten  Wandungen  durch  Quellungen. 

Als  die  geringfügigste  der  hierher  gehörigen  Erscheinungen  ist  zu- 
nächst das  Anschwellen  der  Verdickungsschichten  an  den  aneinander 
slossenden  Kanten  benachbarter  Zellen  anzuführen  (Taf.  III.  16.  2t), 
eine  Erscheinung,  die  in  den  Blättern  zahlreicher  Lebermoose,  in  dem 
Collenchym  der  Rinde  dikotyledoner  Pflanzen  gewöhnlich  angehörten 
wird. 

Abbaadl.  i.  K.  S.  C«mIImIi.  d.  Wusen«*.  XI.  29 
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Bei  den  Hymenophyllaccis  sind  solche  Anschwellungen  eine  bäo- 
tige  Erscheinung,  erreichen  jedoch  stets  nur  einen  geringen  Grad,  aucii 
bleiben  in  denselben  die  Grenzlinien  der  aneinander  stossenden  Zellei: 
stets  kenntlich ;  II.  caespitosum  zeigt  diese  Anschwellungen  am  deul- 
lichsten.  bei  II.  holochilum,  Ncesii,  mullifidtim,  T.  venosum,  polyanthos 
inlermcdium  erreichen  dieselben  in  den  dem  Kluttrand  genäherten  Zellen 
eine  bedeutendere  Starke,  als  in  den  innern  den  Gcfitssbündeln  naher 
liegenden. 

Auffallender  als  diese  Quellungen  sind  andere,  welche  die  seit- 
lichen Wandungen  der  Verdickungsschichten  entweder  längs  ihres 
Randes  an  der  Grenze  von  der  äusseren  Wand  oder  in  ihrer  Mille 
erfahren. 

In  dem  ersten  Fall  bilden  die  Verdickungsschichten  zwei  ringför- 
mige Anschwellungen,  die  den  Rand  der  Zelle  resp.  ihre  Soilenwan- 
dungen  umsäumen,  in  dem  zweiten  Fall  aber  stellen  dieselben  ein  brei- 
tes Hand  dar,  das  die  Mitte  der  Seitenwandung  gilrteiartig  überzieht 

Erslere  Zellen  werden  deshalb  als  umsäumte  oder  cellulae  liniba- 
tae,  letzlere  als  umgürtete  oder  cellulae  cingulatae  bezeichnet. 

In  beiden  Zellenarten  trelcn  gewöhnlich  ihre  charakteristischen 
Verdickungen  so  auffallend  und  scharf  abgegrenzt  hervor .  dass  man 
dieselben  zunächst  nicht  nur  allein  wahrnimmt,  sondern  auch  eine  Fort- 
setzung der  Verdickungsschichten  von  der  seitlichen  Wand  auf  die  äus- 
sere gänzlich  vermisst,  indessen  ist  auch  hier  wieder  durch  die  Ein- 
wirkung quellender  Mittel  nicht  nur  der  conlinuirliche  Zusammenbang 
der  Verdickungsschichten,  sondern  auch  die  stärkere  Anschwellung  der 
letzteren  in  dem  Saum  oder  dem  Gürlel  dieser  Zellen  zu  erkennen. 

In  den  umgürteten  Zellen  {Taf.  II.  2.  8.  16.  17.  27.  III.  47)  erreicht 
der  angeschwollene  Theil  der  Verdickungsschichten  gewöhnlich  in  der 
Mitte  der  seitlichen  Wandungen  seine  bedeutendste  Stärke,  und  ist  ent- 
weder, wie  in  den  Zellen  in  der  Nahe  der  Gefitssbündel ,  auf  die  Mitte 
der  seitlichen  Wandung  beschrankt,  und  erreicht  nicht  den  obern  und 
untern  Rand  derselben,  z.  B.  T.  Borbonicum  (Taf.  I.  17),  oder  er  dehnt 
sich  über  die  ganze  Höhe  derselben  aus.  Derselbe  ist  entweder  mit 
zahlreichen  kleinen,  auf  den  aneinander  liegenden  Wandungen  corre- 
spondirenden  Tüpfeln  durchbrochen,  z.  B.  T.  pyxidiferum,  Cunningha- 
mi,  Borbonicum,  diaphanum,  nummulärem,  nnd  gewöhnlich  von  gerin- 
gerer Mächtigkeit  und  bietet  dann  vielfach  den  Uebergang,  z.  B.  bei  T. 
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pusillam,  zu  Zellen,  deren  Verdickungsschichlen  in  gleichinassigcr  Slttrke 
die  Seitenwandungen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  (Iberziehen ,  oder  er 
isl  nur  von  wenigen  Tüpfeln  durchbrochen  und  erreicht  dann  das  Maxi- 
mum seiner  Ausbildung,  z.  B  bei  T.  crispum,  Marliusii,  Iucens,  Lamber- 
tianum,  Smithii. 

Partielle  Ausbildung  eines  Cingulums  kommt  als  häufige  Erschei- 
nung bei  T.  Millefolium  vor,  indem  die  aneinander  liegenden  Wandun- 
gen verschiedener  in  der  Blattflache  ohne  Ordnung  zerstreuter  Gruppen 
von  2  —  4  Zellen  ihre  Verdickungsschichlen  in  so  hohem  Grad  anquel- 
len lassen ,  dass  oft  der  grossere  Theil  ihres  Lumens  von  denselben  er- 
füllt wird  (Taf.  II.  3. 4).  Anomaler  Weise  kommt  die  gleiche  Erscheinung 
bei  H.  holochilum  u.  a.  vor. 

In  dem  vielschichtigen  Gewebe  höher  organisirter  Pflanzen  isl  eine 
dein  Cingulum  dieser  Zellen  analoge  Verdickung  nicht  bekannt;  in 
Organen  solcher  Gewiichse,  die  nur  aus  einer  einzigen  Zelllage  beste- 
hen ,  fehlt  es  hingegen  nicht  an  hierher  gehörigen  Beispielen.  So  sind 
z.  B.  die  Zellen  des  Schleiers  von  Aspidiuin  cucullalum  Bl.  mit  einem 
Cingulum  versehen,  sind  in  dem  Schleier  von  Diacalpe  aspidioides  die 
Kanten  der  aneinander  liegenden  Zellen  mit  partiellen  Verdickungsschich- 
len versehen ,  die  von  den  Seitenwandungen  ihren  Ursprung  nehmen 
und  eine  weil  Uber  ihre  Basis  sich  ausdehnende  Anschwellung  bilden. 

Der  Uebergang  von  Zellen,  deren  Seitenwandungen  mit  dünnen  gleich- 
starken, in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gleichmässig  getüpfelten  Verdik- 
kungsschichten  versehen  sind,  zu  den  umsäumten  Zellen  wind  in  Zellen 
angetroffen,  bei  welchen  auf  einem  Streifen  Isings  der  freien  Ränder  der 
Seitenwandungen  die  Tüpfel  der  Verdickungsschichlen  fehlen ,  z.  B.  T. 
sublimbalum,  cuspidalum ;  durch  Quellung  dieser  tüpfellosen  Streifen 
kommen  alsdann  die  leislenartig  vorspringenden  Anschwellungen  zu 
Stande,  die  Anlass  gegeben  haben,  solche  Zellen  als  cellulae  limbalae 
zu  bezeichnen  (Taf.  II.  18.  19.  29.  33.  34.  37).  Diese  ringförmigen  An- 
schwellungen sind  daher  stets  tüpfellos,  wahrend  der  zwischen  densel- 
ben befindliche  zartere  Theil  der  Verdickungsschichlen  getüpfelt  isl, 
haben  gew  ohnlich  nur  eine  geringe  oder  eine  massige  Höhe ,  z.  B.  T. 
trigonum,  Filicula,  Hookcri,  reptans,  Krausii,  museoides,  Uenzeiauumv 
Pelersii  nebst  Schaflncrianum ,  emarginatum,  retusum,  Schmidianum. 
alatum»  sinuosum,  II.  asplenioides,  cruenlum,  sibthorpioides ,  ricciae- 
folium,  caudiculalum ,  und  erstrecken  sich  nur  in  seltenen  Fullen,  wie 
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bei  H.  nabellalum  (Taf.  II.  21),  bis  gegen  die  Mitle  der  Seitenwandur.? 
und  sind  hier  nur  durch  einen  schmalen  spaltenförinigen  Zwischenraum 
von  einander  getrennt. 

Der  Litnbus  liisst  sich  ferner  aus  angeschnittenen  Zellen  ohne 
Schwierigkeit,  wenn  auch  gewöhnlich  nicht  ohne  Zerreissung  entfernen 
(Taf.  II.  22.  23.  31.  32),  und  erinnert  dann  vielfach  an  Ringfasern.  von 
welchen  er  aber,  wie  bereits  oben  angeführt  wurde,  dadurch  abweicht, 
dass  er  continuirlich  mit  den  dünnen  Verdickungsschichlen  auf  der  äus- 
seren freien  und  der  Milte  der  seillichen  Wandung  zusammenhangt.  Er 
kann  also  nicht  als  eine  ringfaserige  Verdickung  der  Zelle  angesehen 
werden,  er  slellt  vielmehr  eine  partielle  ringförmige  Anschwellung  der 
membranartigen  Verdickungsschichlen  dar. 

§  I*. 

Die  äussere  freie  Wand  der  Zellen  ist  1)  nur  mit  sehr  dünnen  tü- 
pfellosen Verdickungsschichlen  versehen,  die  gegenüber  denjenigen, 
welche  auf  den  Seilcnvvandungen  abgelagert  sind,  so  sehr  zurücktreten, 
dass  sie  erst  nach  der  Kinwirkung  quellender  Mittel  erkannt  werden 
können,  so  z.  B.  bei  den  Zellen  von  T.  auriculatum,  reptans.  proliferum. 
crispum,  cupressoides,  Boivini,  spicalum,  Arbuscula,  H.  Neesii.  unila- 
terale u.  a. 

2}  es  ist  die  äussere  Wand  der  Zellen  längs  ihrer  Peripherie  mit 
einer  Reihe  von  Tüpfeln  versehen  (Taf.  II.  26,  29.  31.  III.  9.  10  .  So 
gewöhnlich  bei  amphimorphen  Zellen,  indem  die  von  den  benachbarten 
Falten  seitlich  getrennten  Feldchen  der  Süsseren  Wand  mit  einem  Tüpfel 
versehen  sind.1)  Diese  Tüpfel  kommen  an  Ausdehnung  der  Area  dieser 
Fehlchen  annähernd  gleich ,  alterniren  auf  den  aneinander  liegenden 
Membranen  benachbarter  Zellen,  grade  wie  die  sie  begrenzenden  Fallen; 
sie  sind  in  vielen  Fallen  so  fein  (Taf.  II.  20),  dass  man  dieselben  erst 
bei  besonderer  Aufmerksamkeil ,  zumal  da ,  wo  das  Cingulum  oder  der 
Limbus  an  Starke  den  Abstand  dieser  Tüpfel  von  dem  Rand  der  Zellen 
übertrifft,  /..  Ii.  II.  inicrocarpum,  divaricalum,  cruentum.  flnhellatum.  T. 
polyanlhos,  alalum,  trigonum,  Smilhii,  erkennt  und  treten  in  solchen 


1)  Das  Nämliche  gill  auch  von  den  amphimorphen  Zellen  anderer  Pflanzen, 
z.  B.  Lycopodium  sqoarrosmn ,  manchen  Arten  von  Anlmphyum .  den  Gräsern  nach 
von  Mohr»  U-.lersuchunyen  an  Elymus  arenarius.   (Venn.  Schrift  2f.i.  T  9.  f.  I.  ä  ) 


Digitized  by  Googl 


53] 


IBER  DIE  HvMENOPHVLLArEAE. 


453 


Fallen  nach  Entfernung  der  Verilickungsschichlen  deullicher  hervor  (Taf 

II.  31);  in  andern  Fällen  wird  man  durch  ihre  Anwesenheit  erst  auf  die 
Faltungen  des  Randes  dieser  Zellen  aufmerksam,  z.  B.  bei  II.  Tunbrid- 
gense.  Diese  Tüpfel  nehmen  alsdann,  z.  B.  bei  T.  rigiduin,  mit  Zunahme 
der  Ausdehnung  der  Fallen  und  der  von  denselben  gelrennten  Felder 
au  Weile  zu,  und  lasst  sich  dann  erkennen,  dass  sie  auf  der  der  Peri- 
pherie der  Zelle  zugekehrten  Seile  eine  bedeutendere  Tiefe,  als  auf  der 
entgegengesetzten,  dem  Centrum  der  Zelle  zugekehrten,  besitzen  und 
demgemäss  die  Verdickungsschichlen  an  der  Grenze  der  seitlichen  und 
ausseien  Wand  der  Zelle  eine  bedeutendere  Starke  besitzen ,  und  all- 
mahlig  gegen  die  Milte  der  ausseien  Wand  sich  verdünnen. 

Bei  amphimorphen  Zellen  endlich,  deren  vorspringende  Lappchen 
eine  bedeutendere  Grösse  haben,  z.  ß.  T.  Javnnicuin  (Taf.  III.  34),  er- 
reichen diese  Tüpfel  die  grössle  Ausdehnung,  und  erstrecken  sich  über 
die  äussere  Wand  dieser  Vorsprünge  bis  zu  dem  Anfang  derselben  zwi- 
schen den  innern  Enden  der  Fallen. 

3)  die  Verdickungsschichten  der  ausseien  Wand  sind  netzförmig 
gefaltet. 

Sammtliche  hierher  gehörige  Zellen  gehören  zu  den  amphimorphen 
divaricaten  und  sind  auf  der  äusseren  Wanil  mit  einer  Reihe  peripheri- 
scher Tüpfel  verschen ,  zeigen  ferner  in  der  Anordnung  ihrer  Fallen 
eine  Uebereinslimmung  darin ,  dass  die  stärkeren  derselben  an  die  den 
amphimorphen  Charakter  dieser  Zellen  begründenden  Falten  unmittel- 
bar sich  anschliessen ,  als  Verlangerungen  oder  Verzweigungen  dersel- 
ben auftreten  (Taf.  III.  28.  32.  33) ,  also  in  der  Richtung  von  der  Peri- 
pherie gegen  das  Centrum  der  Zelle  hinziehen ,  hier  aber  dann  h&uligcr 
und  unregelmassiger  sich  verzweigen  und  kleinere  Maschen  bilden  (Taf. 

III.  38.  39.  40.  43);  die  Slruclur  dieser  Zellen  wird  dann  noch  dadurch 
complicirler ,  dass  die  grösseren  randstandigen  Tüpfel  durch  feinere 
scheinbar  faserige  Verdickungen  in  kleinere  Tüpfel  abgclhcilt  werden, 

i 

wodurch  denselben  das  Ansehen  von  Gitterzellen  verliehen  wird  (Taf. 
III.  41). 

Dieses  letzte  Verhalten  ist  indess  besonders  lehrreich,  weil  hier 
nachweisbar  die  Höhe  der  scheinbaren  Fasern  und  die  Tiefe  der  zwi- 
schen denselben  liegenden  lüpfelahnlichen  Stellen  eine  ungleiche  ist, 
wie  es  bei  netzfascrigen  Zellen  wohl  niemals  der  Fall  ist,  und  weun 
auch  nicht  entschieden  werden  kann,  ob  die  kleineren  Tüpfel  in  der 
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Area  der  grösseren  zwischen  faserähnlichen  Falten  oder  aufgequollenen 
Streifen  der  Verdickungsschichten  sich  finden,  so  steht  doch  jedenfalls 
fest,  dass  dieselben  nicht  bis  zur  primären  Membran  vordringen;  es 
dürfte  kaum  zu  weil  gegangen  sein ,  aus  ihrem  Auftreten  auf  den  grös- 
seren Tüpfeln  den  Schluss  abzuleiten ,  dass  auch  diese  nur  in  dünneren 
Stellen  der  Verdickungsschichten  nicht  in  lochartigen  Durchbrechungen 
derselben  begründet  seien. 

Von  nicht  geringerem  Interesse  sind  ferner  Uebergänge  zwischen 
den  amphimorphen  divaricaten  Zellen  mit  glatter  und  netzfaltiger  äusse- 
rer Wand,  wie  sie  bei  verschiedenen  Formen  (Taf.  III.  26.  27.  46)  von 
T.  rigidum  (T.  Mandioccanum) ,  T.  obscunun  (T.  papillatum)  vorkom- 
men.1) Diese  stimmen  darin  überein,  dass  au  einem  Theil  ihrer  Zellen 
einige  faserähnliche  Falten  über  die  äussere  Wand  sich  erstrecken  und 
die  Falten  längs  der  Peripherie  der  äusseren  Wand  in  Verbindung  selzen 
(Taf.  III.  33).  Es  wUre  ein  wunderbares  Zusammentreffen,  wenn  in  sol- 
chen Zellen  Falten  und  Fasern  sieh  continuirlich  aneinander  schlössen. 

Die  Verdickungsschichten  der  Seitenwandungen  verhalten  sich  in 
allen  diesen  Fällen  unabhängig  von  der  äussern  Wandung,  und  sind 
entweder  mit  dünnen  gleichmässigen  getüpfelten ,  oder  mit  stärkeren 
nach  Art  eines  Cingulums  angeschwollenen ,  aber  ebenfalls  getüpfelten 
Verdickungsschichten  versehen  (Taf.  III.  47). 

4)  An  diese  Zellen  mit  netzfaltiger  äusserer  Wand  reihen  sich  als- 
dann ausserordentlich  innig  Zellen  an,  deren  äussere  Wand  mit  zahl- 
reichen feinen  tüpfelähnlichen  Stellen  versehen  ist;  dieso  stimmen  mit 
den  netzfaltigen  stets  insofern  überein ,  als  eine  Reihe  randständiger 
Tüpfel  ihren  amphimorphen  Charukler  bekundet  (Taf.  III.  48.  49.  50) 
und  weichen  nur  dadurch  ab,  dass  die  Grösse  dieser  randständigen  Tü- 
pfel eine  geringere  und  dass  innerhalb  derselben  auf  der  Fläche  der 
äussern  Membran  eine  grosse  Zahl  kleiner  Tüpfel  ausgebildet  ist,  Ver- 
schiedenheiten, in  welchen  indess  nur  gradweise  Unterschiede  von  den 
Zellen  mit  netzfaltiger  äusserer  Membran  erblickt  werden  können. 

T.  rigidum  (T.  Mandioccanum)  zeigt  zuweilen  den  Uebergang  zu  die- 


I )  Wie  wir  oben  gesehen  haben ,  dass  die  nämliche  Art  mit  polyedrischen  and 
amphimorphen  Zellen  auftreten  könne ,  so  lehren  diese  Uebergänge  zwischen  Zellen 
mit  glatter  und  netzlaltiger  Süsserer  Wand,  dass  auch  das  Verhalten  der  letztem  allein 
zur  Unterscheidung  der  Arten  nicht  ausreiche. 
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scn  Zellen,  T.  pumiluru,  Milnei,  caudatum  geben  weitere  Beispiele;  bei 
andern,  z.  B.  T.  formosum,  sind  diese  Tüpfel  auf  der  Flache  der  äusseren 
Wand  so  fein,  dass  sie  erst  bei  besonderer  Aufmerksamkeit  erkannt 
werden  können. 

"       §  I«. 

Wie  durch  dio  ungleiche  Veitheilung  der  Deekzellen  auf  beiden 
Seiten  der  Blatter  bei  manchen  Arten  von  Trichomanes,  so  sind  auch 
mehrfach  in  den  Zellen  des  Blattparenchyms  Verhältnisse  ausgespro- 
chen ,  die  eine  Verschiedenheit  der  oberen  und  unteren  Blaltllüche  be- 
urkunden, und  zwar  sind  diese  Verschiedenheiten  in  den  Verdickungs- 
schichlen  der  seitlichen  Wandungen  ausgeprägt,  insofern  diese  auf  den 
mit  der  oberen  und  unteren  Seite  des  Blattes  in  Berührung  stehenden 
Rändern  in  ungleicher  Mächtigkeit  abgelagert  sind. 

Die  bisher  beobachteten  Beispiele  gehören  Arten  mit  umgürteten 
und  umsäumten  Zellen  an. 

Unter  den  letzteren  ist  bei  II.  asplenioidcs  der  Saum  des  oberen 
Randes  von  bedeutenderer  Hohe  und  springt  zugleich  tiefer  in  die  Zell- 
höhle vor,  als  der  des  unteren;  das  Gleiche  ist  bei  T.  cavifolium,  emar- 
giuatum,  und  in  geringerem  Grad  bei  T.  olivaccum  der  Fall.  Bei  T. 
melanotrichum  verhalten  sich  hingegen  die  Zellen  des  Parenchyms  in 
dieser  Beziehung  ungleich ,  indem  nur  in  den  den  Gclässbundeln  be- 
nachbarten Zellen  der  obere  Saum  überwiegend  ausgebildet  ist,  wäh- 
rend in  den  den  Nerven  ferner  liegeuden  oder  denjenigen,  welcho 
die  Mitte  zwischen  den  Gefässbündcln  und  dem  Rand  der  Zipfel  ein- 
nehmen, der  Limbus  der  unteren  Seile  eine  bedeutendere  Stärke  hat 
(Taf.  II.  19). 

Unter  Arten  mit  umgürteten  Zellen  bieten  Trichomanes  §  Gonocor- 
mus,  z.  B.  T.  concinnum,  saxifragoides,  die  geeignetesten  Beispiele; 
bei  dem  ersteren  übertrifft  in  allen  Zellen,  mit  Ausnahme  der  randslän- 
digen,  dio  untere  Hälfte  des  Gürtels  die  obere,  öderes  nimmt  die  Stärke 
des  Gürtels  von  seinem  oberen  Rand  allmählig  gegen  seinen  unteren 
zu ,  während  bei  T.  saxifragoides  der  untere  Hand  des  Gingulums  fast 
plötzlich,  limbusartig  anschwillt  (Taf.  III.  13). 

Die  verschiedene  Stärke  dieser  Verdickungen  auf  den  Scitenwan- 
dungen  der  Zellen  hat  bei  allen  diesen  Arten  bei  dem  Eintrocknen  der 
Blatter  eine  Fallung  der  Blallzipfel  zur  Folge  und  nehmen  überall  die 
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Seiten,  welche  an  die  schwächeren  Verdickungen  angrenzen,  die  con- 
cave,  die  an  die  stärkeren  angrenzenden  die  convexe  Seite  dersel- 
ben ein. 

Ueberschaut  man  das  Blattparenchym  in  seiner  ganzen  Ausdeh- 
nung, so  fallen  im  Allgemeinen  zwischen  den  Zellen,  die  an  die  Nerven 
angrenzen  und  die  innere  Hälfte  der  Bluttzipfel  einnehmen ,  und  den- 
jenigen, die  die  äussere  Hälfte  derselben  bilden  oder  dem  Band  genä- 
hert sind  oder  diesen  selbst  einnehmen,  Verschiedenheiten  auf,  die. 
wenn  sie  auch  meistenteils  durch  allmählige  Uebergänge  vermittelt 
werden,  doch  leicht  erfassl  werden,  wenn  man  die  Extreme  beider  ins 
Auge  fasst,  und  zwar  gilt  im  Allgemeinen,  dass  —  abgesehen  von  deo 
Zellen  des  Bandes,  die  eine  besondere  Erörterung  finden  —  die  Stärke 
der  Verdickungsschichten  von  den  inneren  Zellen  zu  den  äusseren  all- 
mählig  zunimmt,  oder  dass  zwei  oder  drei  Zellrcihen  längs  des  Bandes 
auffallend  stärkere  Wandungen  haben,  als  die  inneren  Zellreihen,  zwi- 
schen welchen  eine  Verschiedenheit  nicht  conslatirl  werden  kann,  z.  B. 
bei  T.  venosum,  exsectum,  Boivini,  proliferum,  H.  Neesii  (Taf.  III.  16.  17, 
u.  a.  So  nimmt  bei  T.  crispum  (Taf.  II.  1 6),  Borbonicum  (Taf.  II.  28)  u.  a. 
das  Cingulum  der  inneren  Zellen  einen  schmalen  Streifen  von  geringer 
Höhe  in  der  Mitte  der  Seitenwandungen  ein  und  gewinnt  in  den  äusse- 
ren nicht  nur  an  Stärke ,  sondern  dehnt  sich  auch  über  die  ganze  seit- 
liche Wand  der  Zellen  aus. 

Analog  diesen  Beispielen  ist  bei  Arten  mit  unsäumten  Zellen,  z.  B. 
T.  emarginatum,  Schmidianum,  trigonum,  der  Saum  der  dem  Rand  ge- 
näherten Zellen  von  bedeutenderer  Stärke  als  der  der  inneren,  ja  er- 
reicht bei  H.  dichotomum  in  der  Nähe  des  Bandes  fast  eine  Stärke,  wie 
bei  H.  flabellatum;  wiederum  bei  andern  Arten,  z.  B.  T.  Boivini,  sind 
die  peripherischen  Tüpfel  der  freien  Zellwandungen  nur  auf  den  äus- 
seren Zellen  ausgebildet,  oder  sind  hier  doch  deutlicher  als  auf  den 
inneren. 

§  18- 

Die  Zellen  des  Blattrandes  sind  entweder,  abgesehen  von  ihrer 
Lage,  nicht  von  den  Zellen  der  Blallfläche  verschieden,  oder  sie  wei- 
chen von  denselben  1)  durch  Faltungen  oder  die  Ausbildung  ihrer  Ver- 
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dickungsschichlen,  2)  durch  ihre  Gestalt  und  Grosse,  und  3}  durch  eine 
eigentümliche  Theilung  ab. 

In  Betreff  des  ersten  Punktes  ist  zu  bemerken ,  dass  die  dem  Rand 
zugekehrte  freie  Wandung  dieser  Zellen  zart  ist,  während  die  an  die 
benachbarten  Zellen  angrenzenden  Wände  derselben  umgürtet  oder 
umsäumt  sind,  z.  B.  T.  crispum,  Filicula,  oder  dass  umgekehrt,  während 
letztere  zart  sind,  nur  die  erstere  mit  den  bereits  Eingangs  unserer  Be- 
trachtung über  die  Gestalt  der  Parenchymzellen  versehenen  Einfallun- 
gen  versehen  ist,  oder  dass  hier  diese  Duplicaluren  stärker  und  deut- 
licher ausgebildet  sind,  als  auf  den  aneinander  liegenden  Seitenwandun- 
gen ,  vielfach  auch  durch  ihre  Ausdehnung  von  den  Falten  der  inneren 
Zellen  des  Blattes  sich  unterscheiden,  z.  B.  II.  caudiculatum,  undtilalum, 
polyanlhos,  my'i  iocarpum,  convolulum,  reniforme,  brach yglossum ;  ferner 
ist  es  Regel,  dass  die  Randzcllcn  an  den  Einschnitten  zweier  Zipfel  stär- 
ker, als  an  den  Enden  derselben ,  diese  Falten  ausbilden 

Bei  anderen  Arten  sind  die  Randzellen  ringsum  stärker  verdickt 
und  zugleich  mit  weiteren,  zwischen  den  netzförmig  verbundenen  Falten 
ihrer  Verdickurigsschichten  auftretenden  ScheintUpfeln  versehen,  als  die 
inneren  Zellen,  z.  B.  II.  fueiforme,  T.  Philippianum,  caudatum  (Taf.  III.  ö). 
Nicht  selten  sind  auch,  z.  B.  bei  T.  rigidum,  die  randsländigen  oder 
gleichzeitig  die  nächst  inneren  Zellen  netzfaltig  punktirt,  während  die 
Übrigen  nur  die  peripherische  Tupfelreihe  zwischen  ihren  randsländi- 
gen Kalten  ausbilden. 

In  der  Gestalt  und  Grösse  der  randständigen  Zellen  sind  nur  sel- 
ten auffallendere  Verschiedenheiten  ausgesprochen,  so  z.  B.  bei  T.  Phi- 
lippianum ,  manche  Korinen  von  T.  rarum ,  bei  welchen  dieselben  eine 
bedeutendere  Weile  haben,  so  bei  T.  Viellardii,  Kndlicherianum ,  wo 
dieselben,  wie  ich  bereits  oben  angeführt  habe,  sich  bedeutend  ver- 
längern, so  bei  T.  Smilhii  u.  a. ,  wie  ihre  Ausdehnung  hinler  der  der 
inneren  Zellen  zurücksteht. 

Eine  weil  verbreitete  Erscheinung  ist  endlich  die  Theilung  der 
Zellen  des  Randes  vermittelst  einer  in  der  Richtung  der  Blaltflächc  auf- 
tretenden Scheidewand  in  zwei  übereinander  liegende  Zellen,  wobei 
wiederum  zu  bemerken,  dass  an  den  Einschnitten  der  Blallzipfel  diese 
Verdoppelung  conslanler  als  an  dem  Ende  derselben  eintritt.  Diese 
Verdoppelung  der  Randzellen  kommt  vor  bei  zahlreichen  Arten  von 
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Trichomancs ,  z.  B.  T.  venustum,  davallioides,  speciosum,  auriculatum 
diaphanum,  bei  II.  fuciforme  (Taf.  IL  17.  44). 

In  seltneren  Fällen  sind  marginale  und  intramarginale  Zellen  Taf. 
IL  41),  oder  einzig  und  allein  die  letzteren  /Taf.  IL  27)  verdoppelt,  er- 
slercs  bei  T.  venustum  und  gewissen  Formen  von  H.  demissum,  lctzie- 
ros  bei  T.  concinnum,  Borbonicum,  bei  welchen  zugleich  diese  verdo|>- 
pellen  Zellen  Wandungen  von  bedeutender  Starke  besitzen.  Unter  d« 
genannten  Beispielen  ist  ferner  T.  venustum  dadurch  ausgezeichnet,  da>» 
der  Rand  des  Flügels  der  secundaren  Blattspindel  in  bedeutenderem 
Maass  anschwillt  und  aus  4  —  8  Zellen  zusammengesetzt  wird,  die  in 
zwei  oder  in  drei  Schichten  über  einander  liegen. 

Das  Extrem  dieser  Vermehrung  der  Randzellen  bietet  endlich  T 
reniformc,  bei  dem  ein  Bündel  gestreckter  massig  verdickter,  von  der 
unveränderten  Epidermis  bedeckter  Zellen,  die  die  Milte  zwischen  den 
Parenchym  und  dem  Sklerenchym  halten,  die  Anschwellung  desHandtf 
herbeiführt. ») 

§  1». 

Die  zwei  ersten  Beispiele  von  Hymenophyllaccis  mit  mehrschich- 
tigen Blattern  machte  C.  Müller  in  T.  mernbranaccum*)  und  H.  dilata- 
tum*)  namhaft;  zwei  andere,*)  T.  reniforme  und  T.  elcgans  Rieh.  T 
Prieurii  Kz.),  wurden  zur  Widerlegung  der  Ansicht  van  den  Boschs,  der 
noch  in  der  Einleitung  in  die  Kcnntniss  der  Hymenophyllaceae*)  allen 
Angehörigen  dieser  Abtheilung  einschichtige  Blatter  zuschrieb,  von  mir 
angeführt.  In  der  Folge  hat  van  den  Bosch  die  mehrschichtigen  Arten 
als  Diplöophylluceae  •)  zu  einer  der  beiden  Hauptabiheilungen  seiner 
Bryopterides  erhoben ,  und  denselben  ausser  den  genannten  Arten  H 
scabrum  und  die  Gruppe  von  T.  album  zugelheilt,  letztere  indess  mit 


<)  Van  den  Bosch  Bij<l.  1.  c.  313  unterschied  diese  Anschwellung  des  Rand« 
von  T.  reniformc  als  vcnula  secundaria  von  den  wahren  Nerven  sowohl,  wie  von  di*o 
Scheinnerven ;  doch  scheint  seiner  Auflassung  die  Annahme,  dass  ein  Gefässbüi1^' 
in  diesem  Rand  enthalten  sei,  zu  Grunde  zu  liegen,  was  entschieden  nicht  dcrW«* 

S)  Bot.  Zeil.  3.  577. 

3)  Bot.  Zeit.  «2.  73  4. 

4)  Diese  Abhandlung.  7.  616. 
5]  I.  c  p.  9. 

6;  Bijd.  p.  3*2. 
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Unrecht,  du  bei  ihr  nicht  das  Parencliym,  sondern  das  die  Gefässbündel 
begleitende  Sklcrcnchym  vermehrt  ist  (§  8). 

Iin  BegrifT,  zur  näheren  Betrachtung  dieser  und  einiger  weiteren 
Beispiele  mit  mehrschichtigein  Parencliym  Uberzugehen,  ist  zunächst 
hervorzuheben,  dass  bei  zahlreichen  Ilymeiiüphyllaceis,  deren  Paren- 
cliym in  der  grosseren  Ausdehnung  des  Blattes  nur  aus  einer  Zell- 
schiclite  besteht,  die  an  die  Gefässbündel  angrenzenden  Zellreihen, 
nieist  1,  oder  2,  selten  3,  wie  häufig  bei  H.  cruentum,  T.  Javanicum 
verdoppelt  sind,1)  und  dass  die  zwischen  zweien  Nerven  an  der  Tren- 
nungsstellc  derselben  liegenden  und  ebenso  die  die  Nervenenden  uber- 
ragenden Parenchymzellen  verdoppelt  seien,  ferner,  dass  nicht  zu  seilen 
die  marginalen,  zuweilen  gleich/eilig  mit  den  intramarginalen  Zellen 
verdoppelt  seien  und  dass  endlich  von  den  Einschnitten  zweier  Zipfel, 
an  welchen  diese  Verdoppelung  der  llandzelle  am  conslanteslen  eintritt, 
ein  aus  zwei  Zelllagen  bestehender  Streifen  von  nicht  unbedeutender 
Starke  nach  innen  sich  fortbilde,  z.  B.  T.  Filicula,  H.  hoiochilum,  dc- 
niissum  u.  a. 

Alsdann  wird  es  nicht  unpassend  sein,  diese  Betrachtung  mit  einem 
Beispiel  zu  eröffnen,  das  mit  gleichem  Recht  den  einschichtigen,  wie 
den  mehrschichtigen  Arten  zugezahlt  werden  kann.  Ein  solches  bietet 
H.  demissum. 

Bei  dieser  Art  ist  zwar  nur  in  seltenen  Fallen  das  Parencliym  des 
Blattes  in  grösserer  Ausdehnung  und  in  seiner  ganzen  Breite  aus  zwei 
Zelllagen  zusammengesetzt,  in  der  Mehrzahl  der  Exemplare  schwankt 
die  Zahl  der  verdoppelten  Zellleihen  längs  des  Randes  zwischen  1 — 3, 
längs  der  Nerven  zwischen  £ — 5.  und  ist  der  in  der  Miltezwischen  beiden 
liegende  aus  einer  Schichte  bestehende  Streifen  bald  auf  eine  einzige 
Zellreihe  beschrankt,  bald  Uber  2 — 7  Zellreihcn  ausgedehnt. 

Wahrend  bei  II.  demissum  die  Verdoppelung  der  Zellen  von  den  Ner- 
ven und  dem  Rand  aus  gegen  die  Mitte  der  Zipfel  fortschreitet,  beginnt  die- 
selbe bei  andern  Arten  nur  von  den  Zellen  längs  der  Nerven  und  schreitet 
von  diesen  aus  gegen  den  Rand  fort,  der  bald  in  geringerer,  bald  in  be- 
deutenderer Breite  aus  einer  einzigen  Zelllage  besteht.  So  z.  B.  wird 
bei  T.  cuspidatuin  das  Parencliym  zwischen  den  Nerven  am  Grund  des 


I)  In  sdlnern  Rillen,  z.  B.  T  Boryanum,  ist  zuweilen  die  zweite  Zellreihc  vom 
Nerven  verdoppelt,  die  unmittelbar  an  denselben  angrenzende  ungelheilt. 
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Blattes  von  zwei  Zclllagen,  hingegen  in  der  grösseren  Ausdehnung  sei- 
ner Flache  nur  von  einer  einzigen  Zelllage  gebildet;  so  wird  bei  T. 
membranaccutn  das  Parenchyn»  zwischen  den  dichten  Nerven  in  der 
grösseren  Ausdehnung  der  ßlattflächc  von  2  oder  3  Zelllagen  zusammen 
gesetzt  (Tat  I,  1 0),  wahrend  der  Blattrand  in  einer  Breite  von  3—8  Zel- 
len aus  einer  einzigen  Schichte  besieht  (Tat  1. 1 1),  und  ist  da,  wo  3  Zoll- 
lagen Uber  einander  liegen ,  die  mittlere  stets  von  bedeutenderer  Weite 
als  die  oberflächlichen.  Ein  weiteres  Beispiel  liefert  T.  longicollum;  bei 
diesem  ist  das  Parcnchym  in  seiner  ganzen  Ausdehnung,  mit  Ausnahme 
der  l'andzellen,  aus  2,  selten  zwischen  den  Nerven  am  Grund  der  Ab- 
schnitte aus  3  Zelllagen  gebildet,  wahrend  bei  dem  nah  verwandten  T. 
elongatum  nur  seilen  das  Parenchym  zwischen  dem  ausserslen  Nerven 
und  dem  Hand  der  Zipfel  seino  Zellen  verdoppelt  hat. 

Wahrend  bei  T.  longicollum  die  über  einander  liegenden  Zellen  an 
Grösse  übereinstimmen ,  sind  an  den  sterilen  Blättern  von  T.  diversi- 
frons  (Tat  I.  24.  27a)  von  den  beiden  Zelllagen,  die  längs  der  Nerven 
sich  ausbilden,  die  Zellen  der  oberen  kleiner,  die  der  unteren  grösser; 
indess  ist  auch  hier  die  Ausdehnung  des  doppell  geschichteten  Paren- 
chyms  vielfachen  Schwankungen  unterworfen,  in  so  fern  bald  sämmt- 
liche  Zellen  zwischen  zweien  Nerven  sich  gethcilt  haben,  bald  eine  oder 
mehrere  Zeilreihen  in  der  Mitte  zwischen  denselben  ungelheilt  geblie- 
ben sind,  bald  das  Parenchym  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Blatt- 
flache aus  einer  einzigen  Zelllage  besteht,  oder  doch  nur  zu  beiden  Sei- 
len der  Nerven  1  bis  4  Zellreihen  verdoppelt  sind.  Letzteres  ist  noch 
bei  T.  Mougeotii  und  spicatum  der  Fall,  die  ich  wegen  der  verschiede- 
nen Grösse  ihrer  Zellen  auf  beiden  Seiten  des  Blattes  hier  anführe,  bei 
denen  indess,  so  weit  meine  Untersuchungen  reichen,  die  Verdoppe- 
lung der  Zellen  niemals  eine  grössere  Ausdehnung  gewinnt.  Gegenüber 
diesen  Schwankungen  der  sterilen  Blatter  bestehen  die  fruchttragenden 
Blatter  von  T.  diversifrons  constant  aus  vier  Zelllagen,  von  welchen  die 
beiden  inneren  von  weiteren ,  die  beiden  oberflächlichen  von  kleineren 
Zellen  zusammengesetzt  werden. 

Nicht  minder  mannigfaltig  in  Bezug  der  Ausdehnung  eines  ge- 
schichteten Parenchyms  verhält  sich  T.  elegans,  bei  dem  sterile  und 
fertile  Blatter  conform  sind.  Von  einer  Zelllage  nämlich  an,  die  in  der 
Breite  von  i — 9  Zellreihen  zu  beiden  Seilen  der  Nerven  an  den  Zipfeln 
jugendlicher  Exemplare  ausgebildet  ist,  findet  man  in  andern  Blattern, 
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bei  welchen  die  Verdoppelung  der  Parenchymzellen  von  den  Nerven 
aus  fortgesehnt  ton  ist  gegen  den  Rand,  der  selbst  in  geringerer  oder 
bedeutenderer  Breite  aus  einer  einzigen  Zellschichte  besteht  (Taf.  IV.  1), 
(Jebergitnge  zu  der  normalen  Ausbildung,  bei  der  die  Zipfel  dos  Blattes 
in  ihrer  ganzen  Breite  von  1  oder  2  inneren  Lagen  weiterer  Zellen  (Taf. 
IV.  2.  3.  4)  und  2  Lagen  oberflächlicher,  kleinerer  Zellen  zusammen- 
gesetzt wird ,  von  welchen  letzteren  wiederum  die  der  Blattoberseile 
an  Grösse  hinler  den  der  Blalliinlerseite  zurückstehen.  Die  bereits  oben 
erv\  ahnten  Scheinnerven  werden  in  allen  Ausbildungsstufen  der  in  Rede 
stehenden  Art  angetroffen. 

Constanl  und  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Blattes  besteht  end- 
lich das  Parenchym  von  T.  reniforme,  II.  dilatatum,  scabrum  aus  3  oder 
4  Zelllagen,  nämlich  aus  1  oder  2  innern  von  weiteren  Zellen  zusam- 
mengesetzten, und  2  oberflächlichen,  deren  Zellen  stets  enger  sind  und 
von  welchen  die  der  obern  Seite  wie  bei  T.  elegans,  T  diversifrons, 
spicatum,  Mougeotii  hinter  den  der  unteren  an  Grösse  zurückstehen. 

In  diesen  Beispielen  erreicht  das  Blatt  die  höchste  Starke,  welche 
bei  Arten  von  Hymenophylltim  und  Trichomanes  angetroffen  wird;  die- 
selbe kehrt  in  völlig  Ubereinstimmender  Weise  bei  den  Blattern  von 
Todea  (Leptopteris)  hymenophylloides,  Fraseri  wieder,  die  in  dieser  Be- 
ziehung die  niederste  Stufe  unter  allen  anderen  Abtheilungen  der  Farne 
einnehmen  und  welchen  grade  wie  den  Arten  von  Hymenophyllum  und 
Trichomanes  Spaltöffnungen1)  und  Inlercellulargänge 3)  abgehen. 

Diese  finden  sich  vielmehr  nur  bei  Loxsoma,  das  in  der  Structur 
seiner  Blätter  sich  in  voller  Liebereinstimmung  mit  den  der  Mehrzahl 


()  Nach  Presl  (Suppl.  70)  sollen  zwar  bei  Todea  §  Leplopteris  Spaltöffnungen 
angetroffen  werden,  doch  muss  icli  nach  Untersuchungen  lebender  Exemplare  von 
Todea  hymenophylloides ,  und  getrockneter  von  T.  Fraseri,  Wilkesii  das  Vorkommen 
derselben  in  Abrede  stellen.  Die  letzte, 'die  nach  dem  Bericht  von  Brackenridge  (expl. 
309)  einen  Stamm  von  18  —  SO  Zoll  Hohe  und  einem  Durchmesser  von  1  %  Zollen 
ausbildet  und  deren  Blatter  incl.  ihres  Stiels  eine  Länge  von  3  Fussen  erreichen,  bietet 
wold  das  colossalstc  Beispiel  einer  spaltöffnungslosen  Landpflanze. 

i)  Die  Inlerccllulargänge  werden  bei  den  Hymenophylleen  nicht  nur  zwischen 
den  Zellen  des  mehrschichtigen  Blattparenchyms,  sondern  auch  in  dem  Blattstiel  und 
an  dem  Stamme,  so  weil  meine  bisherigen,  freilich  in  Bezug  dieses  Punktes  nicht  sehr 
ausgedehnten  Untersuchungen  reichen,  vermisst.  Ks  stimmen  in  dieser  Beziehung 
die  Hymenophyllaceae  mit  den  Laubmoosen  iiherein.  (Vcrgl.  Unger  Sitzb.  d.  K.  K. 
Akademie  Band  43.  II.  8 05.) 
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der  Farne  und  höher  organisirten  Pflanzen  befindet,  und  dieser  gemfcs 
auf  der  Epidermis  seiner  Unterseite  mit  Spaltöffnungen  versehen  ist 
die  mit  Intcrcellulargängen  in  Verbindung  stehen,  welche  das  aus  5—8 
Zolllagen  bestehende  Rlattpnrenchym  durchziehen. 

Im  Uebrigen  noch  die  Bemerkung,  dass  die  innern  Zellen  mebr- 
schichliger  Blatter  von  llymenophyllum  und  Trichomanes  aufallen  Wan- 
dungen gleichmässig  getüpfelt  sind ,  und  die  oberflächlichen  Zellen  so- 
wohl auf  ihren  inneren  und  seitlichen  Wandungen  die  gleiche  Beschaffen- 
heil  besitzen,  hingegen  auf  den  ausseien  freien  Wandungen  und  an 
der  Grenze  dieser  von  den  Scilcnwandungen  die  niimlichen  Verhältnisse 
bieten ,  die  bei  den  einschichtigen  Arten  erörtert  wurden. 

Polyedrisch  gestaltet  sind  die  oberflächlichen  Zellen  und  zugleich 
mit  einer  tilpfellosen  freien  Wand  versehen  bei  T.  membrannceum.  am- 
phimorph,  scheinbar  polyedrisch  mit  einer  Reihe  peripherischer  Tüpfel  ver- 
sehen, bei  H.  scabrum.  amphimorph  divarient  mit  einer  Reihe  solcher  Tüpfel 
auf  der  äussern  Wand  beiT.  elegans.  netzfaltig  bei  T.  longicollum  und  mit 
zahllosen  feinen  Tüpfeln  auf  der  äussern  Wand  bei  T.  reniforme  und  H 
dilatalum;  T.  diversifrons  endlich  besitzt,  wie  bereits  bemerkt  wurde, 
an  manchen  Exemplaren  polyedrische  (Taf.  I.  25),  an  andern  awpni 
morph  divaricate  Zellen  (Taf.  I.  27  b). 

§  20. 

Zu  wiederholten  Malen  wurde  bereits  auf  die  chemische  Zusam- 
mensetzung einzelner  Theile  der  Hymenophyllaceac  aufmerksam 
machl,  und  dürfte,  ohne  auf  eine  erschöpfende  Betrachtung  dieser  Ver- 
hältnisse eingehen  zu  können,  in  dieser  Beziehung  zu  erwähnen  sein, 
dass  das  Gewebe  der  Hymenophyllaceae  mit  Ausnahme  der  dassell* 
Uberkleidenden  Guticula  aus  Cellulose  bestehe,  deren  Reaktion  auf  lod- 
tinklur  und  Schwefelsäure  entweder  unmittelbar,  oder  nach  Entfärbung 
der  betreffenden  Pflanzenlheilc  in  Salpetersäure  hervortritt. 

Bei  dieser  Reaktion  und  selbst  dann,  wenn  alle  Gewebslheile  auf- 
gelöst werden,  bleibt  die  Culicula  farblos  oder  wird  schwach  gelblich 
gefärbt  und  persistirl  durchaus  unverändert;  dieselbe  ist  entweder 
gleichmässig  glatt  oder  sehr  fein  granulirl  und  niemals  mit  Zeichnungen 
versehen,  die  etwa  auf  die  Beschaffenheit  der  unter  ihr  liegenden  Zcll- 
wandungen  schliessen  Hessen;  nur  in  wenigen  Fällen  werden  Mein«? 
glänzende  Körperchen  auf  ihrer  inneren  Seite  wahrgenommen,  von 
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denen  unentschieden  geblieben  ist.  ob  sie  der  Cuticula  oder  der  unter 
ihr  lagernden  Zellmembran  angehören. 

In  dem  polarisirten  Lichte  verhalten  sich  die  Zellen  der  Hymeno- 
phyllaceae  nach  einigen  wenigen  Untersuchungen  an  H.  Tunhridgcnse 
und  T.  elongatum  optisch  negativ  im  Sinne  von  Mohls1)  und  konnte  eine 
Verschiedenheit  in  dem  Verhalten  der  Cuticula  von  den  Zellmembranen 
nicht  constalirt  werden. 

Nach  Ermittelung  der  Thatsache,  dass  die  polsterförmigen  Ver- 
dickungen der  Deckzellen,  der  Rand/ellcn  von  T.  Vieillardii,  Endliche- 
rianum,  die  intramarginalen  von  T.  humile  und  die  randständigen  Falten 
der  Zellen  von  T.  Javanicum  und  Boryanum  Ablagerungen  von  Kiesel- 
säure enthalten,  lag  es  nahe,  auch  das  übrige  Gewebe  in  dieser  Bezie- 
hung ku  prüfen.  Bei  den  zunächst  untersuchten  Arten,  als  T.  Filieula, 
Javanicum,  diversifrons ,  lucens,  Millefolium  konnte  ein  Kicselskcletl 
der  Zellen  nicht  hergestellt  werden,  hingegen  gelang  es.  ein  solches 
bei  T.  pinnalum,  davallioides ,  speciosum,  pallidum,  Smithii,  Irichoi- 
deum  darzustellen ;  in  T.  huinile  wurde  zugleich  ein  Beispiel  gefunden, 
das  in  manchen  Exemplaren  sich  wie  die  ersteren,  in  anderen  wie  die 
letzteren  verhielt,  und  waren  in  dem  letzteren  Fall  nicht  nur  alle  Mem- 
branen von  Kieselsäure  durchdrungen ,  sondern  es  fanden  sich  auch  in 
einzelnen  Zellen  nach  innen  vorspringende  Verdickungen  der  Membranen, 
die  verkieselt  wareu. 

§  21. 

Während  auf  der  einen  Seite  in  allen  Eigentümlichkeiten,  welche  die 
Untersuchung  derGestalt  und  StructurderParenchymzellen  einschichtiger 
Hymenophyllaceae  ermittelte,  insbesondere  in  den  Biegungen  und  Faltun- 
gen ihrer  Seiten  Wandungen,  dem  Ineinandergreifen  derselben  an  der  Grenze 
dieser  und  der  freien  Aussenwandungen ,  der  Ausbildung  einer  Reihe 
peripherischer  Tüpfel  auf  der  äusseren  Wand  Verhältnisse  sich  beur- 
kunden, die  der  freien  Lage  dieser  Zellen  entsprechen  und  bei  höher 
organisirten  Pflanzen  einzig  und  allein  in  den  Zellen  der  Epidermis  an- 
getroffen werden,  entfernen  sich  die  Parenchymzellen  der  Hymenophyl- 
laceae auf  der  andern  Seile  weit  von  diesen  durch  ihren  an  Chorophyll 
reichen  Inhalt,  ja  sie  stimmen  in  diesem  mit  den  Zellen  des  Parenehyms, 
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welches  hei  höheren  Pflanzen  unter  iler  Oberhaut  liegt ,  Uberein.  Die- 
sem Verhalten  entsprechend  sind  in  der  einzigen  Zell  läge  der  Hymeoo 
phyllaccae  die  Kigenschaflen  der  Oberhaut  und  des  Parenchyms  hölierer 
Pflan7.cn  vereinigt.  Vermöge  des  Reichlhums  an  Chlorophyll  kommen 
den  Zellen  der  ersteren  die  Funktionen  des  subepidcrmoiilalen  Paren- 
chyms der  letzteren  zu  und  mehrfache  weitverbreitete  Structurverhäli- 
nisse,  w  ie  z.  B.  die  stärkere  Verdickung  der  Seitenwandungen  der  Zel- 
len der  Hymenophyllaceae  entsprechen  sonder  Zweifel  einem  doppeltes 
Zweck .  indem  durch  denselben  eine  gewisse  Festigkeit  der  Zelle  ver- 
liehen wird,  ohne  eine  Beeinträchtigung  ihrer  Funktionen  herbeizufüh- 
ren, welche  eintreten  müsste.  wenn,  wie  bei  hoher  organisirten  Pflanzen, 
die  oberflächlichen  Wände  der  Epidermis/.ellen  verdickt  waren.1: 

Von  den  ChlorophyllkOrnern  der  Hymenophyllaceae  mag  dann  er- 
wähnt werden,  dass  dieselben  gewöhnlich  einen  Kern  von  Amylura 
einschliesscn  und  dass  sie  bald  vereinzelt  oder  zu  Fäden  von  verschie- 
dener Ausdehnung  an  einander  gereiht,  an  der  inneren  Fläche  de> 
Primordialschlauchs  haften,  z.  B  T.  replans,  H.  eilialum,  bald  reichli- 
cher auftreten,  wie  z.  B.  bei  T.  crispum,  bald,  wie  bei  T.  speciosuni 
dicht  gedrängt  stehen  und  sich  gegenseitig  abflachen,  oder  den  Seiten- 
wandungen und  der  Peripherie  der  äussern  Wand  der  Zelle  so  dicht 
anliegen,  dass  die  Eigenlhümlichkeilen  in  der  Structur  der  letzteren  erst 
nach  Knifärbung  oder  Zerstörung  des  Inhalts  kenntlich  werden.  Im 
Ueb eigen  wied  der  Zellkern  in  den  jugendlichen  Zellen  der  Hymcnopliyl- 
lareae  niemals  vermissl  und  persistirt  der  Primordialschlauch ,  wie  es 
in  lebenskräftigen  Zellen  Uberhaupt  der  Fall  ist,  und  ist  das  Protoplasma 
vielfach  netzförmig  verlheilt  und  liegt  der  inneren  Zellwand  so  fest  an, 
dass  diese  das  Ansehen  besitzt ,  als  werde  sie  von  einer  Lage  kleinerer 
Zellen  zusammengesetzt.*) 


{)  Die  die  Nerven  bedeckenden  Epidermiszellen  bieten  bei  den  Hymenop'1)"*" 
ceis  in  dem  Verhalten  ihrer  freien  Wand  keine  Verschiedenheil  von  den  Zellen  iff 
parenehy  malischen  Ausbreitung  der  Blattzipfel. 

*)  Es  dürfte  nicht  unpassend  sein,  hier  gleichzeitig  zu  erwähnen,  dass  die 
Mehrzahl  der  Hymenophyllaceae  verschiedenen  Arten  von  Coleochaete  zum  Wohiwl» 
dienen,  in  so  fern  dieselben  zu  Täuschungen  Anlass  geben  könnten,  da  das  von  ihm« 
bedeckte  Gewebe  bei  flüchtiger  Betrachtung  eine  kleinzellige  Structur  besitzt-  AU 
Beispiele,  hei  welchen  diese  Epiphyten  beobachtet  wurden,  mögen  angeführt 
H.  gracile,  rteciaefolium,  caudiculalum,  fimbrialum,  renifonne,  macroglossum,  inlerrup- 
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Es  mag  endlich  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  bei  dem  Aufweichen 
derHymenophyllaceae  häufig  Farbenveränderungen  derselben  eintreten, 
die  eine  genauere  Untersuchung  verdienen.  Schon  Taschner1)  hat  der- 
selben gedacht. 

§22. 

Zum  Schluss  der  Betrachtung  der  vegetativen  Organe  der  Hymeno- 
phyllaceae  ist  der  lamellenarligen  Wucherungen  und  der  haarartigen 
Auswüchse  der  Blallflüche  zu  gedenken. 

Erslere  stellen  Wiederholungen  der  parenchymatischcn  Ausbrei- 
tung der  Blaltfl&chc  dar,  entspringen  nur,  oder  doch  gewöhnlich  von 
den  GefössbUndeln  derselben ,  bestehen  stets  aus  einer  einzigen  Lage 
von  Zellen,  die  mit  denen  der  Blatlflachc  sowohl  in  ihrer  Gonfiguration 
und  ihrer  Struclur,  als  auch  ihrem  Inhalt  Ubereinstimmen. 

Diese  Lamellen  treten  entweder  auf  beiden  Seiten  der  Nerven  auf, 
z.  B.  H.  sericeum,  Fusugasugense,  pyramidatum,  oder  sie  sind  auf  die 
Oberseite  des  Blattes,  wie  bei  H.  (omentosum ,  oder  auf  die  Unterseite 
desselben  wie  bei  H.  lobato-alatum,  fuscum  und  Trichomanes  Martiusii, 
der  einzigen  Art  von  Trichomanes,  bei  welcher  Lamellen  angetroffen 
werden,  beschränkt. 

Dieselben  schwanken  an  Zahl,  sobald  mehr  als  zwei  auf  einem 
Nerven  zur  Ausbildung  kommen,  z.  ß.  H.  Fusugasugense,  nehmen  an 
Höhe  stets  von  dem  Grund  gegen  das  Ende  der  Mitlelrippe  oder  der 
Seilennerven  ab ,  schwanken  aber  ebenfalls  in  dieser  Beziehung  so  sehr, 
dass  man  bei  Arten,  deren  Lamellen  gewöhnlich  augenfällig  hervor- 
treten, Exemplaren  begegnet,  an  welchen  nur  sehr  schwache  Rudi- 
mente derselben  ausgebildet  sind,  z.  B.  H.  fuscum,  sericeum.  Zudem 
treten  diese  Lamellen  vielfach  erst  an  alleren  Blattabschnitten  hervor 

tum,  demissum,  Blumeanum,  protrusum,  pyeuocarpura,  Neesii,  T.  pumilum,  flavo- 
fuscum,  Schtnidianum,  rigidum,  Mandioccanum,  humile,  melanotrichum,  elegans,  pin- 
natum,  dimorphiun ,  trigonum ,  Millefolium ,  pyxidiferum,  maximum,  longicollum, 
Ankersii ,  Beispiele ,  die  Arten  aus  den  verschiedensten  Welltbeilen  angehören ,  und 
unter  welchen  die  auf  T.  Ankersii  beobachteten  mit  Früchten  verschen  waren ,  wah- 
rend die  Borsten ,  welche  zur  Benennung  der  Galtung  Anlass  gegeben  haben ,  aber 
bekanntlich  nicht  den  Charakter  derselben  bilden,  allgemein  fehlten.  —  Freunden 
dieser  Epiphyten  noch  die  Bemerkung,  dass  dieselben  auch  auf  den  Arten  von  Autro- 
phyum;  Schizaea,  AngioplerU,  Ophioglossum  als  eine  ganz  gewöhnliche  Erscheinung 
angetroffen  werden. 
i)  I.  c.  14. 
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oder  erlangen  doch  erst  ihre  volle  Ausbildung  in  einer  späteren  Periode, 
wlihrend  an  jüngeren  Abschnitten,  die  indess  bereits  aufgerollt  sind, 
kaum  eine  Spur  von  denselben  wahrzunehmen  ist,  z.  B.  H.  sericeum. 

Diese  Lamellen  erstrecken  sich  entweder  conlinuirlich  über  die 
ganze  Ausdehnung  der  Nerven,  oder  sie  sind  unterbrochen  wie  bei  H. 
lobalo-alatum,  T.  Marliusii,  und  gehen  alsdann  in  die  in  grösseren  Ent- 
fernungen von  einander  auftretenden,  dem  Lauf  der  Nerven  in  zwei- 
zeiliger Anordnung  folgenden  Gebilde  Uber,  die  sich  bereits  haarartigen 
Auswüchsen  nähern,  von  denen  sie  indess  stets  durch  ihre  in  der  Rich- 
tung der  Nerven  befestigte  lamellenförmige  Basis  sich  unterscheiden, 
während  ihr  allmählig  sich  verschmälerndes  Ende  vielfach  in  eine  Bor- 
stenzelle, wie  bei  diesen,  auslauft.  Solche  Gebilde  kommen  bei  H.  cri- 
statum,  Jamesoni,  latipes  vor,  kehren  dann  bei  H.  Fusugasugense ,  plu- 
raosum,  pyramidatura  und  einigen  andern,  wo  die  Nerven  conlinuirliche 
Lamellen  tragen,  auf  dem  Parenchym  der  Blattfläche,  als  Trüger  eines 
Theils  der  Sternhaare  wieder.1) 

In  diesen  Gebilden  ist  die  letzte  Andeutung  der  Lamellen  enthalten, 
die  von  den  Moosen  und  Lebermoosen  an  aufwärts  sich  bis  zu  den  Hy- 
menophyllacccn  erstrecken,  bei  andern  Abtheilungen  der  Farne  nur  eine 
sehr  geringe  Ausbildung  erreichen8}  oder,  wie  bei  höher  organisirtea 
Pflanzen ,  als  eine  normale  Erscheinung  nicht  mehr  auftreten. 


I)  Solche  partielle  lamellenartige,  auf  dem  Parenchym  der  BlatUläch«  sieh  er- 
hebende Wucherungen  habe  ich  gegenüber  den  auf  den  Nerven  entspringenden  La- 
mellen, als  Kämme,  crislae,  bezeichnet. 

t)  Wenn  ich  bei  andern  Farnen  von  Andeutungen  analoger  Gebilde  rede,  so 
habe  ich  nicht  die  auf  der  untern  Seite  des  Blattes  auftretenden  mit  den  Fruchthaufen 
in  Beziehung  stehenden  Wucherungen  und  demgemiiss  weder  den  Schleier,  noch  die 
denselben  umgrenzenden  Erhebungen  des  Blatlparenchyms,  die  in  sehr  verschiedenen 
Abstufungen  auftreten  und  zuweilen,  z.  B.  bei  Agplenium  scolopendroides,  elegans  zu 
den  verkehrtesten  Deutungen  Anlass  gegeben  haben,  im  Auge,  sondern  ich  möchte 
vielmehr  auf  Wucherungen  aufmerksam  machen ,  die  auf  der  Oberseite  des  Blattes 
entweder  von  dem  die  Hauptnerven  bedeckenden  Gewebe,  oder  in  geringer  Entfer- 
nung zu  beiden  Seiten  derselben  auf  dem  Blatlpnrenchym  sieb  erbeben. 

In  dem  geringsten  Grad  dieser  Wucherungen  erscheint  die  Spindel  des  Blattes 
oder  die  Mittelrippe  eines  Abschnitts  auf  der  obem  Seite  von  einer  Längsfurche  doreb- 
zogen,  bei  einer  etwas  stärkern  Ausbildung  berandet,  und  ist  alsdann  dieser  Rand  an  dem 
Ursprung  eines  Nerven  unterbrochen  und  häufig  gleichzeitig  in  einen  kleinen  spitzen  Fort- 
satz ausgezogen.  In  gleicher  Ausdehnung  treten  die  auf  dem  Parenchym  in  der  Nähe  der 
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Von  den  bei  den  Laubmoosen1)  auftretenden  Lamellen  weichen  die 
der  Hymenophyllaceae  bereits  durch  ihre  Schwankungen  an  Zahl  und 
Hohe  ab,  sie  erreichen  auch  -nirgends  eine  Ausbildung,  die  der  der  La- 
mellen eines  Fissidens  oder  einer  Schisloslega  oder  mancher  Leber- 
moose gleichkäme,  bei  welchen,  wie  mir  scheint,  die  analogen  Gebilde 
noch  nicht  hinlänglich  gewürdigt  worden  sind. 

Von  den  haarartigen  Auswüchsen  war  bereits  oben  Anlass  der- 
jenigen zu  gedenken ,  welche  als  Analoga  der  Spreuschuppen  anderer 
Farne  anzusehen  und  schildförmig  befestigt  sind.  Dieselben  bestehen 
bei  den  Hymenophyllaceae  gewöhnlich  aus  einer  Reihe  von  Zellen;  ihre 
Befestigungsstelle  Hegt  entweder  dem  Ende  der  Basalzelle  so  nahe, 
dass  sie  leicht  verkannt  werden  kann ,  z.  B.  T.  reptans ,  in  andern  Fal- 
len ist  der  Stiel  an  der  zweiten  Zelle  des  Haars,  oder  an  der  Grenze 
der  zweiten  von  der  dritten  Zelle  befestigt,  i.  B.  T.  reniforme,  IL  dila- 
tatum,  dichotomum. 

Diese  Spreuhaarc  wurden  beobachtet  auf  dem  Rhizom  von  H. 
cruentum,  asplenioides,  polyanthos,  myriocarpum,  undulatum,  sangui- 
nolentum,  caudiculatum ,  dilatalum,  dichotomum,  chiloense,  unter  den 
Arten  von  Trichomanes  bei  T.  reniforme,  reptans,  cavifolium,  Krausii. 
museoides,  pyxidiferum,  diaphanum,  maximum,  Crispin»,  speciosum, 
aurieulatum,  Ankersii,  venuslum,  Mandioccanum,  Smithii,  cellulosura,  Ja- 
vanicum .  asplenioides.  Dieselben  werden  gewöhnlich  frühzeitig  abge- 
slossen  und  daher  gewöhnlich  nach  Ausbildung  der  Haarwurzeln  vermisst. 

An  dem  Blattstiel,  der  Blaltspindel  und  den  Nerven  sind  diese 
Spreuhaare  eine  seltene  und  gewöhnlich  eine  sehr  vorübergehende  Er- 
scheinung; in  bei  weitem  seltneren  Füllen,  z.  B.  bei  H.  caespilosum. 
Gardneri,  exsecluni,  fuscum,  chiloense,  T.  macroclados  persistiren 
dieselben. 

Die  einzige  Annäherung  an  flachenförmig  ausgedehnte  Schuppen 


,  i 

Nerven  sich  erhebenden  Wucherungen  auf,  doch  erreichen  diese  eine  bedeutendere 
Höhe,  erhallen  eine  der  Blatlfluchc  'ähnliche  Consistenz  und  Farbe. 

Zur  Untersuchung  dieser  Verhältnisse  scheint  vor  vielen  andern  die  Verglekhung 
der  Aspleuion  aus  der  Abtheilung  Diplaziuiu  und  Athyrium  geeignet,  doch  bieten  auch, 
da  es  sich  um  eine  weit  verbreitete  Krscheinung  handelt,  die  Arten  von  Aspidiom 
z.  B.  ans  der  Verwandtschaft  von  A.  filix  mas,  von  Cystopleris,  Dennstiidlia,  Ptcris, 
Cheilanthes  u.  a.  reichliche  Gelegenheit  zum  Studium  derselben. 

1]  Vergl.  C  Müller  Linnaea  «8.  4  04  ;  Schimper  rech.  s.  I.  Mouss.  it. 
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bieten  diese  Spreuhaare  auf  der  Blatlspindel  von  H.  cristatum  Wal)., 
wo  neben  ungeteilten  oder  zerschlitzten  schildförmig  befestigten  Haa- 
ren noch  schuppenförmige  von  verschiedener  aber  stets  geringer  Grosse 
angetroffen  werden. 

An  diese  schildförmig  befestigten  Spreuhaare  reihen  sich  zunächst 
bogenförmig  gegliederte  Haare  an ,  die  mit  der  Grundfläche  ihrer  Ba- 
salzelle auf  der  Epidermis  befestigt  sind ;  dieselben  kommen  vor  auf 
dem  Rhizom  von  T.  Arbuscula,  polyanthos,  sinuosum,  pinnatum,  spica- 
tum,  digitatum,  palmatiCdum,  dichotomum,  H.  latifrons,  Lindeni,  inter- 
ruptum,  eilialum,  fueoides,  dann  bei  H.  fueiforme  und  Loxsoma,  bei 
welchem  letzteren  die  Basalzelle  dieser  Haare  zuweilen  getheilt  ist,  der 
Art ,  dass  zwei  Zellen  die  Befestigung  des  Haars  vermitteln. 

Die  nämlichen  Haare  finden  sich  auf  dem  Blattstiel  und  an  der 
Blatlspindel  von  H.  fueoides. 

Als  eine  geringe  Modification  dieser  Borsten  erscheinen  bei  der 
Mehrzahl  der  Arten  von  Hymenophyllum  und  Trichomanes  auf  der 
untern  Blaltseite  an  den  Nerven  kleine  Haare,  die  aus  einer  kurzen 
Stielzelle  und  einer  grosseren  cylindrischen  oder  kolbigen  Endzeile  be- 
stehen ,  z.  B.  T.  speciosum ,  minutum ,  museoides ,  polyanthos ,  H.  Blu- 
meanum.  Dieselben  haben  die  weiteste  Verbreitung,  kommen  zahlrei- 
chen Arten  zu,  die  dem  unbewaffneten  Auge  vollkommen  glatt  erscheinen 
und  werden  gewöhnlich  frühzeitig  abgestossen. 

Eine  andere  Reihe  haarartiger  Auswüchse  weicht  von  den  bisher 
aufgezählten  dadurch  ab,  dass  sie  nicht  wie  diese  allein  auf  den  Nerven, 
sondern  noch  von  dem  Rand  oder  gleichzeitig  von  den  Zellen  der  Blatt- 
flache  ihren  Ursprung  nehmen  und  dass  sie  gewöhnlich  persistiren. 

In  dem  einfachsten  Falle  trägt  eine  Parenchymzelle  ein  oder  zwei 
ungeteilte  einfache  Borstenhaare,  z.B.  am  Rand  von  T.  digitatum,  pal- 
malilidum,  oder  es  bildet  sich  zunächst  eine  kurze  Stielzelle  aus,  die 
eine  oder  zwei  Borslenzellen  trögt,  z.  B.  T.  Martiusii,  crinitum,  trigonum, 
oder  es  werden  von  einer  längeren  Stielzelle  3 — 5  oder  mehr  Strahlen 
getragen,  wie  bei  H.  pulchellum,  Morilzianum,  trichophyllum,  interrup- 
tum ,  dann  bei  H.  tomentosum ,  plumosum ,  Fusugasugense,  bei  welchen 
die  Blattflächc  wie  die  Lamellen  derselben  in  gleicher  Weise  diese  Stern- 
haare tragen  und  endlich  bei  II.  speciosum,  Karstenianum ,  Malingit 
(Taf.  I.  32) ,  bei  welchen  dieselben  zwischen  oder  am  Grund  der  Papil- 
len, in  welche  die  Epidermiszellen  auswachsen,  inscrirt  sind. 
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Als  eine  Modifikation  dieser  Slernhaarc  treten  dann  Haare  auf,  die 
zu  zweien  beisammen  von  einer  Zelle  des  Blattrandes  entspringen  und 
sich  in  ungleichem  Maasse  verzweigen ,  oder  von  welchen  die  eine  un- 
geteilt ist,  z.  B.  H.  eiliatum. 

Einer  andern  Reihe  von  Haaren  geben  Gruppen  von  Zellen,  deren 
Zahl  innerhalb  enger  Grenzen  (von  2 — 6)  schwankt,  den  Ursprung,  und 
von  welchen  eine  jede  eine  ungeteilte  Borste  trägt,  z.  B.  T.  museoides, 
Krausii,  pusillum;  oder  es  wachsen  zwei  durch  Verdoppelung  einer 
Randzelle  entstandene  Zellen  zu  cylindrisch  gestalteten  Stielzcllen  aus, 
die  sich  rechlwinklicht  auf  beiden  Blaufischen  diametral  einander  ent- 
gegengesetzt erheben  und  an  ihrem  Ende  sternförmig  angeordnete  Strah- 
len tragen,  die  teilweise  einfach,  theilweise  verzweigt  sind,  z.  B.  bei 
H.  elasticum. 

Als  eine  Modification  dieser  letzteren  haarartigen  Gebilde  erscheinen 
endlich  die  schuppenförmigen,  1  '/2  Schraubenwindungen  beschreibenden 
Auswüchse  des  Blattrandes  von  T.  membranaceum.  die  bald  für  fehlge- 
schlagene oder  sterile  Schleier,1)  bald  für  schneckenförmig  gewundene 
Lamellen»)  angesehen  wurden,  Deutungen,  die  indess  unstatthaft  er- 
scheinen, weil  dieselben  niemals,  weder  auf  den  Nerven  wie  die  La- 
mellen, noch  an  den  Enden  derselben,  wie  die  Fruchthaufen,  auftreten; 
sie  nehmen  vielmehr  von  einer  Gruppe  von  Randzellen,  ähnlich  wie  die 
Sternhaare  von  T.  museoides  ihren  Ursprung,  breiten  aber  ihre  schei- 
benförmige Ausbreitung  auf  beiden  Seiten  der  Blaltfläche,  ähnlich  wie 
die  Doppelhaare  von  H.  elasticum  ihre  Strahlen  aus.  Durch  Vereinigung 
sämmtlicher  Strahlen  der  letzteren  zu  einer  continuh  liehen  Schichte 
würde  eine  schneckenförmig  gewundene  Schuppe  zu  Stande  kommen, 
die  an  Ausdehnung  der  von  T.  membranaceum  gleich  käme. 

§23. 

Während  nach  den  mitgeteilten  Beobachtungen  die  Ausbildung 
und  Structur  der  Blätter  nur  im  Allgemeinen  bei  der  Mehrzahl  der  Ar- 
ten von  Hymenophyllum  und  Trichomanes  einen  durchgreifenden  Un- 
terschied von  andern  Farnen  bietet,  in  andern  seltneren  Fällen  die 
Structur  sich  bis  zu  einer  Stufe  erhebt,  auf  der  auch  andere  Farne,  z.B. 


f)  Martius,  ic.  pl.  crypt.  t03. 
*)  C.  Müller,  Bot.  Zeit.  3.  577. 
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Todea  §  Leptopteris  stehen ,  ja  bei  Loxsoma  ein  Unterschied  in  der 
Structur  des  Blattes  von  der  Mehrzahl  anderer  Farne  nicht  obwaltet,  ist 
in  den  Fruchthaufen  der  Hymenophyllaceae  eine  Reihe  von  Verhältnis- 
sen in  einer  bei  andern  Farnen  nicht  wiederkehrenden  Weise  combinirt. 

Bevor  wir  indess  zu  diesen  selbst  Ubergehen  ,  ist  die  Anordnung 
der  Fruchthauren  zu  betrachten  und  in  Betreff  dieser  zunächst  hervor- 
zuheben, dass  entweder,  abgesehen  von  der  An-  oder  Abwesenheit 
der  Fruchthaufen ,  fertile  und  sterile  Blatter  völlig  Ubereinstimmen  oder 
eine  Verschiedenheit  beider  dadurch,  dass  die  fruchttragenden  Bhitl- 
zipfel  sich  verkürzen  und  zusammenziehen ,  bemerkbar  wird,  oder  dass 
OiflbrniiUU  steriler  und  fertiler  Blätter  augenfällig  hervortritt,  sei  es,  dass 
bei  übereinstimmender  Thcilung  des  Blattes  die  Grösse  des  Blattstiels, 
der  Blallfläche  und  der  Blattabschnitte,  oder  die  Gestalt  der  letzteren, 
wie  bei  T.  pinnatum,  heterophyllum,  bifrons,  Spruceanum ,  oder  die 
Thcilung  der  Blätter  selbst  Verschiedenheiten  biete,  wie  bei  T.  spica- 
lum,  nanuin,  diversifrons,  welche  alle  in  der  Fiederlheilung  ihrer  sterilen 
Blätter  übereinstimmen,  während  die  fruchttragenden  der  beiden  er- 
steren  ährenförmig  angeordnete  getrennte  Fruchthaufen,  das  letztere 
aber  zu  beiden  Seiten  der  Mittelrippe  seiner  ungeteilten  BlatlAächc,  je 
eine  Reihe  eingesenkter  Fruchthaufen  ausbildet.  Auch  T.  pinnatum  var. 
Yiltaria  kann  hier  angeführt  werden ,  in  so  fern  sein  steriles  Blatt  wie 
bei  der  Grundform  fiederschnittig,  sein  fertiles  ungetheill  ist. 

In  gewisser  Beziehung  geht  mit  diesen  Verhältnissen  Hand  in  Hand 
die  Anordnung  der  Fruchthaufen,  indem  da,  wo  sterile  und  fertile  Blät- 
ter übereinstimmen ,  gewöhnlich  alle  Nerven  im  Stande  sind ,  Fruchl- 
haufen  auszubilden,  da  hingegen,  wo  die  fruchttragenden  Zipfel  sich 
verkürzen,  nur  ein  bestimmter  Theil  der  letzteren  diese  Veränderung 
erfährt  und  einen  Fruchlhaufen  ausbildet. 

Ersleres  ist  der  Fall  bei  Arten,  deren  Nerven  dichotom  gelheilt 
sind  und  fächerartig  ausstrahlen,  z.  B.  T.  reniforme,  oder  eine  zwischen 
der  dichotomon  und  fiederartigen  schwankende  Theilung  besitzen,  z.  B. 
T.  digitatum,  flabellatum,  palmatifidum,  dann  unter  Arten  mit  anadromen 
Nerven  bei  II.  eilialum,  microcarpum,  manchen  Formen  von  H.  ramm, 
polyanthos  (junge  Exemplare),  Blumeanum,  dichotomum,  unter  Arteo 
mit  katadromen  Nerven  bei  T.  replans,  Krausii,  heterophyllum,  man- 
chen Formen  von  T.  sinuosum. 

In  allen  diesen  Fällen  schreitet,  wenn  man  das  Verhalten  einiger 
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Arten,  z.  B.  von  11.  Bluiueanum  als  niaassgebend  betrachten  darf,  die 
Ausbildung  der  Fruchtbaufen  der  Entwicklung  des  Blattes  von  unten 
nach  oben  folgend  fort  und  hält  dieser  gleichen  Schritt. ') 

Fast  gewöhnlicher  als  diese  Fülle ,  in  welchen  alle  Nerven  Frucht- 
haufen ausbilden ,  endet  ein  Theil  derselben  steril  und  dann  nehmen 
die  sterilen  Nerven  entweder  den  Grund  oder  die  Spitze  des  Blattes  und 
seiner  Abschnitte  ein. 

In  dem  ersteren  Falle  sind  entweder  ein  oder  mehrere  untere  se- 
cundüre  oder  primäre  Abschnitte,  wie  bei  H.  microcarpum,  steril,  oder 
es  sind  die  Fruchthaufen  nur  am  oberen  Theil  des  Blattes  auf  sUmm Iii- 
chen Nerven  ausgebildet,  wahrend  der  grössere  untere  Theil  derselben 
steril  ist,  z.  B.  H.  paniculiflorum ,  osmundoides,  apiculatum,  T.  asple- 
nioides,  oder  es  kommt  ein  einziger  Fruchthaufen  auf  der  Spitze  des 
Blattes  zur  Ausbildung,  z.  B.  H.  brevifrons,  abruptum,  verkümmerten 
Formen  von  T.  Hookeri,  museoides  u.  a.,  oder  es  endet  die  Blattspilze 
steril  und  nehmen  dio  Fruchthaufen  entweder  das  Ende  der  Fiedcr- 
abschnilte,  wie  bei  H.  sinuosum,  oder  gleichzeitig  mit  den  oberen  Scilen- 
nerven  ein,  z.  B.  T.  crispum,  H.  tomentosum,  T.  Arbuscula,  bicorue,  II. 
pyramidalum,  oder  es  endigen  die  Blattspilze  sainmt  den  primären  Ab- 
schnitten steril,  die  secundären  aber  enden  durch  einen  Fruchtbaufen, 
während  ihre  unleren  Nerven  steril  bleiben,  z.  B.  T.  trigonum,  lucens, 
Lambertianum,  manche  Formen  von  T.  alatum. 

In  dem  zweiten  Falle  enden  die  Blattfläche  und  die  primären  Ab- 
schnitte steril ,  und  nehmen  die  Fruchthaufen  entweder  alle  oder  die 
unteren  Nerven  dritter  und  vierter  Ordnung  ein,  z.  B.  H.  polyanlbos, 
ramm,  II.  lineare,  oder  sie  sind  auf  den  untersten  Nerven  dritter  oder 
vierter  Ordnung  beschränkt,  z.  B.  EI.  rarum,  sinuosum. 

Unter  den  angeführten  Beispielen  bietet  T.  sinuosum ,  wie  in  der 
Anordnung  der  Nerven  (§  5) ,  so  auch  in  der  der  Fruchthaufen,  die  ex- 
tremsten Schwankungen  dar,  und  sind  gewöhnlich  an  Exemplaren  mit 


<)  In  einer  andern  Wciso  verhalt  sich  nach  Newman  (Brit.  ferns  888)  T.  spe- 
ciosum  W.  (T.  radicans  Aul. ) ;  hier  soll  das  Blatt ,  nachdem  es  in  dem  zweiten  Jahre 
s«'iiie  volle  Ausbildung  erreicht  hat,  erst  in  dem  dritten  Fruchlhaufen  entwickeln,  eine 
Angabe,  die  ich  an  englischen  Exemplaren  der  genannten  Art  nicht  prüfen  kann,  nach 
Exemplaren  von  Madeira,  deren  Blatter  schon  im  zweiten  Jahre  reife  Fruchtbaufen  tra- 
gen, bezweifle.  —  Andere  verwandte  Arten,  z.  B.  T.  radicans  (mexicanische  Exem- 
plare), bilden  in  dem  Jahr  ihrer  Entfaltung  auch  ihre  Fruchtbaufen  aus. 
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anadromcn  Nerven  die  Fruchthaufen  auf  die  ersten  tertiären  Nerven  be- 
schränkt, während  bei  Exemplaren  mit  kaladromen  Nerven  gewöhnlich 
nur  die  Miüclrippc  der  primären  Abschnitte  einen  Fruchthaufen  tragt. 

In  allen  andern  Beispielen  findet  eine  volle  Uebereinstimmung  der 
Nervatur  statt,  mag  die  Anordnung  der  Fruchthaufen  sein,  welche  sie 
wolle.  So  z.  B.  bei  T.  alatum  mit  katadromen  Nerven  trügt  bald  die 
Costula  der  secundären  Abschnitte,  bald  der  zweite  Nerv  der  4.  Ord- 
nung den  Fruchthaufen. 

So  z.  B.  nehmen  bei  T.  intramarginale  und  lalemarginale  mit  ana- 
dromen  Nerven  die  Fruchthaufen  ganz  gewöhnlich  nur  die  innere  Seite 
der  untern  Abschnitte  und  das  Ende  der  obern  ungeteilten ,  nicht  aber 
die  Blattspitze  ein,  während  in  andern  Fällen  auch  diese  einen  Fruchl- 
haufon  trägt,  bei  weitem  häufiger  aber  der  oberste  seitliche  Zipfel  sich 
sammt  seinem  Fruchthaufen  aufrichtet  und  eine  scheinbar  endständige 
Stellung  einnimmt,  während  der  terminale  Blallzipfel,  wie  gewöhnlich, 
steril,  aber  fast  bis  zur  Unkenntlichkeit  verkümmert  ist.  Nicht  unwahr- 
scheinlich durfte  sein ,  dass  bei  H.  minimum  der  einzige  zur  Ausbildung 
gelangende  Fruchthaufen  dem  obersten  seitlichen  Blattzipfel  angehöre, 
der  in  Folge  der  Verkümmerung  des  endständigeu  in  die  Richtung  von 
diesem  eingetreten  ist. 

H.  caespitosum  bietet  ein  Beispiel ,  wo  das  Blatt  bald  durch  einen 
Fruchthaufen  begrenzt  wird  und  unter  diesen  einige  seilliche  Frucht- 
haufen trägt ,  bald  unbegrenzt  sich  fortbildet,  in  welchem  letzleren  Falle 
nur  seitliche  Fruchthaufen  zur  Ausbildung  kommen. 

T.  asplenioides  und  Javanicum  endlich  mit  anadromen  Nerven  un- 
terscheiden sich  im  Wesentlichen  dadurch,  dass  bei  dem  ersteren  die 
Spitze  des  Blattes  und  die  Abschnitte  nebst  den  oberen  Seitennerven 
Fruchthaufen  tragen,  bei  letzleren  hingegen  die  Fruchthaufen  auf  die 
oberen  Seitcnnerven  beschränkt  sind,  und  weder  die  Enden  der  Ab- 
schnitte, noch  des  Blattes  selbst  einnehmen,  Unterschiede,  die  bei  an- 
dern Arten,  z.  B.  H.  polyanthos,  in  verschiedenen  Altersstufen  der 
Pflanze,  d.  h.  an  jüngeren,  in  geringerem  Grade  ausgebildeten,  aber 
immerhin  schon  fruetificirenden  und  an  älteren  kräftigeren  Exemplaren 
wahrgenommen  werden,  wcsshalb  die  Wahrscheinlichkeit  nahe  liegt, 
dass  auch  T.  asplenioides  und  Javanicum  nur  Stadien  ein  und  der  näm- 
lichen Art  seien ,  wie  dermalen  wegen  der  geringen  Zahl  der  vorliegen- 
den Exemplare  nicht  festgestellt  werden  konnte. 
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Nicht  minder  auflallend  sind  die  Schwankungen  in  der  Anordnung 
der  FriK-liihaufen  unter  Arten  mit  katadromen  Nerven  bei  T.  pinnatum. 
Wahrend  nämlich  gewöhnlich  die  Fruchthaufen  in  aufsteigender  Ord- 
nung und  an  jüngeren  Exemplaren  nur  die  untersten,  zuweilen  selbst  nur 
die  das  Ende  der  aus  der  Blattspindel  hervortretenden  Nerven  einneh- 
menden Fruchthaufen  zur  Ausbildung  kommen,  fehlen  an  andern  Exem- 
plaren grade  diese  unteren  Fruchthaufen  ganzlich  und  fruetificiren  nur 
die  oberen  Seitennerven  nebst  dem  Ende  der  Costa  der  Fiederabschnittc. 

Diese  Schwankungen  in  den  Anordnungen  der  Fruchthaufen  ver- 
ringern zwar  den  Worth,  der  in  systematischer  Beziehung  denselben 
entnommen  werden  kann,  heben  denselben  jedoch  nicht  völlig  auf,  da 
in  der  nämlichen  Weise,  wie  gewöhnlich  diese  Schwankungen  nach 
zwei  Seiten  sich  von  einander  entfernen,  insofern  als  entweder  die  obe- 
ren oder  die  unteren  Nerven  des  Blattes  und  seiner  Abschnitte  steril 
bleiben,  neben  Arten,  deren  sammtliehe  Nerven  Fruchthaufen  tragen, 
andere  entweder  nur  auf  der  Spitze  des  Blattes,  der  primären  oder  sc- 
cundären  Abschnitte,  oder  gleichzeitig  den  nächst  oberen  an  diese  an- 
grenzenden Seitennerven,  oder  nur  auf  den  untersten  oder  den  unleren 
Nerven  einer  Ordnung  Fruchthaufen  tragen,  also  grade  derjenigen 
Fruchthaufen  entbehren,  die  bei  den  ersteren  am  constanlcsten  zur 
Ausbildung  kommen. 

Den  ersteren  dieser,  für  welche,  da  sie  so  innig  an  die  auf  allen 
Nerven  fruchttragende  Nerven  sich  anschliessen,  bereits  oben  zahlreiche 
Beispiele  angeführt  sind,  hat  V.  d.  Bosch1)  endständige,  den  letzteren 
achselständige  Fruchthaufen  zugeschrieben. 

Diese  letzteren  werden  seltner  bei  einer  völligen  Uebercinslimmung 
steriler  und  ferliler  Blätter  wie  hei  T.  Mougeotii,  venosum,  Ankersii, 
protrusum,  Loxsoma,  häufiger  bei  einer  Verkürzung  und  Zusammenzie- 
hung der  fruchttragenden  Blattzipfel  angetroffen,  z.  B.  bei  H.  chiloeuse, 
exseclum.  Gardneri,  fuscum,  axillare,  myriocarpuiu,  dilatatum,  formosum. 
Millefolium,  fueiforme,  Neesii,  Tunbridgense,  T.  trichoideum,  Smithii, 
apiifolium  etc.  Dieselben  bilden  entweder  nur  einen  einzigen  Frucht- 
haufen auf  dem  ersten  Nerven  einer  Ordnung  aus,  z.  B.  bei  T.  venosum, 
Vieillardii,Colensoi,  manchen  Formen  von  T.  Ankersii  U.A.,  oder  in  aufstei- 
gender Folge  auf  den  Nerven  gleicher  Ordnung  mehrere,  z.  B.  bei  H.  pec- 


i)  Btjd.  1.  c.  3U. 
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tinatum,  Bridgesii .  oder  selbst  zahlreiche  wie  z.  B.  bei  T.  p  in  na  tum,  d»- 
versifrons,  spicatum. 

Doch  auch  in  diesen  Beispielen  kommen  wieder  Abweichung» 
vor,  indem  zuweilen,  wie  bei  II.  myriocarpum,  Millefolium,  Tunbridgen^, 
auch  das  Ende  eines  secundüren  Abschnitts  einen  Fruchlhaufen  trägt 
und  nicht  nachgewiesen  werden  kann ,  dass  dieser  Fruchlhaufen  nur 
eine  scheinbar  endständige  Stellung  besitze,  wie  bei  T.  intramarginale 
crläulerl  wurde,  und  noch  mehr  wird  die  Feslhallung  dieser  Verhält- 
nisse  dadurch  erschwert,  dass  die  Arien  mit  conformen  und  zusammen- 
gezogenen verkürzten  fruchttragenden  BlaUzipfeln  in  vielen  Fällen  ohne 
scharfe  Grenze ,  in  einander  übergehen. 

Gleichzeitig  mit  der  Unterscheidung  der  endständigen  und  axillaren 
Fruchthaufen  hat  Van  den  Bosch  darauf  hingewiesen ,  dass  erstere  ge- 
wöhnlich bei  Arien  mit  kaladromen  Nerven,  letztere  bei  Arten  mitanadro- 
men  angetroffen  werden,  eine  Annahme,  die  zwar  filr  die  Mehrzahl  der 
Arien  gültig  ist,  ja  noch  insofern  eine  Bestätigung  erhält,  als  T.  sinuosuiu, 
die  einzige  Art,  die  mit  anadromen  und  kaladromen  Nerven  schwankt,  bei 
der  Ausbildung  der  ersteren  axilläre,  der  der  letzteren  endsländige 
Fruchlhaufen  besitzt,  aber  doch  auch  wieder  zahlreichere  Ausnahmen 
erfahrt,  als  V.  d.  Bosch  verniulhet  hat.  Unler  den  Arten,  deren  Nerven 
constanl  anatlrome  Anordnung  besitzen,  tragen  H.  apiculalum,  L'Hermi 
uieri  und  puniculiflorum  u.  a.,  ferner  T.  asplenioides  und  unter  Um- 
ständen T.  inlraroarginale.  lalemarginale  endständige  Fruchthaufen,  und 
umgekehrt  tragen  unter  Arten  mit  kaladromen  Nerven  conslant  axillare 
Fruchlhaufen  z.  B.  ausser  Loxsoma,  T.  Mougeotii  und  diversifrons. 

§24. 

Wie  bei  allen  Farnen  den  Beziehungen  der  Fruchlhaufen  zu  den 
Nerven  die  grössle  Wichtigkeit  beigelegt  wird,  so  hat  man  nicht  nur 
im  Allgemeinen  den  Charakter  der  Hymenophyllaceae  in  den  über  den 
Blattrand  sich  fortsetzenden  und  das  Heceptaculum  oder  die  Coluniella 
des  Fruchthaufens  bildenden  Nerven  gefunden,  sondern  auch  in  dem 
Verhallen  dieses  Nerven  Anhaltspunkte  zur  Trennung  der  beiden  Gat- 
tungen Hymenophyllum  und  Trichoinanes  gesucht,  indem  man  in  frü- 
herer Zeit  das  über  den  Schleier  vorragende  Receptaculum  für  Tricho- 
manes ,  das  in  demselben  eingeschlossene  für  Hymenophyllum  charak- 
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teristiscli  lu'ell  und  in  neuerer  Zeit  von  CrUger*)  und  nach  diesem  von 
Yan  den  Hosch'J)  der  ersten  dieser  beiden  Gattungen  ein  unbegrenztes, 
am  Grund  nachwachsendes  und  in  Folge  dessen  hier  die  jüngeren  Spor- 
angien tragendes  Receptaculum,  der  letzteren  hingegen  ein  begrenztes, 
frühzeitig  seine  Enlwickelung  abschliessendes  oder  alle  Sporangieu  si- 
multan bildendes  Receptaculum  zugeschrieben  wurde. 

Zur  richtigen  Würdigung  dieser  Verhallnisse  ist  in  erster  Linie  her- 
vorzuheben, dass  bei  allen  Hyinenophyllaceis  die  Enlwickelung  der  Spor- 
angien von  der  Spitze  gegen  die  Basis  der  Columolla  fortschreite,3) 
dass  die  Enlwickelung  neuer  Sporangien  bald  früher  aufhöre,  bald  langer 
andaure,  und  dass  eine  jede  Art  in  diesem  Punkt  sich  constanl 
verhalte. 

Die  Abweichung  meiner  Auffassung  von  der  Crüger's  beruht  also 
darauf ,  dass  ich  auch  bei  denjenigen  Arten  von  Hymenophylluui ,  bei 
welchen  dieser  Forscher  eine  simultane  Entwickelung  der  Sporangien 
annimmt,  und  zwar  gestutzt  auf  Beobachtungen  an  II.  eiliatum  eine  von 
dem  Ende  gegen  die  Basis  der  Columclla  fortschreitende  Entwickelung 
der  Sporangien  annehme,  und  die  gleiche  Entwickelungsfolge  bei  zahl- 
reichen andern  Arten  aus  der  Thalsache,  dass  die  dem  Ende  der  Colu- 
mella  genäherten  Sporangien  ihre  Ausbildung  früher  vollenden  als  die 
unteren,  abzuleiten  gerechtfertigt  halle,  so  z.  B.  bei  H.  Tunbridgense. 
polyanthos,  Loxsoma,  bei  welchen  die  unteren  Sporangien  stcls  an 
Grösse  den  oberen  nachstehen,  indess  gleich  diesen  Sporen  ausbilden. 

An  diese  Arten  reihen  sich  alsdann  Beispiele  an,  die  in  der  Mitte 
zwischen  Hymenophylluin  und  Trichoniancs  stehen,  insofern  die  abstei- 
gende Entwickelungsfolge  der  Sporangien  längere  Zeit  andauert  als  bei 
Hymenophylluin.  aber  noch  nicht  eine  unbegrenzte  ist,  wie  bei  Tricho- 
manes.  Hierher  gehören  H.  Neesii,  dichotomum,  fueoides,  caespitosum, 
exseclum,  Gardneri,  fuscum,  niacroglossum,  prolrusum ,  T.  polyanthos, 
flabellatum ,  digilatum ,  capillalum,  bei  welehen  am  Grunde  der  Golu- 
mella  jugeudliche  Sporangien,  die  niemals  Sporen  ausbilden,  angetroffen 


i)  Bot.  Zeit.  18.  353. 
1)  Bijd.  354. 

3)  Ob  in  diesem  Verhalten  ein  durchgreifender  Charakter  der  Hymeuophyllaceae 
ausgesprochen  sei ,  wird  von  der  Entwickelung  der  Sporangien  in  den  Fruchthaufen 
von  DennstUdtia  u.  a.  abhanden,  die  noch  genauerer  Untersuchungen  bedarf. 
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werden  und  die  Columella  selbst  in  geringer  Ausdehnung  den  Schleier 
überragt.  «) 

Bei  der  Mehrzahl  der  Arten  von  Trichomanes ,  z.  B.  T.  crispum. 
alatum .  lucens ,  crinitura  ,  venustum ,  ist  alsdann ,  wie  Cruger  und  Van 
den  Bosch  erkannt  haben,  das  Wachsthum  der  Columella  ein  unbe- 
grenztes und  dauert  die  Entwickelung  neuer  Sporangien  unterhalb  der 
ausgebildeten  unbegrenzt  fort  und  trifft  man  von  diesen  gegen  die  Basis 
der  Columella  fortschreitend  eine  vollständige  Entwickelungsreihe  der 
Sporangien  bis  zu  ihrer  ersten  Anlage  an.  Zugleich  ist  die  Zahl  der  in 
der  Ausbildung  begriffenen  Sporangien  stets  eine  sehr  bedeutende.  *j 

Unterhalb  der  ersten  Anlagen  der  Sporangien  zwischen  ihnen  und 
dem  Grund  der  Columella  besteht  das  Gewebe  der  letzteren,  abgesehen 
von  dem  Gelassbündel .  auf  dessen  Verhalten  ich  zurückkomme,  aus 
kleineren  regelmässig  gereihten  Zellen,  die,  wie  den  oberflächlichen  ent- 
nommen werden  kann,  durch  Scheidewände,  die  rechtwinklicht  zur 
Längsausdehnung  der  Columella  auftreten,  und  zwar  in  dem  nämlichen 
Maass  als  die  oberen  Zellen  sich  ausdehnen  und  Anlageu  von  Sporangien 
bilden,  sich  vermehren. 

Das  Wachsthum  der  Columella  ist  also  ein  unbegrenztes  und  ein 
intercalares  und  in  diesem  Wachsthum  liegt  eine  Erscheinung  vor.  die 
bei  Farnen  überhaupt  unerhört  ist,  da  sonst  bei  diesen  Anlage  und  Aus- 
bildung der  Gefässbündel  von  unten  nach  oben  fortschreiten  und  nur 
bei  niederen  Pflanzen  entfernte  Analoga  finden. 

Bei  T.  crispum  ist  dieses  intercalare  Wachsthum  der  Columella. 
lange  bevor  dieselbe  den  Schleier  uberragt,  nachweisbar,  die  Periode 
aber,  in  welcher  dasselbe  beginnt,  ist  mir  ebenso  wie  die  Entstehung 
der  ersten  Anlage  der  Columella  unbekannt  geblieben;  ebenso  kann 
ich  nicht  entscheiden ,  in  welchem  Maass  dasselbe  an  der  Ausbildung 


I)  Andere  Beispiele  von  Hymenophyllum,  deren  Columella  den  Schleier  öber- 
r.tgt,  sind:  H.  Sibthorpioides ,  chiloensc ,  brevifrons,  abrupUim ,  ricciacfolium ,  furi- 
fortne,  polyanthos. 

J)  Die  Gesammlheil  dieser  in  der  Ausbildung  begriffenen ,  dichl  bei  einander 
stehenden  Sporangien  erscheint  dem  unbewaffneten  Aug«  als  eine  Anschwellung  am 
Grund  der  aus  dem  Schleier  hervorgezogenen  Columella,  wie  sie  bei  T.  crispum, 
crinitum,  helerophyllum  von  Hedwig  u.  a.  dargestellt  wurde,  befremdend  ist  es, 
dass  noch  Van  den  Bosch  (Bijd.  306}  annahm,  dass  die  Columella  der  Hymenophylla- 
ceae  gewöhnlich  am  Grund  angeschwollen  sei. 
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der  Columella,  da,  wo  derselben  ein  unbegrenztes  Wachslhum  zukommt, 
Antheil  hat.  Unter  den  Arten  von  Hymenophyllum  war  indess  das  intcr- 
calare  Wachsthum  der  Columella  z.  B.  bei  H.  prolrusum  nachweisbar. 

In  Bezug  der  Gestalt  der  Columella  ist  im  Allgemeinen  hervorzu- 
heben, dass  dieselbe  entweder  und  zwar  gewöhnlieh  da,  wo  ihr  ein 
begrenztes  Wachsthum  eigen  ist,  an  ihrem  Ende  eine  Anschwellung1) 
bilde,  wahrend  sie  da,  wo  ihr  ein  unbegrenztes  Wachslhum  zukommt, 
stielrund  uud  fadenförmig  gedehnt  ist.')  Dieselbe  ist  alsdann  stets  un- 
verzweigt.3) 

Das  GefassbUndel  des  fruchttragenden  Nerven  setzt  sich  stets  con- 
tinuirlich  in  die  Columella  fort4)  und  erlischt  entweder,  wie  bei  Lox- 


i)  Im  Allgemeinen  hüll  die  Gestalt  dieser  Anschwellung,  deren  Ende  zuweilen 
auch  wieder  in  eine  Spitze  ausgezogen  ist ,  gleichen  Schritt  mit  der  des  Schleiers ; 
man  vergleiche  in  dieser  Beziehung  H.  fonnosum  oder  Junghuhnii  mit  II.  productuni 
u.  dgl. 

2}  Die  Länge,  welche  die  Columella  erreichen  kann,  ist  bei  Arten  wie  z.  B.  T. 
crispuin  eine  sehr  bedeutende,  sie  beträgt  oft  mehr  als  z  Zoll ;  in  der  Mehrzahl  der 
Fülle  verwittert  der  ältere  über  den  Schleier  hervorragende  Theil  der  Columella  und 
ist  die  Länge  derselben  nicht  mehr  zu  bestimmen. 

Aus  dem  nämlichen  Grund  triflt  man  nur  selten  das  Ende  der  Columella  unver- 
sehrt an. 

Dasselbe  war  entweder  abgerundet  und  durch  eine  einzige  keilförmige  Schei- 
lelzelle  abgeschlossen,  so  bei  H.  prolrusum;  oder  es  war  zugespitzt,  auffallend  ver- 
schmälert ,  oder  durch  Ausdehnung  der  Endzeilen  in  geringem  Grad  angeschwollen, 
so  bei  T.  crispum,  venustum,  letzteres  ebenso  bei  T.  crinilum,  Javanicum,  atrovirens, 
wo  der  Scheitel  der  Columella  eingesunken  und  in  Folge  dessen  gleichsam  zweispaltig 
zu  sein  schien.  Solche  Fülle  mögen  der  Abbildung  Hedwig  s  (gen.  Ilym.  t)  zu  Grunde 
liegen.  F.ndesanschwellungen  der  Columella  von  den  bei  Presl  (Hym.  T.  V)  dargestell- 
ten Dimensionen  sind  mir  aus  eigner  Anschauung  nicht  bekannt  geworden.  — 

3)  Scheinbare  Auszweigungen  in  Doppelfruchlhaufen  von  H.  pectinatura,  seseli- 
folium  bestätigen  die  Hegel,  wobei  gleich/eilig  bemerkt  werden  mag,  dass  am  Ende  der 
Fiederabschnilte  von  11.  pyramidatum ,  tomentosum  sehr  häufig  2  oder  3  Fruchlhaufen 
zusammenfliessen. 

4)  Van  den  Bosch  fragt  (Bijd.  I.  c.  315),  ob  immer  eine  Verlängerung  des  Ge- 
f  issbündels  des  fruchttragenden  Nerven  in  der  Columella  eintrete ,  oder  ob  letztere 
unabhängig  von  dem  Geffissbiindcl  entstehe  und  schien  für  möglich  zu  halten ,  dass 
zwischen  Columella  und  Schleier  Verhältnisse  obwalteten,  die  den  bei  Laub-  und 
Lebermoosen  zwischen  der  Sela  des  Sporangiums  und  der  Vaginula  stattfindenden 
entsprächen,  oder  mag  durch  das  unbegrenzte  intercalare  Wachslhum  der  Columella 
an  ihrem  Grunde  an  das  Sporangium  von  Anlboceros  erinnert  worden  sein,  das  ein 
basales  Wachslhum  besitzt  und  seine  Sporen  in  absteigender  Folge  ausbildet. 

Dieser  Frage  von  V.  d.  Bosch  slehl  der  directe  Nachweis  des  Eintritts  des  Gc- 
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soma,  in  dem  Grund  derselben,  eine  nicht  unbedeutende  Strecke  unter- 
halb der  untersten  Sporangien  oder  es  setzt  sich  wie  bei  Hyraenophy!- 
lum  und  Trichomanes  in  der  Langsachse  der  Coltimelia  bis  zu  dem  Ende 
derselben  fort.  Hat  dieColumella  ein  begrenztes  Wachslhuiu,  so  schwillt 
nicht  selten,  z.  B.  H.  eiliatum,  das  Gefässbündel  in  seinem  Verlauf  duret 
dieselbe  allmählig  an;  hat  dieselbe  ein  unbegrenztes  Wachsthum,  so 
setzt  sich  dieser  Gefässbündel  entweder  conlinuirlich  durch  die  Stella 
fort,  an  der  das  intercalare  Wachsthum  der  Columella  seinen  Silz  hat 
z.  B.  in  jungen  Fruchthaufen  von  T.  crispum,  venustum,  oder  es  ist  an  die- 
ser Stelle  unterbrochen,  wie  einmal  bei  T.  Irigonum  beobachtet  wurde, 
oder  es  ist  fast  unterbrochen ,  indem  einige  wenige  verholzte  GefasszeJ- 
len  zwischen  den  hier  neugebildelen  Zellen  liegen ,  während  oberhalb 
und  unterhalb  dieser  Stelle  das  Gefässbündel  zahlreiche  verholzte  Ge- 
fässzellcn  enthält. 

Das  Gefässbündel  der  Columella  ist  in  der  Regel  einfach ,  nur  aus- 
nahmsweise verzweigt,1)  es  enthält  einige  wenige  enge  Spiralfasern  und 
treppenförmige  Zellen ,  die ,  wie  in  den  üusserslen  Nervenzweigen ,  nur 
eine  sehr  geringe  Weile  haben. 

Das  das  Gefässbündel  in  der  Blallfläche  umscheidende  Sklereo- 
chym  erlischt  entweder  bei  dem  Eintritt  desselben  in  die  Columella. 
oder  es  setzt  sich  auf  die  beiden  von  diesem  Nerven  abgehenden  Zweige 
'§  25)  oder  zwischen  das  parenehymatische  Gewebe  des  Schleiers  fort, 
dringt  also  niemals  in  die  Columella  ein ,  gemäss  der  bereits  oben  an- 
geführten Thatsache,  dass  die  fruchttragenden  Nerven  aller  Farne  sich 
dieser  Hülle  entkleiden. 

Das  zwischen  dem  Gefiissbündel  und  seiner  Sklerenchymscheidc 
liegende  parenehymatische  Gewebe,  das  in  den  Nerven  der  Blatlfläche 
nur  eine  sehr  dünne  Schichte  bildet,  vermehrt  sich  hingegen  bei  dem 


fässbündels  in  die  Columella  entgegen  und  diesen  Vergleichen  mit  den  Moosen  Jehl«, 
da  bei  denselben  ungleiehwerlhige  Gebilde  in  Parallele  gestellt  werden ,  alle  Berech- 
tigung, und  nur  solchen  Forschern,  welche  in  dem  Blatt  der  Hymenophyllaceae,  wie 
der  Farne  überhaupt ,  Zweige  erblicken ,  können  Vergleiche  zwischen  dem  Schleier 
der  Hymenophyllaceae  und  der  Vaginula  oder  dem  Perianthium  eines  Lebermooses  ge- 
stattet sein  ;  für  uns  sind  solche  unhaltbar. 

1 )  Bei  T.  reniforme  spaltete  sich  das  Gefässbündel  in  3  oder  4  in  geringer  Ent- 
fernung von  einander  hinziehende  Zweige  ;  bei  H.  Tunbridgense  sah  ich  einmal  einen 
kleinen  Seitenzweig  von  dem  Gefiissbündel  abgehen. 
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Riotritt  des  Gefässbündels  in  die  Columella,  umgiebl  das  letztere  in 
mehreren  Lagen  und  bildet  den  grösseren  Theil  der  Masse  der  Colu- 
mella ;  seine  Zellen  sind  in  regelmässigen  longitudinalen  Reihen  ange- 
ordnet, die  auch  an  dem  ältesten  Theil  der  Columella  mit  Sicherheit 
erkannt  werden  können.  Die  Zahl  der  oberflächlichen  Zellen  reihen  be- 
trug bei  T.  crispum  1 3.  —  Intercellulargänge  fehlten  auch  zwischen  die- 
sen Zellen. 

Diejenigen  Zellen  dieser  oberflächlichen  Reihen ,  welche  zu  Spor- 
angien  auswachsen ,  theilcn  sich  wahrend  der  Ausbildung  der  letzteren 
in  eine  Rosette  von  4 — G  Zellen.  Solche  Zellrosetlen  deuten  demnach 
in  der  ausgebildeten  Columella  uberall  die  Insertionsstelle  eines  Spor- 
angiums  an. 

Die  Anordnung  der  Sporangicn  ist ,  wenn  man  einigen  Beobach- 
tungen an  H.  Tunbridgonse,  eilialum  allgemeine  Gültigkeit  für  die  Arten 
mit  begrenzter  Columella  zuschreiben  darf,  Überall  eine  spiralige;  die- 
selbe tritt  mit  zweifelloser  Gewissheit  bei  allen  Arten  mit  unbegrenzter 
Columella  hinzu,  z.B.  T.  crispum,  und  bildet  sich  hier  in  dem  nämlichen 
Maass,  als  die  Columella  sich  verlängert,  gegen  den  Grund  derselben 
fort,  wobei  kaum  nothwendig  sein  dürfte  hervorzuheben ,  dass  weniger 
die  spiralige  Anordnung  der  Sporangien  auf  dem  Receptaculum  —  eine 
solche  kommt  ja  auch  bei  Alsophila,  Hemitelia,  Cyathea  u.  a.  vor,  —  als 
die  absteigende  Richtung,  in  welcher  die  Spirale  sich  fortbildet,  den 
Hymenophyllaceis  eigentümlich  ist. 

§25. 

Bei  der  einfachsten  Ausbildung  der  Fruchthaufen  der  Hymenophyl- 
laceae,  welche  bei  H.  eiliatum  und  den  Verwandten  angetrolTen  wird, 
fehlt  eine  Auszweigung  des  fruchttragenden  Nerven  bei  seinem  Ueber- 
tritt  in  die  Columella;  bei  der  Mehrzahl  der  Arten  von  Hymenophyllum 
und  Trichomanes  wird  die  Ausbildung  der  Fruchthaufen  dadurch  com- 
plicirter,  dass  dieselbe,  wie  bei  Arten  von  Davallia  §  Eu-Davallia,  rechts 
und  links  einen  Zweig1)  abgiebt ,  der  an  der  Grenze  des  Schleiers  von 


1 )  Nachdem  in  verschiedenen  Abbildungen  diese  Zweige  hervorgehoben  worden 
waren  und  Taschner  dioselben  bei  Trichomanes  (i.  o.  93)  beschrieben  und  Rudimente 
derselben  bei  Hymenophyllum  (I.  c.  14)  aufgefunden  halle,  und  von  mir  mit  Hinwei- 
sung auf  die  Uebereinstiminung  der  Fruchlhaufen  von  Hymenophyllaceis  und  Davallia- 
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der  Blaufläche  oder  an  der  Grenze  der  der  oberen  und  unteren  Seile 
des  Blalts  entsprechenden  Hälften  des  Schleiers  hinzieht. 

Im  Wesentlichen  hängt  die  Ausdehnung  dieser  beiden  Zweige  von 
der  der  Röhre  des  Schleiers  ab  und  halten  dieselben  mit  dieser  gleichen 
Schrill;  dieselben  fehlen  daher  überall,  wo  der  Schleier  bis  auf  seinen 
Grund  gespalten  ist,  z.  B.  H.  ciliatum,  produclum  u.  a.,  erreichen  nur 
einc  rudimentäre  Ausbildung  bei  den  Arien  von  Hymenophyllum  mit 
kurzer  Schleierröhre,  treten  mit  der  Verlängerung  derselben,  z.  B.  H. 
Neesii  u.  a.,  deutlicher  auf,  und  erreichen  das  Maximum  ihrer  Ausbil- 
dung bei  Trichomancs  und  werden  in  gleicher  Slürke,  sowohl  bei  Arien, 
deren  Fruchthaufen  in  die  Blaltfläche  eingesenkt  sind,  z.B.  T.  sinuosum, 
diversifrons ,  als  bei  solchen,  wo  die  Fruchlhaufen  Uber  die  BlaUfläcbe 
hervortreten  und  nur  von  einem  schmalen  Flügel  der  Blaltsubstanz  um- 
säumt werden,  z.  B.  T.  trichoideum,  angetroffen. 

Bei  Loxsoma  fehlen  diese  Zweige  gänzlich. 

Abweichungen  und  Schwankungen  in  dem  Auftreten  und  der  Aus- 
dehnung dieser  Zweige  sind  mir  nur  wenige  begegnet.  So  z.  B.  fand 
sich,  dass  dieselben  bei  T.  elegans  nur  bis  zur  Milte  der  Schleierröhre 
sich  erstrecken,  ferner,  dass  unter  Arten ,  die  gewöhnlich  diese  Zweige 
nicht  ausbilden,  z.  B.  bei  H.  caudiculatum,  reniforme,  undulatum,  poly- 
carpum,  scabrum,  dilatatum  Rudimente  derselben  auftreten  und  um- 
gekehrt bei  anderen,  welche  gewöhnlich  mit  denselben  versehen  sind, 
fehlen,  z.  B.  H.  Millefolium,  feiner  bei  H.  Blumeanum,  pyenocarpum, 
welche  beide  zuweilen  nur  einen  von  diesen  beiden  Zweigen  ausbilden: 
von  auffallenderen  Schwankungen  ist  mir  nur  ein  Beispiel  bekannt  ge- 
worden in  Ii.  flabellalum,  in  so  fern  bei  demselben  bald  2  starke  Zweige, 
bald  nur  Rudimente  derselben  entwickelt  sind,  bald  endlich  jede  Spur 
auch  von  diesen  vermisst  wurde. 

Die  Structur  dieser  beiden  Zweige,  die  ich  als  die  Schenkel  (crura) 
des  ferlilen  Nerven  bezeichnet  habe,  sliminl  mit  der  der  Nerven  der 
Blaltfläche  Uberein;  ihr  Gelassbundclchen  hat  stets  nur  eine  sehr  geringe 

Arlenein  besonderer  Werlh  auf  dieselben  gelegt  worden  war,  wurde  die  Existenz  dersel- 
ben von  Van  den  Bosch  (Einl.  8)  zunächst  in  Abrede  gestellt,  dann  dieselben  zur  Ein- 
IheilungderHymenophyllaceae  (Bijd.l.c.  318,  3i 4)  benutzt,  aber  ohne  grosse  Cmsicbl, 
da  weder  alle  Arten,  denen  Van  den  Bosch  diese  Zweige  zuerkennt,  dieselben  besitzen, 
noch  diejenigen  alle,  denen  er  dieselbe  abspricht,  derselben  entbehren.  Auch  Crüger 
hat  a.  a.  0.  diese  Zweige  beschrieben  (I.  c.  354). 
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Stärke,  enthält  einige  wenige  Spiralfaserzellen  und  ist  durch  eine  einzige 
Lage  zarter  Zellen  von  dem  Sklerenchyin  gelrennt;  letzteres  um.scheidet 
gewöhnlich  diese  Gefässbündelchen  unvollständig,  in  so  fern  es  auf  der 
der  Columella  zugekehrten  Seite  fehlt  ,  oder  bildet  nur  einen  schmalen 
Streifen  auf  der  der  Columella  abgewandten  Seite,  z.  B.  T.  alatum;  es 
setzt  sich  ferner  gewohnlich  nicht  nur  auf  dieser  Seile  bis  zu  dem  Ende 
des  Gelassbündelchens  fort,  sondern  überragt  dasselbe  in  der  nämlichen 
Weise,  wie  auch  in  den  sterilen  Nerven  der  Blattflaehe  die  Sklerenchym- 
scheide  sich  über  das  erloschne  Gefassbündelchen  fortsetzt.  In  seltne- 
ren Fallen  fehlt  das  Gefassbündelchen  dieser  Zweige  gänzlich  und  be- 
stehen dieselben  nur  aus  dem  prosenchymalischen  Gewebe  der  Scheide; 
häufiger  wie  z.  B.  bei  H.  protrusum  setzt  sich  hingegen  das  letztere 
nicht  in  diese  Zweige  fort  und  bestehen  dieselben  allein  aus  den  Ge- 
fassbündeizellen. 

Bei  allen  Arten  von  Trichomanes  endlich ,  bei  welchen  Deckzellen 
zur  Ausbildung  kommen,  bekleiden  dieselben  auch  die  Scheide  dieser 
Schenkel;  auch  sind  zuweilen  in  Fällen,  wo  nur  wenige  Prosewliym- 
zellen  diese  Scheide  bilden,  diese  selbst  in  Deckzellen  nbgetheill,  wie 
es  in  den  Scheinnerveu  von  T.  pedicellatum  u.  A.  der  Fall  war. 

§  26. 

Die  Sklerenchymscheide  des  fruchttragenden  Nerven  setzt  sich  bei 
dessen  Eintritt  in  die  Columella  nicht  allein  auf  die  beiden  so  eben  be- 
trachteten Schenkel  fort,  sondern  breilet  sich  auch  bei  der  Mehrzahl  der 
Arten  von  Trichomanes  in  der  Wandung  des  Schleiers  aus  und  zwar 
liegen  ihre  Zellen  in  dem  Grunde  desselben  in  einer  geschlossenen 
Schichte  beisammen ,  nehmen  dann  gegen  das  Ende  derselben  an  Zahl 
ab,  rücken  aus  einander  oder  treten  vereinzelt  auf  und  stellen  dann 
gleich  den  Scheinnerven  der  Blattfläche  isolirte  Längsslreifen  dar,  z.  B. 
T.  pinnatum,  Filicula,  davallioides,  T.  Henzaianum.1) 

Sucht  man  durch  Vergleichung  zahlreicher  Durchschnitte  die  all- 
mühligen  Veränderungen,  welche  der  fruchttragende  Nerv  bei  der  Aus- 
bildung eines  Fruchthaufens  erfährt,  und  die  Ausdehnung ,  in  welcher 
die  verschiedenen  Gewebe  dieses  Nerven  an  der  Bildung  der  verschie- 


1)  In  der  Abbildung  dieser  Art  bei  Hooker  icon.  fll.  cent.  II.  I  sind  diese  Strei- 
fen hervorgehoben. 
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denen  Theile  des  Fruchthaufens  Anlheil  haben,  sich  klar  zu  machen,  «> 
ergiebt  sich,  dass,  während  innerhalb  der  Blatlfläche  der  Gefässbündei 
dieses  Nerven  nur  durch  eine  einzige  Lage  zartwandiger  Zellen  von  der 
Sklerenchymscheide  geschieden  war,  am  Grunde  des  Fruchthaufens  zu- 
nächst eine  Vermehrung  dieser  Zellen ,  die  nun  gleichzeitig  den  Ch»- 
rakter  von  Parenchymzellen  annehmen,  stattfand,  dass  alsdann  nach  der 
Abgabe  der  beiden  Schenkel  eine  Sonderung  dieser  parenehymatisebeo 
Zellen  in  eine  innere  und  eine  äussere  Zone  eintrat,  von  welchen  in  der 
Folge  die  erste  mächtigere  der  Columella  folgt  und  das  den  Gefässbün- 
del  derselben  bedeckende  Parenchym  bildet,  die  andere  mit  der  trich- 
terförmig sich  erweiternden  Sklerenchymscheide  und  der  dieselbe  be- 
deckenden Epidermis  die  Wandung  des  röhrenförmigen  Schleiers  oder 
genauer  gesagt,  die  innere  Epidermis  desselben  bilden;  es  erweitert 
sich  also  das  die  GcPdssbündel  uroscheidende  Gewebe,  während  dieses 
selbst  nach  Abgabe  der  beiden  Schenkel  in  die  Columella  eintritt,  zum 
Schleier  und  bestätigt  die  anatomische  Untersuchung  die  Annahme  Van 
den  Bosch's  und  Crüger's,  dass  das  Gewebe  der  Blatlfläche  in  der 
Umgebung  des  Gefässbündels  ringsum  dasselbe  in  die  Bildung  des 
Schleiers  eingehe  und  nicht  innerhalb  des  Blattrandes  auf  der  untern 
Seite  der  Blatlfläche  ein  Schleier  sich  erhebe,  der,  wie  bei  Davallia  und 
andern  mit  seinen  Rändern  dieser  anwachse.  Ein  solches  Verhalten 
findet  weder  bei  Hymenophyllum  noch  Trichomanes  statt,  charakterisirt 
hingegen  Loxsoma ,  welches  in  dieser  Beziehung  vollständig  mit  Da- 
vallia u.  a.  übereinstimmt  und  auf  der  untern  Seite  der  der  Blatlfläche 
entsprechenden  Hälfte  der  röhrenförmigen  Hülle  des  Fruchthaufens 
Spaltöffnungen  besitzt,  während  die  andere  den  wahren  Schleier  bil- 
dende, aus  3 — 4  Zellen  bestehende  Hälfte  spaltöffnungslos  ist.1) 


1)  Die  Annahme,  der  ich  früher  huldigle,  dass  nämlich  bei  Hymenopliyllwu 
und  Trichomanes  die  Hülle  der  Fruchthaufen,  wie  bei  Loxsoma,  von  einem  mit  dem 
fruchttragenden  Blatlzipfel  verwachsenen  wahren  Schleier  gebildet  werde ,  w  ürde 
zwar  eine  Stütze  erhallen  in  Trichomanes  Henzaianum ,  bei  dem  nach  der  Abbildung 
und  Beschreibung  Hooker's  (Icones  filic.  cent.  H.  I.  f.  5)  der  Schleier,  wie  bei  Da- 
vallia, der  unteren  Blatlfläche  innerhalb  des  Randes  aufgewachsen  ist ;  es  wird  aber 
dieses  von  Hooker  hervorgehobene  Verhallen  nur  bei  einem  Theil  der  Fnirhthaufen 
angetroffen  und  ist  vielleicht  weniger  geeignet ,  die  nun  adoptirte  Ansicht  von  der 
Bildung  der  Fruchlhaufenliülle  dieser  Gattung  umzustossen,  als  vielmehr  die  verschie- 
dene Ausbildung  ihrer  der  oberen  und  unteren  Seite  des  Blattes  zugekehrten  Hälften 
darzuthun. 
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Die  Ausbreitung  des  Sklorcnchyms  in  dem  Schleier  fehl!  bei  allen 
Arien  von  Hyiuenophyllum ,  unter  den  Arten  von  Trichomonas  bei  T. 
sinuosum,  alatum,  crinitum,  Incens  u.  a..  ist  bei  der  Mehrzahl  der  Arten 
auf  den  Grund  des  Schleiers  beschrankt,  z.  B.  T.  polyanthos,  oder  bil- 
det in  dem  untern  Dritttheil  oder  selbst  der  untern  IlallTle  eine  geschlos- 
sene oder  fast  geschlossene  Zone  und  dringt  in  einzelnen  Streifen  bis 
gegen  den  Saum  des  Schleiers  vor,  z.  B.  T.  pinnatum ,  Filicula .  daval- 
lioides,  elegans,  venuslum,  trichoideum,  bildet  in  andern  Fällen  vorzugs- 
weise solche  isolirte,  mit  den  Scheinnerven  der  Blatlfläche  an  Ausdeh- 
nung und  Ansehn  übereinstimmende  Streifen ,  die  entweder  frei  enden, 
z.B.  T.  crispum,  trigonum,  punctalum,  museoides,  membranaceum, 
Krausii,  Henzaianum,  sublimbatum,  Hookeri,  oder  innerhalb  des  Saums 
des  Schleiers  eine  Anastomose  eingehen,  z.  B.  T.  erosum,  cuspidatum, 
reticulatum,  die  nicht  selten  mit  der  der  Scheinnerven  innerhalb  des 
Randes  der  Blattfläche  in  Verbindung  steht,  oder  es  tritt,  unabhängig 
von  den  Scheinnerven  der  Schleierröhre ,  längs  des  Saums  oder  in  den 
Lippen  des  Schleiers  eine  geringere  oder  eine  bedeutendere  Menge  von 
Sklerenchymzellen  auf,  z.  B.  bei  T.  latemarginale,  Filicula,1}  capillatum. 

Mit  Ausnahme  von  T.  polyanthos.  album  u.  n.  a.,  die  Uberhaupt 
keine  Deckzellen  ausbilden,  werden  in  dem  Schleier  aller  Arten  von 
Trichoroanes  durch  Theilung  der  äussersten  Sklerenchymzellen  Deck- 
zellen gebildet  oder  es  werden  vereinzelt  auftretende  Sklerenchymzellen 
in  solche  abgetheilt,  z.  B.  bei  T.  elegans,  dessen  Scheinnerven  in  der 
Blatlfläche  die  nämliche  Beschaffenheit  zeigten.  Doch  fehlen  solche  Dcck- 
zellen  wieder  bei  T.  Filicula  auf  dem  Sklerenchym  in  den  Lippen  des 
Schleiers  und  sind  bei  T.  latemarginale  hier  ihrer  nur  wenige  ausge- 
bildet. 

Die  Deckzellen  des  Schleiers  enthalten  dann  stets  Ablagerungen 
von  Kieselsäure,  die  mit  den  in  den  Deckzellen  der  Blaltnerven  enthal- 
tenen übereinstimmen. 

§27. 

Bei  den  Arten  von  Hymenophyllum  und  Trichomanes,  deren  Blatt- 
parenehym  nur  aus  einer  einzigen  Zelllage  gebildet  wird,  besteht  auch 

I )  Ob  die  Vertheil ung  des  Sklerenchyms  auf  beiden  Hälften  des  Schleiers  nur 
zufälligen  Schwankungen  unterworfen  sei  oder  ob  in  denselben  eine  Verschiedenheit 
beider  Blattgeilen  sich  ausspreche,  bedarf  umfangreicherer  Untersuchungen. 
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die  Röhre  des  Schleiers  überall .  wo  nicht  das  Sklerenchym  sich  in  die- 
selbe fortsetzt,  aus  einer  einzigen  Zelllage ,  oder  es  haben  doch  nur  an 
ihrem  Grund  oder  längs  der  Schenkel  des  fruchttragenden  Nerven  einige 
wenige  Zellreihen  sich  verdoppelt,  in  der  nämlichen  Weise,  wie  die  an 
die  Nerven  der  Blattflaehe  angrenzenden  Parenchymzellen  gewöhnücfc 
in  2  Lagen  über  einander  liegen,  z.  B.  H.  ciliatum,  cruentum,  asplenioi- 
des.  bivalve,  myriocarpnm,  dichotomum,  seselifolium ,  abruptum,  pro- 
Irusum,  caespitosum,  fucoides,  Neesii,  T.  Petersii,  Henzaianum,  sinuo 
sum,  Boschianum,  polyanthos,  macroclados ,  ampliatum.  Bildet  sieb 
hingegen  das  Sklerenchym  in  die  Schleierröhre  fort,  so  ist  dasselbe  auf 
beiden  Seiten,  grade  60  wie  die  Scheinnerven  des  Blattes,  von  einer 
Lage  pjircnchymalischer  Zellen  bedeckt,  z.  B.  T.  auriculatum ,  rigidum. 
elongalum,  diversifrons,  spicalum,  Filicula,  museoides,  Arbascnla  u.  a., 
oder  es  isl  da ,  wo  vereinzelte  Sklerenchymzellen  in  der  Schleierröbre 
auftreten,  das  zwischen  denselben  befindliche  Parenchym,  wie  zwischen 
gedrängt  stehenden  Nerven  oder  Scheinnerven  der  Blattflache ,  verdop- 
pelt, z.  B.  T.  pyxidiferura,  trichoideum,  oder  wird  nur  in  seltnen  Fallen, 
z.  B.  T.  Henzaianum,  wo  die  Scheinnerven  des  Schleiers  nur  in  gerin- 
ger Zahl  und  grössern  Entfernungen  von  einander  auftreten ,  aas  einer 
einzigen  Zelllage  gebildet.  Diesem  Verhalten  gemäss  findet  man  ferner, 
dass  in  Fallen ,  wo  das  Sklerenchym  nur  in  der  Nahe  des  Saums  der 
Schleierröhre  ausgebildet  ist .  die  letzlere  bis  zu  dieser  Stelle  aus  einer 
einzigen  Zelllage  besteht,  z.  B.  T.  latemarginale ,  oder  dass,  wie  bei  T. 
Filicula,  die  Schleierröhre  zwischen  dem  Sklerenchym,  welches  in  ihrem 
unteren  grösseren  Theil  und  in  ihren  Lippen  ausgebildet  ist .  nur  aus 
einer  einzigen  Zelllage  gebildet  werde. 

Ein  aus  mehreren  Uber  einander  liegenden  Lagen  parenehyma- 
lischer  Zellen  zusammengesetzter  Schleier  kommt  nar  bei  Arten,  deren 
Blatt  mehrschichtig  ist,  vor,  z.  B.  T.  reniforme,  H.  dilatatum,  scabrum. 
und  unter  diesen  ist  selbst  wieder  bei  dem  letzteren  die  mehrschichtige 
Slruclur  nur  am  Grund  des  Schleiers  ausgebildet.1) 


I)  Van  den  Bosch  (Bijd.  1.  c.  319)  suebl  einen  hervorragenden  Unterschied 
zwischen  llymenopliyllum  und  Trichoraanes  in  der  ein-  oder  mehrschichtigen  Strudur 
der  Schleierröhre,  übersieht  aber  nicht  allein ,  dass  dieselbe  bei  manchen  Arten  ton 
Tricliomnncs  sich  völlig  wie  bei  Hymenophyllum  verhalle,  sondern  verkennt  auch  die 
verschiedene  BesrhaUenbeil  der  den  Schleier  von  Trichömanes  zusammensetzenden 
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Gestalt  und  Structur  der  Parenchymzellen  des  Schleiers  stimmen 
im  Allgemeinen  mit  denen  der  Blattfläche  Uberein ,  doch  sind  dieselben 
gewöhnlich  stärker  verdickt,  und  treten  die  peripherischen  Tüpfel  auf 
der  äusseren  Wand  auffallender  hervor;  sonst  sind  die  äusseren  Wan- 
dungen der  Zellen  des  Schleiers  stets  flach  oder  nur  schwach  convex, 
selbst  bei  denjenigen  Arten,  bei  welchen  die  Zellen  der  Blattfläche,  wie 
z.  B.  bei  T.  auriculatum,  plumosum,  Karstenianum,  cylindrische  Auswüchse 
bilden.  Das  Gleiche  ist  bei  H.  Malingii  der  Fall,  bei  dem  nur  die  die 
Schenkel  des  fruchttragenden  Nerven  begleitenden  Sklcrenchymzellen 
von  Kpidermiszellen  bedeckt  sind ,  die  wie  in  den  sterilen  Zipfeln  mit 
ihrer  äusseren  Wand  in  lange  Cylinderfoitsätze  ausgewachsen  sind, 
während  die  Parenchymzellen  des  Schleiers  nur  am  Grunde  mit  kürze- 
ren Fortsätzen  versehen ,  von  der  Mitte  desselben  an  bis  zum  freien 
Saum  aber  völlig  flach  sind. 

Die  Lamellen  der  Nerven  erlöschen  gewöhnlich  an  dem  Grunde 
der  Fruchlhaufen  und  setzen  sich  nur  bei  H.  tomentosum,  pyranudatum  in 
zwei  divergirenden  flugelartigen  Fortsätzen  an  der  Grenze  des  Paren- 
chyms  von  dem  Schleier  fort;  häutiger  treten  auf  demselben,  ähnlich 
wie  auf  den  Nerven  von  H.  cristatum  und  anderen  dem  Parenchym 
von  H.  Fusugasugense,  oder  wie  auf  dem  Perianthium  mancher  Leber- 
moose, kürzere  lamellen-  oder  kammförmige,  in  eine  Borste  auslaufende 
Wucherungen  auf  oder  es  stellen  dieselben  auf  breiter  Basis  sich  erhe- 
bende niedere  Höcker  dar.  Dieselben  scheinen  nur  da,  wo  das  Skle- 
renehym  in  den  Schleier  nicht  eindringt ,  ausgebildet  zu  werden ,  sind 
daher  unter  den  Arten  von  Hymenophyllum  von  ebenso  weiter  Verbrei- 
tung, als  unter  den  Arten  von  Trichomanes  eine  seltene  Erscheinung. 
H.  caespitosum,  fueoides,  prolrusum,  Neesii,  sanguinolentum,  T.  amplia- 
l u in,  macroclados  mögen  als  Beispiele  genannt  werden.1) 


Zellen  und  verfällt  dem  nämlichen  Fehler,  den  er  beding,  als  er  Trichomanes  album 
und  die  Verwandten  den  mehrschichtigen  Hymcnophyllaceis  zutheille. 

1 )  Durchschnitte  durch  die  Schleierröhre  zeigen  an  der  Insertionsslelle  dieser 
Wucherungen,  die  als  »cristae«  des  Schleiers  bezeichnet  wurden,  stets  i  oder  meh- 
rere über  einander  liegende  Zelllagen,  können  aber  nicht  wohl,  sobald  man  die  Aus- 
dehnung solcher  Stellen  verfolgt,  zu  Täuschungen  über  die  Structur  des  Schleiers 
Anlass  geben.  Diese  Kämme  sind  mit  besonderer  Sorgfalt  in  den  Hymciiophyll.  Java- 
nicae  z.  B.  auf  Taf.  i9 — 35  von  Van  den  Bäsch  dargestellt.  Genauere  Untersuchungen 
über  ihre  etwaigen  Verschiedenheiten  auf  beiden  Hälften  des  Schleiers  sind  ferner 
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Haarartige  Bildungen  kommen  an  dem  Schleier  von  der  nämlichen 
Beschaffenheit  wie  auf  der  Blaltfläche  vor. 

§  28. 

Wie  bereits  ohen  angeführt  wurde,  geben  bei  Hymenoph\llum  und 
Triehomanes  einzelne  oberflächliche  Zellen  der  Coluinella  den  Sporan- 
gien  den  Ursprung  und  (heilen  sich  während  der  Ausbildung  derselben, 
ebenso  wie  die  Grundfläche  des  Sporangiums  selbst,  in  eine  Rosette 
von  4 — 6  Zellen. 

Auf  dieser  Basis  erweitert  sich  alsdann  das  Sporangiuin  zu  einer 
biconvexon  Scheibe,  welche  mit  der  einen  Convexilät  der  Columelia 
zugekehrt,  mit  der  andern  ihr  abgewandt  ist;  der  beide  Convexilälen 
von  einander  trennende  Ring  zieht  auf  der  der  Columelia  abgewandlen 
Seite  neben  der  Befestigung  des  Sporangiums  Uber  den  Grund  dessel- 
ben hin ,  ist  ein  vollständiger  und  schräger  und  theilt  daher  das  Spo- 
rangiuui stets  in  zwei  ungleiche  Hälften.  Die  der  Columelia  zugekehrte 
wird  stets  aus  2—4  tafelförmigen  Zellen  gebildet,  die  sich  über  die 
ganze  Ausdehnung  dieser  Seite  des  Sporangiums  erstrecken,  die  entge- 
gengesetzte wird  von  zahlreicheren  kürzeren  Zellen  zusammengesetzt 
z.  B.  T.  lucens,  Arbuscula,  Javanicum,  radicans,  speciosum,  H.  crispum: 
der  Ring  selbst  besteht  aus  zahlreichen  gedehnten  engen  derbwandigen 
Zellen,  mit  Ausnahme  der  Storaiumzcllen ,  die  an  der  einen  Seite  de> 
Sporangiums  in  der  Nähe  seines  Grundes  liegen.  Zwischen  diesen  bil- 
det sich  zur  Zeit  der  Keife  eine  Querspalte  aus ,  durch  welche  die  Spo- 
ren entleert  werden. 

In  mehreren  Punkten  weichen  die  Sporangien  von  Loxsoraa  von 
denen  von  Hymenophyllum  und  Triehomanes  ab.  Dieselben  sind  mrf 
einem  deutlicheren  Stiel  versehen,  haben  eine  birnförmige  Gestalt  und 
ihre  der  Columelia  zugekehrte  Hälfte  uberwiegt  auffallend  die  entgegen- 
gesetzte, innerhalb  des  Hings  gleichsam  eingeschlossene  Seite.  Der 


wünschenswert!),  da  nicht  nur  bei  H.  tomenlosum  die  der  oboren  Blattseile  eotspre- 
chendo  Hälfte  des  Schleiers  beflügelt  war,  der  untere  aber  mit  einem  streifenförmig*1' 
Kamm  versehen  ist,  sondern  auch  bei  II.  prolrusum  beide  Hälften  sieb  verschiff 
erweisen ;  die  untere  ist  liier  flach  und  mit  zahlreichen  auf  breiter  Basis  sieb  erhe- 
benden  niederen  Wucherungen  versehen  und  erscheint  daher  fast  in  ihrer  gM»"" 
Ausdehnung  zweischichtig  zu  sein,  die  obere  ist  convex ,  dünner  und  entbehrt  die« 
Wucherungen  fast  gänzlich. 


Digitized  by  Googl 


87] 


ÜBER  TUE  HyMENOPHYLLACBAB. 


487 


Ring  selbst  besieht  in  seiner  oberen  Hälfte  aus  engeren,  längeren  und 
derb  wandigen,  in  dem  grösseren  Theil  seiner  Ausdehnung  aber  aus  zart- 
wandigen  Zellen.  Das  Sporangium  reisst  endlieh  in  der  Längsmitte  der 
der  Columella  abgewandten  Seile  mit  einer  Längsspaite  auf.  Unter  den 
Übrigen  Hymenophyllaceis  sind  mir  nur  bei  H.  serieeum  Annäherungen 
an  diese  Eigentümlichkeiten  von  Loxsoma  vorgekommen. 

Die  Enlwickelung  der  Sporen  zu  verfolgen,  fehlte  die  geeignete 
Gelegenheit,  doch  wurde  ihre  tetraedrische  Verbindung  häutig  noch 
nach  Zerstörung  der  Mutterzellen  wahrgenommen;  von  diesen  letzteren 
persisliren  indess  z.  B.  bei  H.  protrusum,  T.  crispum,  reniforme  die  Con- 
touren  ihrer  der  innern  Fläche  des  Sporangiums  anliegenden  Wan- 
dungen. 

§  29- 

Nach  dem  bisherigen  Stand  unserer  Kenntnisse  waren  Paraphysen 
nur  bei  Loxsoma  bekannt  und  wurden  dieselben  desshalb  ftlr  eines  der 
Merkmale  dieser  Gattung  gehalten,  eine  Annahme,  die  nunmehr  eine 
Berichtigung  erfahrt,  insofern  bei  verschiedenen  Arten  von  Hymeno- 
phyllum  Paraphysen  nachgewiesen  wurden.  Dieselben  stehen  bei  diesen 
letzteren,  nicht  wie  bei  Loxsoma,  zwischen  den  Sporangien,  sondern 
sind  unterhalb  der  letzteren  dicht  zusammengedrängt  auf  der  Basis  der 
Columella  (Taf.  IV.  5)  oder  gleichzeitig  auf  dem  Parenchym  des  benach- 
barten Grundes  der  Schleierröhre  inserirt.  Nur  in  seltenen  Fällen  ist  die 
Zahl,  in  der  sie  auftreten,  eine  geringe  (3 — 5),  wie  bei  H.  microphyl- 
lum,  L'Herminieri. 

Dieselben  gleichen  gewöhnlich  den  Haaren,  die  die  Nerven  auf  der 
unlern  Seite  des  Blattes  im  jugendlichen  Zustand  bedecken  und  werden 
von  2 — 4  fadenartig  aneinander  gereihten  Zellen  zusammengesetzt ;  ihre 
Endzelle  (Taf.  IV.  6)  ist  gewöhnlich  gleich  den  angeführten  Haaren  cy- 
lindrisch  gestallet  oder  keulenförmig  angeschwollen,  seltner  zugespitzt, 
wie  bei  H.  Smithii  (Taf.  IV.  7),  bei  welchem  sie  zugleich  die  bedeutend- 
ste Länge  ('/5'")  erreichen. 

Ihr  Vorkommen  beschränkt  sich  auf  Arten  zweier  Abiheilungen 
von  Hymenophyllum,  nämlich  derjenigen,  deren  Blattzipfel  gesägt  oder 
ganzrandig  und  unbehaart  sind.  Unter  den  Arten  der  letzteren  Abihei- 
lung wurden  dieselben  angetroffen  bei  II.  caespilosum,  ricciaefolium, 
macroglossum,  fuscum,  exsertum,  Pöppigianum,  microphyllum ,  L'Her- 
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minien;  unter  den  Arten  der  ersten  Abtheilung  bei  H.  miniroum,  affine, 
megachiluru,  Tunbridgensc,  Peruvianum,  fucoides,  Smithii,  holochilura, 
Bridgesii,  pectinatum,  spinulosum,  crislatum.  Feejeense,  denliculatum. 
Neesii,  aculeatuni,  acanlhoidcs,  während  sie  bei  andern  Arten,  die  sonst 
in  inniger  Verwandtschaft  zu  den  genannten  stehen,  z.  B.  H.  unilate- 
rale (Wilsoni  etc.),  secundum,  bivalve,  fehlen,  wobei  ich  nicht  unterlas- 
sen will  zu  bemerken ,  dass  unter  weitverbreiteten  Arten  z.  B.  H.  Tun- 
bridgensc  sich  an  allen  Orlen  in  Bezug  der  Ausbildung  der  Parapbysen 
ebenso  constant  als  H.  unilaterale  in  den)  Mangel  derselben  verhalle. 
Bei  allen  Arten  von  Trichomancs  fehlen  diese  Parapbysen  gänzlich1) 

§  30. 

Die  Erfahrungen,  welche  von  alleren  Korschern  Uber  das  Keimeu 
der  Sporen  der  Hymenophyllaceae  milgetheilt  worden  sind,  beschran- 
ken sich  auf  eine  Notiz  bei  Hedwig,5)  der  zwischen  den  Sporen  ton  II, 
undulatum  drcislrahligc  Faden  beobachtete,  die  er  nicht  ohne  Zweifel 
für  Keimpflänzchen  hielt. 

Einen  Schritt  weiter  führten  die  Untersuchungen  Taschner's,*)  der 
in  der  Schleierrohre  von  T.  Schmidianum  keimende  Sporen  antraf.  Ein 
Theil  dieser  Sporen  war  in  einen  gegliederten  confervenartigen  Faden 
ausgewachsen,  ein  anderer  Theil  derselben  hatte  ausser  einem  stärke- 
ren Faden  einen  zweiten  kürzeren  oder  selbst  einen  dritten  wurzelar- 
tigen entwickelt;  an  älteren  Vorkeimen  war  der  stärkere  Faden  ver- 
zweigt und  glich  in  jeder  Beziehung  dem  Vorkeime  eines  Laubmooses; 
an  den  ältesten  endlich  beobachtete  Taschner  an  einzelnen  Fäden  seit- 
liche kugelige  Auswüchse,  über  deren  Natur  er  im  Unklaren  blieb. 

Dass  beiden  Forschern  die  crslen  Enlwickelungsstadien  keimender 
Hymcnophyllnccne  vorlagen ,  wird  aus  den  folgenden  Beobachtungen 
hervorgehen,  die  zum  grosseren  Theil  an  getrockneten  Exemplaren  des 


I )  Mit  Jen  Parapbysen  haben  die  vermeintlichen  Haare  auf  der  Columella  von 
T.  pilosum  (Marl.  ic.  sei.  pl.  crypt.  T.  58)  und  T.  eriophorum  (Presl.  ep.  T.  9)  u.  a. 
nichts  zu  tinin  ;  diese  rühren  von  Monilia-artigen  PilzfSden  her,  welche  die  Columella 
überziehen. 

S)  Fil.  gen.  T.  XI.  f.  3. 

3)  1.  c.  28.  T.  II. 
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Herbariams,  zum  geringeren  Tlieil  bei  Aussaaten  der  Sporen  von  H. 
Tunbridgense  und  einiger  anderen  Arten  gewonnen  wurden. 

Wie  bereits  von  mehreren  Forschern  hervorgehoben  wurde,  haben 
die  Sporen  der  Hymenophyllaceae  die  Gestalt  einer  Kugel ,  die  auf  der 
Seile,  mit  welcher  sie  in  der  Mutterzelle  mit  ihren  3  Schwesterzellen  in 
Berührung  stand,  in  der  Form  einer  niedergedrückten  dreiseiligen  Py- 
ramide abgeflacht  ist;1)  die  Kanten  der  letzteren  nehmen,  wie  bei 
Sporen,  die  in  dieser  sogenannten  tetraedrischen  Anordnung  in  der  Mut- 
lerzelle entstehen,  3  Leisten  ein,  die  auf  dem  Scheitel  zusaramenstossen ; 
ein  dichter  Chlorophyllinhalt  erfüllt  die  Sporenzelle,  eine  meist  feinkör- 
nige Cuticula  Uberkleidet  dieselbe. 

Bei  zahlreichen  Arten  von  Hymenophyllum»)  erfahren  die  Sporen 
die  erste  Veränderung  nach  ihrer  Reife  entweder  in  dem  noch  geschlos- 
senen Sporangium  oder  in  der  Höhle  des  Schleiers,  in  welche  sie  bei 
dem  Bersten  der  Sporangien  zunächst  gelangen;  an  beiden  Orlen  trifft 
man  nämlich  als  eine  häufige  Erscheinung  Sporen  an,  welche  durch 
Scheidewände ,  die  in  der  Richtung  der  drei  Leisten  stehen  und  in  der 
Längsachse  der  Spore  zusaminenstossen ,  in  3  gleich  grosse  Zellen  ge- 
theilt  sind  ( Taf.  IV.  1 7).  Diese  3  Zellen  dürften  indess  nicht  das  Produkt 
einer  simultanen  Theilung  der  Sporenzelle  sein,  sondern  vielmehr  einer 
successiven  Theilung  derselben  ihren  Ursprung  verdanken  und  die  sel- 
tenen Fälle  (Taf.  IV.  16),  in  welchen  zunächst  eine  dieser  3  Zellen  ge- 
bildet war,  ein  normales  Uebergangsstadium  zwischen  ungetheilten 
Sporen  und  solchen,  in  welchen  die  Bildung  dieser  3  Zellen  vollendet 
ist,  darstellen. 

Die  Cuticula  der  Spore  berstet  bald  vor  (Taf.  IV.  18),  bald  nach 
der  Bildung  dieser  Zellen  und  reisst  in  3  Lappen  auf,  die  längs  der  3 
Leisten  aus  einander  weichen. 

Die  der  Oberfläche  der  Spore  zugekehrte  Wand  dieser  3  Zellen 
dehnt  sich  alsdann  in  einer  zum  Mittelpunkt  der  Spore  radialen  Rich- 
tung aus  (Taf.  IV.  1 9.  £0),  wobei  die  Lappen  der  Cuticula  weiter  aus 
einander  geschoben  werden  und  findet  in  der  nächsten  Folge  eine  Thei- 

{)  Die  einzige  Ausnahme  von  dieser  Geslalt  der  Sporen,  welche  Hooker  (spec 
f.  I.  113)  bei  T.  diversifrons  anführt,  finde  ich  nicht  besliiligt. 

2)  Z.  B.  Hymenophyllum  Tunbridgense,  sccundtim ,  Bridgcsii,  seselifolium, 
fuscum,  Gardneri,  flabellatum,  Mathewsii,  myriocarpura,  reniforme,  repandum ,  Jago- 
rianura,  macrocarpum,  sericeum,  Fiwugasugense,  pluraosura,  Malingii. 
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lung  dieser  3  Zellen  durch  Scheidewände  statt,  die  eine  zur  Oberfläche 
der  Spore  tangentiale  Richtung  besitzen  (Taf.  IV.  21). 

Der  Vorkeim  besteht  alsdann  aus  zweimal  3  Zellen,  3  innern,  die 
fortan  unverändert  bleiben ,  und  3  äusseren  kleineren.  Letztere  wach- 
sen weiter  und  theilen  sich  von  Neuem  durch  Scheidewände,  welche  in 
paralleler  Richtung  mit  denjenigen ,  durch  welche  sie  von  den  innern 
Zellen  getrennt  sind ,  auftreten.  In  den  nächsten  Enlwickelungsstadien 
wiederholt  sich  gewöhnlich  die  Theilung  der  3  Endzellen  ein-  oder 
zweimal  gleichmassig  und  wird  hierdurch  der  Vorkeim  in  die  dreistrah- 
lige  Sternform  übergeführt ,  die  von  Hedwig  beobachtet  wurde  (Taf.  IV. 
22.  23);  in  den  folgenden  gewinnt  alsdann  ebenso  regelmässig  einer 
dieser  3  Strahlen  die  Oberhand  und  erreicht  durch  wiederholte  Thei- 
lung seiner  Endzelle  eine  bedeutendere  Länge  {Taf.  IV.  26.  27.  28),  wah- 
rend die  beiden  andern  ihre  Endzeile  in  eine  fadenförmige  wurzelarlige 
Röhre,  die  bald  eine  braune  Farbe  annimmt,  auswachsen  lassen  und 
keine  weitere  Veränderung  erfahren.  Nicht  selten  gewinnt  indess  auch 
schon  in  früheren  Perioden  ein  Strahl  die  Oberhand  und  bleiben  die 
beiden  andern  entweder  auf  ihrer  ersten  Entwickelungsstufe  stehen 
(Taf.  IV.  30)  oder  es  wachsen,  nachdem  sie  die  erste  Theilung  erfahren 
haben,  ihre  Endzellen  fadenförmig  aus  (Taf.  IV.  28),  oder  es  entwickeln 
sich  2  Strahlen  gleichmassig,  während  der  dritte  auf  seiner  ersten  Ent- 
wickelungsstufe verharrt  (Taf.  IV.  24.  25). 

Aellere  Vorkeime  von  Hymenophyllum-Arten  aufzufinden,  gelang 
mir  nur  in  seltnen  Fallen. 

Bei  H.  microcarpum  stellten  dieselben  vielfach  verzweigte  Fäden 
dar,  die  häufig  durch  kräftige  Entwickelung  ihrer  Auszweigungen  ein 
dichotomes  Ansehen  erhalten  halten,  im  Uebrigen  in  allen  Eigentüm- 
lichkeiten, vornehmlich  den  Haarwurzeln,  mit  den  in  der  Folge  genauer 
beschriebenen  Vorkeimeu  von  T.  sinuosum  Ubereinstimmten.  Bei  an- 
dern war  der  stärkere  Strahl  des  Vorkeims  durch  Längstheilung  einzel- 
ner oder  mehrerer  auf  einander  folgender  Zellen  in  eine  schmale  band- 
förmige Zellfläche  übergegangen,  so  z.  B.  bei  H.  elegans,  oder  es  fanden 
sich,  wie  bei  n.  pulchellum,  zwischen  vielfach  verzweigten  Fäden,  die 
die  sichersten  Merkmale  der  Vorkeime  von  Hymenophyllaceen  an  sich 
trugen,  langgedehnte  bandartige,  von  2 — 5  in  der  Breite  nebeneinander- 
liegenden Zellen  gebildete  Ausbreitungen,  die  nicht  selten  aus  einzel- 
nen Zellen  ihres  Randes  ahnliche  bandförmige  Ausbreitungen  hervor- 
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sprossen  Hessen;  doch  konnte  hier  weder  der  Zusammenhang  derselben 
mit  den  confervenartigen  Faden  des  Vorkeims ,  noch  der  der  letzteren 
mit  der  Spore  nachgewiesen  werden. 

Bei  H.  Tunbridgense  sah  ich  bei  meinen  Aussaatversuchen  die 
ersten  Stadien  des  Keimens  in  der  beschriebenen  Weise  vor  sich  gehen, 
oder  es  theille  sich  eine  von  den  3  zunächst  in  der  Spore  entstandenen 
Zellen  in  ungewöhnlicher  Weise  (Taf.  IV.  29),  ohne  dass  dadurch  in  der 
Fortbildung  der  3  Strahlen  eine  Abweichung  herbeigeführt  worden 
wäre  (Taf.  IV.  31).  Nicht  selten  aber  ging  alsbald  einer  von  den  3  Strah- 
len des  Vorkeims  in  eine  flächenförmige  Ausbreitung  Uber  (Taf.  IV.  33. 
34.  35),  so  dass  alsdann  das  confervenartige  Stadium  desselben  auf 
wenige  Zellen  beschränkt  war.  An  nun  1  '/2  Jahr  alten  Vorkeimen  haben 
die  blattartigen  Ausbreitungen  eine  Lange  von  Vi  Linie  bei  einer  Breite 
von  Vio  Linie  erreicht;  sie  wachsen  durch  eine  Scheitelzelle,  die  durch 
schräge,  abwechselnd  nach  rechts  und  links  geneigte  Scheidewände 
sich  theilt. 

Bis  zur  Ausbildung  von  Forlpflanzungsorganen  sind  diese  Vorkeime 
noch  nicht  vorgeschritlen ;  diese  wurden  auch  bei  den  von  andern  Ar- 
ten von  Hymenophyllum  beobachteten  Vorkeimen  vermisst,  hingegen 
bei  T.  sinuosum  und  der  Varietät  desselben,  die  Kaulfuss  als  T.  incisum 
unterschied,  aufgefunden,  dagegen  sind  meine  Beobachtungen  Uber  die 
ersten  Keimungsstadien  der  Sporen  von  Trichomanes- Arten  sehr 
spärlich. 

Letztere  beschränken  sieh  auf  T.  reniforme,  ampliatum,  crispuro 
(Taf.  IV.  8.  9.  10),  deren  Sporen  genau  wie  bei  den  oben  aufgezählten 
Arten  von  Uymenophyllum  in  3  Zellen  getheill  waren,  dann  auf  T. 
Schmidianum  und  olivaoeum  und  humile,  die  sich  abweichend  verhalten, 
insofern  als  zunächst  an  den  in  die  Verlängerung  der  3  Leisten  fallen- 
den Stellen  der  Spore  durch  tangentiale  Scheidewände  3  kleine  Segmenlo 
von  der  Oberfläche  der  Spore  abgeschieden  werden  (Taf  IV.  12.  13), 
die  sich  dann  vergrOssern  und  zu  den  vielfach  verzweigten  Fäden  des 
Vorkeims  auswachsen  (Taf.  IV.  15). 

Es  geben  daher  auch  bei  diesen  Arien  die  Sporen  dreien  Vorkeim- 
fäden den  Ursprung,  es  slossen  aber  die  drei  zunächst  gebildeten  Zellen 
nicht  in  der  Längsachse  der  Spore  zusammen,  wie  bei  Hymenophyllum, 
T.  reniforme,  crispum,  ampliatum,  sondern  sie  sind  durch  den  grösseren 
mittleren  unveränderten  Theil  der  Spore  von  einander  geschieden,  sie 
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alterniren  ferner  nicht  wie  bei  diesen  mit  den  3  Leisten,  sondern  liegen 
in  der  Richtung  derselben. 

Im  Uebrigen  findet  man  neben  Sporen,  welche  gleichzeitig  die*e  3 
Zellen  ausgebildet  haben,  andere,  bei  welchen  nur  2  oder  nur  eine  der- 
selben kenntlich  ist,  so  dass,  wenn  auch  die  Dreizahl  derselben  die 
normale  ist,  Verkümmerungen  häufiger  und  in  einer  früheren  Periode 
als  bei  den  Arten  von  Hymenophyllum  auftreten  (Taf.  IV.  11.  1  4). 

An  den  Vorkeimen  von  T.  incisum  und  sinuosum  war  indess  eio 
Zusammenhang  mit  der  Spore  nicht  mehr  aufzufinden;  die  von  erste- 
rem  wuchsen  in  einem  dichten  Rasen  und  bestanden  aus  vielfach  ver- 
zweigten confervenartigen  Faden,  die  in  horizontaler  Lage  auf  der  Un- 
terlage oder  in  der  oberflächlichen  Schichte  derselben  hinzogen  und  mit 
zahlreichen  blatlartigen  spatel-  oder  lanzettförmigen  Ausbreitungen,  die 
sich  an  den  ersteren  in  verticaler  Richtung  erhoben  und  eine  Länge  von 
2 — 6  Linien  bei  einer  Breite  von  '/2 — l  xh  Linien  erreichten  (Taf.  V.  \  a — k  ; 
an  den  Vorkeimen  von  T.  sinuosum  herrschten  die  Fäden  bedeutend 
vor  und  waren  nur  wenige  blattartige  Ausbreilungen  von  geringeren 
Dimensionen  entwickelt. 

Die  confervenartigen  Fäden  dieser  Vorkeime  besitzen  in  Folge  der 
andauernden  Theilung  ihrer  Endzelle  gewöhnlich  ein  unbegrenztes 
Wachsthum,  oder  sie  erhalten  doch  nur  selten  dadurch,  dass  ihre  End- 
zelle in  einen  fadenförmigen  Fortsatz  aus  wächst,  einen  Abschluss;  sie 
bestehen  aus  weiten  chlorophyllreichen  Zellen,  deren  Wandung  eine 
bedeutende  Rigidität  besitzt  (Taf.  V.  2). 

Die  Auszweigungen  dieser  Fäden  entstehen  wie  bei  einer  Clado- 
phora  oder  den  Vorkeimen  der  Moose  aus  seitlichen  Auswüchsen  ihrer 
einzelnen  Zellen  unterhalb  des  vordem  Endes  derselben  und  zwar 
giebt  in  der  Regel  eine  jede  Zelle  einem  solchen  Auswuchs,  nur  aus- 
nahmsweise zweien  den  Ursprung.  An  den  auf  einander  folgenden  Zel- 
len der  Fäden  entspringen  diese  Auswüchse  gewöhnlich  unter  gleichen 
Divergenzen ;  sie  werden  ferner  frühzeitig  durch  eine  Scheidewand  von 
ihrer  Mutterzelle  abgetrennt,  schlagen  dann  aber  bei  ihrer  weiteren 
Ausbildung  sehr  verschiedene  Richtungen  ein.  Ein  nicht  unbedeuten- 
der Theil  derselben  nimmt  das  unbegrenzte  Wachsthum  des  Haupt- 
fadens an  oder  wird  wie  dieser  durch  das  Auswachsen  seiner  Endzelle 
in  eine  haarartige  Bildung  abgeschlossen ,  ein  geringerer  Theil  bildet 
die  blatlartigen  Ausbreilungen,  der  grösste  Theil  entwickelt  sich  zu 
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Haarwurzeln,  der  kleinste  Theil  endlich  zu  Antheridien  oder,  wenn  ich 
die  an  einer  andern  nicht  bestimmbaren  Art  gemachten  Beobachtungen 
hinzufügen  darf,  zu  Archegonien. 

Die  blaltartigen  Ausbreitungen  der  Vorkeime  von  T.  incisum  sind, 
so  weit  meine  Beobachtungen  reichen ,  stets  seitlich  an  den  conferven- 
artigen  Faden  befestigt  (Taf  V.  10.  13)  und  werden  gewöhnlich  von 
einem  kurzen ,  auf  eiue  einzige  Zelle  beschränkten ,  seltner  von  einem 
fadenförmigen  mehrzelligen  Ast  getragen;  sie  werden  stets  von  einer 
einzigen  Schichte  tafelförmiger  chlorophyllhaltiger  Zellen  zusammenge- 
setzt, deren  Zahl  stufenweise  von  dem  Grund  bis  gegen  die  Milte  zu- 
nimmt; ihr  Ende  ist  entweder  ungetheilt  oder  in  2  oder  mehrere  Zipfel 
zerschlitzt  oder  es  lauft  in  einen  confervenartigen  Faden  aus ,  der  einer 
unbegrenzten  Fortbildung  fähig  gewesen  sein  mag  (Taf.  V.  \  a.  g)\  in 
der  Regel  aber  scheinen  diese  blattartigen  Ausbreilungen  ein  begrenz- 
tes WacHsthum  zu  besitzen,  ja  in  vielen  Fallen  scheint  ein  solches  durch 
eigenthümliche  Sprossungen  der  endständigen  Zellen  herbeigeführt  zu 
werden. 

Diese  Sprossungen  nehmen  zu  3  oder  4  von  den  freien  Wandun- 
gen der  einzelnen  Zellen  am  Ende  der  Vorkeime  ihren  Ursprung  und 
haben  eine  lockere  Anordnung  (Taf.  V.  7.  8.  9)  oder  sie  trelen  in  grös- 
serer Zahl  und  dicht  zusammengedrängt  auf  und  verdecken  das  Ende 
des  Vorkeims  vollständig;  dieselben  entwickeln  sich  zu  übereinstim- 
mend gestalteten  gestreckt  flaschenförmigen  Zellen1)  von  annähernd 
gleicher  Länge  und  nehmen  frühzeitig  eine  braune  Farbe  an ;  ihr  Ende 
erscheint  gewöhnlich  abgestutzt  oder  wird  in  seltenen  Fällen  von  einer 
kugeligen  kleineren  oder  grösseren  Zelle  eingenommen  (Taf.  V.  8.  9), 
so  dass  es  keinem  Zweifel  unterliegen  kann ,  dass  diese  Sprossungen 
an  ihrem  Ende  Zellen  bilden  und  nach  der  AbschnUrung  und  Abstos- 
sung  dieser  Zeilen  unverändert  persistiren.  Im  Uebrigen  werden  diese 
Gebilde  auf  dem  Scheitel  der  spateiförmigen  Vorkeime  seltner  als  bei 
den  lanzettförmigen  angetroffen  und  unter  diesen  wieder  am  häufigsten 
bei  denjenigen,  deren  Ende  zerschlitzt  ist. 

1 )  Die  DSmlicbeu  Gebilde  wurden  auch  an  den  blatlarligen  Ausbreitungen  der 
oben  erwähnten  Vorkeime  von  Hyinenophyllum  pulchellum,  dann  an  den  conferven- 
artigen Fäden  des  Vorkeims  von  Trichomanes  Krausii  beobachtet  An  den  ersteren 
trelen  sie  in  sehr  grosser  Zahl  und  zwar  dicht  zusammengedrängt ,  an  den  letzteren 
zu  3 — 4  an  den  einzelnen  Zellen  in  lockerer  Anordnung  auf. 
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Nur  die  Randzellen  der  blaltartigen  Ausbreitungen  haben  die  Fähig- 
keit Haarwurzeln  und  neuen  Sprossen  den  Ursprung  zu  geben  Tat  V. 
10).  Letztere  nehmen  theilvveise  den  confervenartigen  Charakter  der 
ursprünglichen  Fäden  des  Vorkeiins  an  und  solche  werden  am  Grunde 
der  blaltartigen  Ausbreitungen  niemals  vermisst,  seltner  hingegen  bis 
zur  Mitte  derselben  (Taf.  V.  1  </)  oder  oberhalb  dieser  angetroffen,  theil- 
weisc  bilden  sie  kleinere  blaltartige  Ausbreitungen.  Diese  sind  eine  sel- 
tene Erscheinung,  treten  einzeln  oder  höchstens  zu  2  oder  3  in  geringen 
Entfernungen  von  einander  am  Grund  der  grösseren  blaltartigen  Aus- 
breitungen auf,  bleiben  aber  stets  an  Ausdehnung  hinter  diesen  zurück 
(Taf.  V.  \  c.  h),  werden  gewöhnlich  von  einem  Auswuchs  aus  der  Mitte 
einer  Randzelle  getragen,  haben  ein  begrenztes  Wachslhum  und  geben 
selbst  wierler  fadenförmigen  Sprossen  den  Ursprung. 

Wie  bereits  erwähnt,  nehmen  die  Haarwurzeln  {Taf.  V.  2r)  an  den 
Zellen  der  confervenartigen  Vorkeime  die  nämliche  Stelle  ein,  welche  an 
andern  die  Zweige  inne  haben  und  kommen  selten  auf  der  nämlichen 
Zelle  mit  einem  Zweig  zur  Ausbildung,  sie  werden  auch  wie  diese  früh- 
zeitig durch  eine  Scheidewand  abgetrennt,  unterscheiden  sich  indes* 
von  diesen  einmal  dadurch .  dass  niemals  in  ihnen  Scheidewände  auf- 
treten, dann  durch  den  Mangel  des  Chlorophylls,  die  braune  Farbe, 
welche  ihre  Membran  frühzeitig  annimmt,  endlich  dadurch,  dass  ihr 
Ende  frühzeitig  eine  knopfförmige  Anschwellung,  die  mit  3  oder  4  Aus- 
weitungen versehen  ist,  bildet  (Taf.  V.  3.  4).  An  der  Mehrzahl  der 
beobachteten  Vorkeime  halten  die  Haarwurzeln  dieses  Stadium  der 
Ausbildung  nicht  uberschrillen  und  nur  in  wenigen  Fällen ,  und  zwar 
seltner  an  den  Vorkeimen  von  T.  incisum ,  häufiger  bei  T.  sinuosum, 
waren  die  Ausweitungen  ihrer  Endesanschwellungen  in  Fäden  ausge- 
wachsen (Taf.  V.  5). 

An  dem  Grund  der  blattförmigen  Ausbreitungen  der  Vorkeime 
wächst  ein  Theil  der  Randzellen  auf  der  seitlichen  freien  Wandung  in 
Haarwurzeln  von  der  beschriebenen  Beschaffenheit  aus;  nicht  selten 
<>ulspriessen  auch  einer  Randzelle  zwei  solcher  Haarwurzeln  oder  gleich- 
zeitig mit  einer  solchen  ein  fadenförmiger  Zweig.  An  der  Mehrzahl  der 
Exemplare  von  T.  incisum  blieb  auch  die  Mehrzahl  dieser  Haarwurzeln 
auf  dieser  ersten  Anlage  unverändert  stehen,  doch  war  immerhin  häu- 
figer als  an  den  confervenartigen  Fäden  Gelegenheit  gegeben,  ihr  Aus- 
wachsen in  3  oder  4  Arme  zu  beobachten  oder  es  hatte  sich  zunächst 
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ihr  sonst  kurzer  Stiel  zu  einer  cylindrischen  Rühre  erweitert  und  waren 
an  dem  Ende  von  dieser  3  oder  4  kürzere  oder  längere  Fäden  ent- 
wickelt worden  (Taf.  V.  6). 

Antheridien  wurden  an  den  Vorkeimen  von  T.  siouosum  und  zwar 
sowohl  an  den  confervenaiiigen  Fäden  als  an  den  blattartigen  Ausbrei- 
tungen derselben  aufgefunden.  An  den  ersteren  (Taf.  V.  14)  traten  die- 
selben einzeln,  gewöhnlich  an  der  nämlichen  Stelle,  die  sonst  ein  Zweig 
oder  eine  Haarwurzel  einnimmt,  seltner  neben  einer  Haarwurzel  auf; 
von  den  hlatlartigen  Ausbreitungen  trugen  die  kleineren ,  welche  dem 
Grund  der  grösseren  entsprossen  waren,  an  ihren  seitlichen  Rändern 
3 — 8  Anlheridien,  meist  dicht  an  einander  gedrängt,  seilner  durch  fa- 
denartige Zweige  oder  Archegonien  getrennt  (Taf.  V.  13  a). 

Die  Antheridien  werden  von  einem  kurzen  Stiel  getragen  und  stel- 
len eine  anuähernd  kugelförmige  Anschwellung  dar;  ihre  Wandung 
schien  zuweilen  von  einer  Lage  tafelförmiger  Zellen  gebildet  zu  wer- 
den ;  ihr  Inhalt  besieht  aus  kleinen  Zellchen,  welche,  so  weil  die  Beob- 
achtungen am  getrockneten  Material  Aufschluss  geben  können,  Bildungen 
enthalten,  die  mit  den  Samenfäden  verwandter  Cryptogameu  überein- 
stimmen (Taf.  V.  1 5). 

Archegonien  wurden  weder  bei  T.  incisum  noch  bei  T.  sinuosum  an 
den  confervenartigen  Fäden  des  Vorkeims  aufgefunden ,  wohl  aber  an 
den  blattartigen  Ausbreitungen  derselben  und  zwar  sowohl  an  dem 
Grunde  der  grösseren,  als  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  kleineren;  sie 
treten  an  beiden  nur  ausnahmsweise  in  Gesellschaft  der  Antheridien 
(Taf.  V.  1 3)  oder  in  geringer  Entfernung  von  denselben  auf,  stehen  ge- 
wöhnlich zu  4  oder  5  auf  den  Rändern  der  blaltartigen  Ausbreilungen 
(Taf.  V.  11),  die  in  der  Ausdehnung  ihrer  Insertion  in  ein  Polster  von 
2 — -3  Zelllagen  umgewandelt  sind,  während  das  zwischen  diesen  Rän- 
dern liegende  Gewebe,  wie  an  sterilen  Vorkeimen ,  nur  aus  einer  ein- 
zigen Zellschichte  besteht  (Taf.  V.  1 2). 

Das  Keimbläschen  der  Archegonien  ist  stets  in  das  Polster  einge- 
senkt; ihr  vorragender  stylusarliger  Forlsalz  ist  kurz  cylindrisch,  be- 
steht, wie  bei  andern  Farnen,  aus  4  Zellreihen,  von  welchen  eine  jede 
aus  2 — 3  über  einander  stehenden  Zellen  gebildet  wird ,  deren  Verhal- 
ten indess ,  ebenso  wie  das  der  das  Archegonium  umgebenden  Zellen 
au  dem  getrockneten  Material  trotz  grosser  Mühe  nicht  mit  ausreichen- 
der Genauigkeit  ermittelt  werden  konnte.   An  jüngeren  Archegonien 
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zeigten  die  4  Scheitelzellen  das  nämliche  Gepräge ,  welches  sie  bei  an- 
dern Farnen  kennzeichnet,  an  alleren  waren  dieselben  aus  einander 
gewichen  und  in  verschiedenem  Grad  zerstört. 

Ueber  die  Entwicklung  des  Keimbläschens  zu  der  beblätterten 
Pflanze  konnten  an  dem  getrockneten  Material  keine  Beobachtungen  an- 
gestellt werden;  daher  nur  die  Bemerkung,  dass  ungefähr  das  5te  Blait 
der  Keimpflanze  die  den  Blättern  der  ausgebildeten  Pflanze  zukommende 
Theilung  erreicht. 

Unter  den  Vorkeimen,  die  ich  von  verschiedenen  andern  Arten  von 
Trichomanes  auffand ,  waren  an  den  confervenartigen  Faden  von  T. 
membranaceum,  und  einer  andern  Art,  von  der  ich  unentschieden  las- 
sen muss,  ob  sie  einem  Hymenophyllum  oder  einem  Trichomanes  an- 
gehörten, Archegonien  ausgebildet.  Bei  der  letzteren  (Taf.  V.  16)  war 
die  Mitte  der  Zellen  der  confervenartigen  Vorkeimsfäden  in  einen  kur- 
zen Fortsatz  ausgewachsen  und  auf  diesem  war  eine  Gewebsmasse  klei- 
nerer Zellen  befestigt,  die  sich  in  2  Arme  theilte,  von  welchen  der  eioe 
unzweifelhaft  ein  Archegonium  darstellte. 

Von  T.  trichoideum,  speciosum,  olivaceum,  humile,  Endlicherianum 
wurden  ferner  sterile  Vorkeime  in  dem  ersten  confervenartigen  Stadium 
beobachtet;  sie  stimmten  in  ihrer  Theilung  völlig  mit  den  von  Hymeno- 
phyllum microcarpum  Uberein;  mit  den  blattartigen  Ausbreitungen  ver- 
sehene Vorkeime  wurden  nur  bei  T.  Ankersii  aufgefunden ;  sie  waren 
unregelmässig  in  Lappen  von  verschiedener  Grösse  gelbeilt,  waren  noch 
an  den  confervenartigen  Fäden  befestigt  und  trugen  an  ihrem  Rand  Haar- 
wurzeln, wie  bei  T.  sinuosum. 

Ueber  das  Keimen  der  Sporen  von  Loxsoma  konnten  keine  Beob- 
achtungen angestellt  werden. 

War  es  auch  nicht  möglich ,  die  vollständige  Entwicklung  irgend 
einer  Art  von  Hymenophyllum  oder  Trichomanes  von  der  Spore  an  bis 
zur  Ausbildung  der  beblätterten  Pflanze  zu  verfolgen,  so  geht  doch  aus 
der  naturgemässen  Verbindung  der  bei  verschiedenen  Arten  beobach- 
teten Entwickelungssladien  hervor,  dass  der  Vorkeim  der  Hymenophyl- 
Iaceae  mit  dem  der  Farne  in  weitestem  Sinne  in  dem  wesentlichsten 
Punkt,  in  so  fern  er  die  Archegonien  hervorbringt,  übereinstimmt  und 
von  den  Moosen  abweicht ,  bei  welchen  der  Vorkeim  der  beblätterten 
Pflanze  den  Ursprung  giebt,  die  dann  die  Fortpflanzungsorgane  ent- 
wickelt; aber  ebenso  geht  auch  aus  den  mitgetheilten  Beobachtungen 
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hervor,  dass  in  untergeordneten  Punkten,  wie  z.  B.  der  Gestalt  der  Vor- 
keime, die  Hymenophyllaceae  von  andern  Farnen  und  7. war  in  dem 
nämlichen  Maass  sich  entfernen,  als  sie  in  denselben  an  die  Laubmoose 
und  unter  diesen  ganz  in's  besondere  an  die  Sphagnaceae  sich  an- 
nähern. 

Verweilen  wir  einen  Augenblick  bei  diesen  Beziehungen,  so  er- 
giebt  sich,  dass,  wahrend  bei  den  Polypodiaceis  die  Spore  zunächst 
in  einen  einzigen  meist  kurzen  Zelifaden  auswachst,  dessen  Ende 
gewöhnlich  rasch  in  eine  Zellflache  sich  ausbreitet,  die  in  der  Regel 
eine  verkehrt  herzförmige  Gestalt  annimmt  und  nur  in  seltenen ,  zum 
Theil  noch  einer  genaueren  Darlegung  bedürfenden  Fallen  randstän- 
dige Sprosse1)  entwickelt,  bei  den  Hymenophyllaceis  die  Spore  zu- 
nächst 3  gleichwertigen  Zellen  den  Ursprung  giebt,J)  von  welchen  eine 
jede  in  einen  Faden  sich  fortzubilden  im  Stande  ist,  dass  alsdann 
gewöhnlich  2  von  diesen  Zellen  oder  Fäden  verkümmern,  während 
die  dritte  einen  vielfach  verzweigten  confervenartigen  Faden  bildet. 

I)  Man  vergl.  Wigjuid  bot.  Zeil.  1849,  1  13;  bot.  Unter».  41,  48;  Hofmeister, 
vergl.  Unt.  83  ;  Stange  nach  Braun  Polyembryonie  143. 

i)  Es  ist  aber  nicht  allein  in  der  Zahl  der  Vorkeime,  welche  einer  Spore  ent- 
spriessen ,  ein  Unterschied  zwischen  den  Hymenophyllaceis  und  Polypodiaceis  oder 
andern  Famen,  deren  Entwicklung  uns  bekannt  ist ,  sondern  eine  vielleicht  gewich- 
tigere Verschiedenheit  ist  in  dem  Punkt  der  Spore,  welche  der  Vorkeim  durchbricht, 
ausgesprochen. 

Bei  den  Polypodiaceis  nSmlich  nimmt  der  Vorkeim  den  Scheitel  der  Spore  ein, 
d.  h.  bei  kugeligen  Sporen,  die  auf  der  dem  Centrum  ihrer  Muttcrzelle  zugekehrten 
Hälfte  zu  einer  dreiseitigen  Pyramide  abgeflacht  sind,  den  Scheitel  der  lelzloren  da, 
wo  die  3  die  Kanten  der  Pyramide  einnehmenden  Leisten  zusammenstossen,  bei  kugel- 
quadrantischen  Sporen  hingegen ,  die  an  der  der  Achse  der  Multerzelle  zugekehrten 
Kante  mit  einer  Längslciste  versehen  sind ,  die  Mitte  der  letzteren.  Bei  den  Hymeuo- 
phylleen  giebt,  wie  aus  den  mitgetheilten  Beobachtungen  hervorging,  niemals  der 
Scheitet  der  Spore  einem  der  Vorkeime  den  Ursprung. 

Dabei  kann  ich  nicht  unterlassen ,  auf  die  Lücke  unserer  Kenntnisse  über  die 
Keimung  derjenigen  Farne  aufmerksam  zu  machen,  bei  welchen  der  Vorkeim  eine 
mehrzellige  Ausbildung  innerhalb  der  Sporenzelle  erreicht,  bevor  er  dieselbe  durch- 
bricht ;  weder  die  Anordnung  seiner  ersten  Zellen ,  noch  sein  späteres  Verhallen  ist 
hier  hinlänglich  bekannt. 

Ebenso  können  erst  zukünftige  Beobachtungen  entscheiden ,  ob  die  Verschieden- 
heiten, die  bei  den  Hymenophyllacoen  in  Bezug  auf  die  erste  Theilung  der  Sporen- 
zelle zwischen  Hymenophyllum  und  einigen  Arleii  von  Trichomanes  auf  der  einen 
Seite,  Trichomanes  Scbmidianum  u.  a.  auf  der  andern  Seite  beobachtet  wurden ,  für 
einzelne  Abteilungen  der  Gattung  Trichomanes  charakteristisch  sind. 
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dessen  Zweige  (heil weise  zu  einer  unbegrenzten  Forlbildung  befähigt 
sind,  theil weise  zu  blattförmigen  Ausbreitungen  von  spalel-  oder  lan- 
zettförmiger Gestalt  auswachsen ,  aus  deren  Randzellen  wiederum  so- 
wohl confervenartigc  Faden  als  auch  kleinere  blatlarlige  Ausbreitungen 
hervorgehen,  dass  mithin  bei  den  Hymenophyllaceis  die  beiden  Stadien 
des  Vorkeims,  welche  bei  den  Polypodiaceis  ohne  Grenze  in  einander 
Ubergehen,  gewöhnlich  schärfer  geschieden  sind  und  dem  conferven- 
arligen  Stadium  derselben  gewöhnlich  eine  grössere  Ausdehnung 
zukomme,  und  endlich  dass  der  Vorkeim  aus  dem  zweiten  blaltar- 
tigen  Stadium  durch  normale  Sprossungen  in  das  confervenarlige  zu- 
rückkehre, Verhältnisse,  die  es  ausser  Zweifel  setzen,  dass  der  Ver- 
keim der  Hymenophyllaceae  wie  bei  Laubmoosen  zu  perenniren  im 
Stande  sei. 

Eine  weitere  Verschiedenheit  bieten  die  Haarwurzeln  der  Vorkeime 
von  Hymenophyllaceis  und  Polypodiaceis.  Dieselben  entspringen  an  den 
blattarligen  Ausbreilungen  der  ersleren  nur  an  den  Zellen  des  Randes, 
bei  den  letzteren  hingegen  vorzugsweise  auf  der  unleren  Fläche. 

Nicht  minder  verschieden  ist  die  Anordnung  der  Fortpflanzungs- 
organe. Bei  den  Polypodiaceis  sind  diese  auf  der  untern  Seile  des  Vor- 
keims  der  Art  vertheilt,  dass  die  Antheridieu  den  aus  einer  einzigen 
Zelllage  bestehenden  Anfang  des  Vorkeims,  die  Archegonien  hingegen 
ein  mehrschichtiges  Polster  in  der  Mittellinie  des  Vorkeims  in  der  Nahe 
seines  Einschnitts  einnehmen ;  bei  den  Hymenophyllaceis  dagegen  wer- 
den beiderlei  Fortpflanzungsorgane  entweder  an  dem  confervena rügen 
Faden  des  Vorkeiras  oder  den  polsterförmig  angeschwollen  Randern  der 
blattartigen  Ausbreitungen,  ahnlich  wie  die  Anlheridien  auf  den  Vor- 
keimen der  Equisetaccac')  entwickelt. 

In  mehreren  dieser  Punkte  nun,  in  welchen  die  Hymenophyllaceae 
von  den  Polypodiaceis  abweichen,  findet  eine  auffallende  Uebereinslim- 
mung  der  ersleren  mit  den  Bryaceis,  deren  Keimungsgeschichte  lange 
Zeit  auf  alle  Laubmoose  ubertragen  wurde,  in  der  nämlichen  Weise,  als 
man  allen  Abtheilungen  der  Farne  die  hei  den  Polypodiaceis  beobachtete 
Keimung  zuschrieb  und  ganz  in's  besondere  den  Sphagnaceis s)  statt. 


1)  Vergl.  Hofmeister  vergl;  Unters.  100. 

1)  Vergl.  Hofmeister  Ber.  d.  K.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  1854.  100;  Scbim- 
per  Naturg.  d.  Spbagnac.  1  i  u.  f. 
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der  einzigen  der  kleineren  durch  gewichtigere  Merkmale  ausgezeichne- 
ten Abiheilung  der  Laubmoose,1)  deren  Keimung  bekannt  ist. 

Wie  aus  den  Untersuchungen  Hedwig's  und  Schimper's  bekannt 
ist,  wachsen  bei  Bryaceis  und  Sphagnaccis  die  Sporen  entweder  in 
einen  oder  mehrere  confervenarlige  Fliden  aus  und  ist  in  letzterem  Fall 
die  Zahl  dieser  Faden  keine  constante,  und  erfolgt  ihre  Entstehung  nicht 
simultan,  sondern  successive;  bei  den  Hymenophyllaceis  hingegen  ist 
die  Dreizahl  der  der  Spore  entspriessondcn  Faden  in  den  ersten  Thei- 
lungen  der  Sporenzelle  begründet  und  Abweichungen  von  dieser  Zahl 
werden  nur  durch  Verkümmerung  eines  oder  zweier  dieser  gleichzeitig 
oder  fast  gleichzeitig  angelegten  Faden  herbeigeführt. 

In  den  nächsten  Kntwickelungsstadien  findet  alsdann  in  dem  Wachs- 
thura,  der  Verzweigung  und  der  Structur  eine  volle  Uebereinstimmung 
zwischen  den  confervenaitigen  Faden  der  Vorkeime  der  Hymenophyl- 
laceae  und  der  Laubmoose  statt  und  ebenso  kehren  die  Verschieden- 
heiten, welche  zwischen  Bryaceis  und  Sphagnuceis  bei  dem  Keimen  der 
letzteren  unter  verschiedenen  Umstanden  hervortreten,  bei  den  Hyme- 
nophyllaceis in  Ubereinstimmender  Weise  wieder.  So  überschreite!  der 
Vorkeim  der  letzteren,  wenn  er  an  seinen  confervenartigen  Faden  die 
Fortpflanzungsorgane  ausbildet,  nicht  die  Stufe,  die  der  Vorkeim  der 
Bryaceae  gewöhnlich  und  der  der  Sphagnaceae,  dann,  wenn  ihre  Sporen 
unter  Wasser  keimen,  erreichen  in  dem  Stadium,  in  welchem  an  den 
Enden  oder  Zweigen  ihrer  Faden  der  beblätterte  Stamm  entsteht;  in 
der  Mehrzahl  der  Falle  aber  entwickeln  die  Vorkeime  der  Hymenophyl- 
laceae,  gleich  den  Sphagnaceis,  wenn  sie  auf  Erde  keimen,  an  den  con- 
fervenartigen Faden  ihrer  Vorkeime  blattartige  Ausbreitungen ,  die  bei 
beiden  aus  einer  Zellschichte  bestehen,  bei  beiden  in  gleichem  Maass 
und  in  gleicher  Weise  zu  sprossen  und  vermittelst  dieser  Sprosse  auf 
das  erste  confervenarlige  Stadium  zurückzukehren  befähigt  sind  und  ist 
die  Uebereinstimmung  beider  eine  so  grosse ,  dass ,  abgesehen  davon, 
dass  diese  blattartigen  Ausbreitungen  bei  den  Hymenophyllaceis  den 
Geschlechtsorganen,  bei  den  Sphagnaceis  der  beblätterten  Pflanze  den 
Ursprung  geben .  nur  in  den  Haarwurzeln  beider  eine  Verschiedenheit 


I)  Weder  von  einem  Leucobryum,  noch  von  einer  Andreaea  isl  die  Keimung 
bekannt ;  ebenso  liegen  keine  hinreichenden  Beobachtungen  über  die  der  Gleichem« 
ceae,  Schizaeaceae,  Osmundaceae,  Marattiaceae  vor. 
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gefunden  werden  kann.  Diese  bestehen  nämlich  bei  den  Hymenophyl- 
laccis  aus  einer  unseplirten  Zelle,  bei  den  Sphagnaceis,  wie  bei  den 
Bryaceis  überhaupt,  aus  einer  Reihe  von  Zellen,  die  durch  schräge 
Scheidewände  getrennt  sind.  Im  Uebrigen  entspringen  diese  Haarwur- 
zeln bei  Hymenophyllaceis  und  Sphagnaceis1)  nur  am  Rand  der  blatt- 
arligen  Ausbreilungen. 

Es  erübrigt  noch  der  Zellen  zu  gedenken ,  welche  an  den  Enden 
der  flächenförmigcn  Ausbreitungen  der  Vorkeime  der  Hymenophyllaceae 
zur  Ausbildung  kommen  und,  wie  es  scheint,  stets  einer  weiteren  Eot- 
wickelung  derselben  ein  Ziel  setzen.  Die  übereinstimmende  Gestalt  und 
Grösse,  welche  diese  Zellen  erreichen,  macht  schon  an  und  für  sich  un- 
wahrscheinlich,  dass  dieselben  den  Haarwurzeln  zuzuzahlen  seien,  die 
sonst  hie  und  da  einzelne  Zweiglein  der  confervenartigen  Füden  des 
Vorkeims  begrenzen ;  die  wenn  auch  seltne  Wahrnehmung,  dass  kugelige 
Zellen  auf  dem  Ende  dieser  Zelleu  befestigt  waren,  dient  vielmehr  der 
Ansicht  zur  Stutze,  dass  hier  eine  Abschnürung  von  Zellen  stattfinde. 
Ein  solcher  Vorgang  ist  freilich  ohne  Analogon  bei  den  Vorkeimen  der 
Farne  und  Moose  nach  dem  dermaligen  Stand  unserer  Kenntnisse  und 
erhält  nur  in  den  Keimkörnern ,  welche  von  den  Blättern  mehrerer  Le- 
bermoose z.  B.  Calypogeia  Trichomanes  u.  a.  gebildet  werden,  ein  Sei- 
tenstuck. 

Wenn  ich  schliesslich  die  Frage  berühre,  ob  die  Hymenophyllaceae 
nach  der  Ansicht  von  Van  den  Bosch5)  als  Bryopterides  eine  zwischen 
Farnen  und  Moosen  stehende  Ordnung  bilden,  deren  Werth  der  Ge- 
sammtheit  der  übrigen  Farne,  der  Polypodiaceae  sammt  Cyatbeaceae. 
Gleicheniaceae,  Schizaeaceae ,  Osmundaceae,  Maraltiaceae  und  Ophio- 
glosseae  gleichzustellen  sei,  so  wird  man  auf  der  einen  Seite,  wenn 
man  festhält,  dass  durch  die  milgetheilten  Untersuchungen  die  Grenz- 
linie zwischen  Moosen  und  Farnen  nicht  verrückt,  sondern  von  neuem 
bestätigt  worden  ist,  zumal  aber  wenu  man  die  Uebereinstimmung  der 
Gefassbilndel,  der  Sporangien  u.  s.  w.  der  Hymenophyllaceae  und  Farne 
erwägt  und  in  der  Gattung  Loxsoma  eine  beide  innig  verbindende 
Uebergangsbildung  erblickt,  sich  nicht  versucht  fühlen  können,  die 
Hymenophyllaceae  von  den  Farnen  zu  sondern ,  auf  der  andern  Seite 


I)  Vergl.  Hofmeisterl.  c.  100. 
J)  Einl.  9;  Bijd.  I.  c.  323. 
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kann  der  Ansicht  Van  den  Bosch's  insofern  nachgegeben  werden ,  als 
es  vielfacher  Eigentümlichkeiten  von  Hymenophyllum  und  Trichoma- 
nes  wegen  naturgemäss  erscheint,  die  Hymenophyllaceae  aus  ihrer  bis- 
herigen Stellung  zwischen  Cyatheaceis  und  Gleicheniaceis-  zu  entfernen 
und  ihnen  den  Vortritt  vor  den  Polypodiaceis  und  damit  die  niederste 
Stufe  unter  den  Farnen  zuzugestehen,  an  welcher  Stelle  sie  alsdann 
nach  abwärts  an  die  Moose ,  mit  welchen  sie  gewöhnlich  in  dem  ein- 
schichtigen Blattparenchym  und  zwar  zunächst  an  die  Sphagnaceae,  mit 
welchen  sie  in  der  Ausbildung  und  noch  mehr  in  der  Mannigfaltigkeit  der 
Ausbildung  ihrer  Vorkeime  Ubereinstimmen,  angrenzen  und  gleichzeitig 
von  den  Ophioglosseae ,  die  in  dieser  Beziehung  die  grösste  Verschie- 
denheit zeigen,  am  weitesten  entfernt  sind. 


Erklärung  der  Abbildungen. 


Taf.  I. 

1 .  Sklerenchymzcllen,  die  sich  in  Deckzellen  abgetheill  haben,  von  T.  sinuosum 

aus  dem  die  Schenkel  des  fruchttragenden  Nerven  bedeckenden  Gewebe. 

2.  3.  Desgleichen  aus  dem  Blattstiel  von  T.  Smitbii. 

4  a — c.  Desgl.  aus  der  Schleierröhre  von  T.  davallioides. 
5.  Deckzellen  nebst  ihren  Verdickungen  von  T.  Javanicum. 

6  a — c.  Desgl.  von  T.  pinnalum. 

7  c.  Desgl.  von  T.  vcnuslum. 

8.  9.  Desgl.  von  T.  Javanicum. 

10 — 15.  T.  membranaceum. 

1 0.  Durchschnitt  durch  den  innern  Tbeil  des  Blattes. 

1 1 .  Desgl.  durch  den  äusseren  Theil  des  Blattes. 

12.  13.  14.  Deckzellen  aus  dem  Blatt. 

15.  Deckzellen  aus  dem  Bhizom. 

16—18.  T.  Singaporianum. 

1 6.  Ein  Scheinnerv  mit  den  umgebenden  Zellen  von  der  Fläche. 

17.  18.  Durchschnitt  der  Scbeinnerven. 

19—21.  T.  Ankersii. 

19.  Scbeinnerv  mit  den  umgebenden  Zellen  von  der  Fläche. 

20.  Durchschnitt  durch  denselben. 

21.  Dieselbe  isolirt. 

22—23.  T.  album. 

22.  Durchschnitt  durch  die  Mitte  eines  Blallzipfels,  /'die  Stelle,  an  der  die  Mit- 
telrippe sich  befindet. 

23.  Durchschnitt  durch  den  Blattrand. 

24 — 27.  T.  di versifrons. 

24.  Durchschnitt  durch  die  Blaufische. 

25.  Scbeinnerven  mit  den  umgebenden  Zellen  von  der  Fläche  aus. 

26.  Durchschnitt  durch  einen  Scheinnerven. 

27  a.  Durchschnitt  durch  ein  Blatt  mit  amphimorpbcn  Zellen. 
6.  Ein  Fragment  des  letzteren  von  der  Fläche. 
28—29.  T.  bumile. 

28.  Der  Rand  eines  Blaltzipfels. 

29.  Derselbe  im  Durchschnitt. 
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30.  Der  Rand  eines  Zipfels  von  T.  Endlicherianuu». 

31.  Desgl.  von  T.  Vieillardii. 

33.  Durchschnitt  durch  einen  Zipfel  von  11.  Malingii ;  an  der  Stelle  von  f  liegt 
der  Gefilssbündel. 


Taf.  II. 

Parenchym zellen  von: 


1.2.  T.  pyxidiferum. 
3.  4.  T.  Millefoliutn. 
5—8.  T.  Arbuscula. 
9— 13.  T.  Saxifragoides. 
14 — 16.  T.  crispum. 

17.  T.  Borbonicum. 

18.  T.  Hookeri. 

19.  T.  melanotrichum. 
20-24.  H.  flabellalum. 


25.  II.  fueifortne. 

26.  H.  demissum. 
27—28.  T.  concinnum. 
29—34.  H.  cruentum. 
35—37.  T.  trigonum. 
38—40.  T.  Filicula. 
41—43.  T.  venustum. 
44.  T.  auriculalum. 


Taf.  III. 

Parenchymzellen  von: 


I—  4.  H.  caudiculalum. 
5.  T.  caudalum. 

6 — 8.  H.  fueifortne. 
9 — 10.  H.  ahruplum. 

II —  15.  II.  brachyglossum. 
16—20.  H.  Neesii. 

21.  H.  holochilum. 

21  6.  Seitenwand  einer  Zelle  von  H. 
eilialum. 


22—23.  T.  spicatum. 

24—31.  T.  rigidum. 

32 — 33.  T.  compressum. 

34—37.  T.  Javanicum. 

38 — 43.  T.  elongatum. 

44—47.  T.obscurum;  (T.  papillalum.) 

48.  T.  flavofuscum. 

49—50.  T.  Milnei. 


Taf.  IV. 
Trichomanes  elegans  Rieh. 

1 .  Durchschnitt  der  Uölfle  eines  Zipfels  von  einem  jugendlichen  Exemplar. 
2 — 4.  Desgl.  von  älteren  Exemplaren.     *  Durchscbnittne  Schein  nerven ,  resp. 
Deckzellen. 

5.  Hymenophylluni  Tunbridgense.  Columella  mit  den  Paraphysen  p  an  ihrem 

Grunde;  s  die  untersten  Sporangien. 

6.  Isolirte  Paraphysen  stärker  vergrössert. 

7.  Paraphysen  von  H.  Smilhii. 

8.  Keimende  Sporen  von  T.  reniforme. 
9—10.  Desgl.  von  T.  ampliatum. 
11—15.  Desgl.  von  T.  Schmidianum. 
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16— 17.  Keimende  Sporen  von  H.  brevifrons. 
18.  20.  22.  23.  Desgl.  von  H.  polyanthos. 
49.  Desgl.  von  H.  bivalve. 

21.  Desgl.  von  II.  Tunbridgense,  nach  getrockneten  Exemplaren  vom  Cap  der 

guten  Hoffnung. 
24.  25.  Desgl.  von  H.  infortunalum. 
26.  27.  Desgl.  von  II.  repandum. 
28.  Desgl.  von  II.  fueiforme. 

29—35.  Desgl.  von  H.  Tunbridgense;  aus  künstlich  ausgesüeten  Sporen  aufge- 
gangene Keimlinge. 

Taf.  V. 

1—12.  T.  siiioosum  var.  (T.  incisum  Klf.) 

1  a—k.  Vorkeime,  ungefähr  2mat  vergrössert. 
2.  Ein  confervenartiger  Foden  derselben,  stärker  vergrössert. 
3—6.  Die  Haarwurzeln  in  verschiedenen  Enlwickelungssladien. 
7—9.  Die  Abscbnurung  der  Keimzellen  am  Ende  der  Vorkeime. 

10.  Die  Verbindung  der  blattarligen  Ausbreilungen  des  Vorkeims  mit  den  coo- 
fervenarligen  Fäden  desselben. 

11.  Eine  kleine  blattförmige  Ausbreitung  mit  Archegonien. 

12.  Der  eine  Rand  derselben  nebst  den  Archegonien  im  Durchschnitt. 

13—15.  T.  (»inuosuiu. 

13.  Eine  blaltarlige  Ausbreitung  des  Vorkeims  mit  Archegonien  und  Antheridieo. 

14.  Ein  verzweigter  confervenartiger  Vorkeim  mit  einem  Anlheridium. 

15.  Inhalt  des  letzleren. 

16.  Archegonien  an  den  confervena rügen  Fäden  des  Vorkeims  einer  unbestimn- 
baren  Art. 
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Abhaudl.  .1.  K.  S.  OiHltth.  H.  WUiriwh.  XI. 


Thema,  welches  ich  hier  behandele,  ist  in  früheren  Zeiten 
schon  mehrmals  bearbeitet  worden,  allein  es  fand  sich  demungeachtet, 
dass  manches  nicht  unwesentliche  hinzugefügt  werden  konnte.  Die 
früheren  Bearbeitungen  haben  fast  immer  in  der  Darstellung  der  In- 
tegrale und  Differentiale  durch  Summen  und  Differenzen  die  letzteren 
nach  schräg  auf-  oder  absteigender  Richtung  in  die  Ausdrücke  ein- 
geführt, wahrend  man  später  erst  erkannt  hat,  dass  die  Einführung  der 
Differenzen,  die  entweder  auf  einer  und  derselben  Zeile,  oder  zunächst 
darüber  und  darunter  stehen,  auf  mehr  convergirende  Reihen  führt. 

In  dieser  Abhandlung  werden  ausschliesslich  die  Summen  und  Dif- 
ferenzen auf,  oder  zunächst  über  und  unter  der  Zeile  eingeführt,  die 
allgemeinen  Formen  der  daraus  entstehenden  Ausdrücke  abgeleitet,  und 
die  Gesetze,  nach  welchen  die  numerischen  Cocfficienlcn  fortschreiten, 
aufgesucht.  Art.  1 — H  behandelt  die  Darstellung  der  Summen  und 
Differenzen  durch  Integrale  und  Differentiale,  und  Art.  15—24  die  Dar- 
stellung der  Integrale  und  Differentiale  durch  Summen  und  Differenzen. 
Im  Anfange  dieser,  letzteren,  Darstellung  führt  das  eingeschlagene  Ver- 
fahren von  selbst  auf  die  Herlcilung  einiger  der  bekannten  Interpolalions- 
formeln.  Art.  25  —  29  zeigt,  wie  ein  gewisser  Theil  der  numerischen 
Coefhcienten  sich  durch  bestimmte  Integrale,  und  Art.  30  wie  der 
übrige  Theil  derselben  sich  durch  bestimmte  Differentiale  ausdrücken 
lässt,  wenn  hierunter  verstanden  wird,  dass  nach  der  letzten  Differen- 
tiation der  Veränderlichen  ein  constanler  Werth  gegeben  werden  soll. 
Art.  31  —  39  beschäftigt  sich  mit  der  Anwendung  der  im  Vorhergehenden 
erhaltenen  Ausdrücke  auf  die  sogenannten  mechanischen  Quadraturen, 
und  Art.  40  —  49  mit  den  Bernoullischcn  Zahlen.  Es  stehen  nemlich 
eine  Anzahl  der  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Coefficienten  mit  den 
ßernoulliscben  Zahlen  in  enger  Beziehung,  und  ich  nehme  davon  Gc- 
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legenhcit,  zwei  verschiedene  Ausdrücke  zur  Berechnung  der  einzelnen 
Bcrnoullischen  Zahlen,  die  ich  schon  vor  einer  Reihe  von  Jahren  ge- 
funden habe,  abzuleiten. 

Sei  y  irgend  eine  Function  von  x,  die  wenigstens  innerhalb  der 
Grenzen,  zwischen  welchen  man  die  Summen  oder  die  Integrale  bilden 
will,  nebst  allen  ihren  Differentialquotienten  stelig  sein  muss.  Da  ich 
diese  Function  bei  verschiedenen  Wcrlhcn  von  x  betrachten  werde ,  so 
werde  ich  sie  überhaupt  mit  yx  bezeichnen. 

Hat  man  nun  in  diese  Function  die  um  dasselbe  Intervnl  h  von 
einander  abstehenden  Werthe  x,  x+2h,  etc.  und  x — //,  x — 2A,  etc. 
oder  allgemein  x-\-nh  ftir  x  substituirt,  wo  n  constanl  ist,  aber  nicht 
nothwendig  eine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht,  so  bildet  der  Unterschied 
?/x+(n+i)A— Vx+nh  die  erstc  Differenz,  die  ich  mit  .■fyT+(m+i)h  bezeichnen 
werde;  der  Unterschied  Jyx+(n+^u  — .  /yx+(n_  i)A  die  zweite  Differenz, 
die  mit  J2yx+nh  bezeichnet  werden  soll  u.  s.  w.  Bezeichnet  daher  m 
irgend  eine  ganze  und  positive  Zahl ,  so  erhalten  wir  allgemein 

die  von  m  =  1  bis  m  =  oo  statt  findet.  Man  kann  aber  weiter  gehen 
und  sich  yx+nh  aus  dem  Unterschied  Zyx+(n+i)h  —  Zyx+(n-i)i>  >  so  wie 
-2fyr+(n+t)A  aus  dem  Unterschied  Z\T+(n+t)fl  -  Zlyx+nA ,  u.  s.  w.  ent- 
sprungen denken.  Die  mit  2  bezeichneten  Functionen  werden  alsdann 
die  Summen  der  gegebenen  Function,  und  diese  sind  mit  einander 
durch  die  allgemeine  Gleichung 

(2)  .  .  .  i'B,^+BA  =  ^m+,yx+(w)A-^m+,w-;)A 

verbunden,  die  von  m  =  0  bis  ro  =  or>  gilt.  Betrachten  wir  diese  beiden 
Gleichungen  naher,  so  finden  wir,  dass  die  eine  derselben  in  die  andere 
übergeht,  wenn  man  für  m  irgend  eine  negative  ganze  Zahl,  und  . /p  statt 
2?~p  oder  bez.  Sv  statt  sf9  schreibt.  Beide  Gleichungen  können  also 
mit  Vorbehalt  dieser  Vcrwandelungen  ohne  Unterschied  von  m  =  —  » 
bis  m  =  -h  oo  ausgedehnt  werden. 

Eine  Verschiedenheit  ist  jedoch  anzumerken.  Die  Gleichung  (1) 
hat  für  alle  positiven,  und  die  Gleichung  (2)  für  alle  negativen  Werthe 
von  m  bestimmte  Werthe,  hingegen  ist  die  Gleichung  (1)  für  m  =  0  und 
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für  alle  negativen,  so  wie  die  Gleichung  (2)  für  m  =  0  und  alle  positiven 
Werthe  von  m  unbestimmt,  weil  in  der  Reibe  der  Summenglieder  einer 
jeden  Ordnung  Ein  Glied  vvillkührlich  angenommen  werden  kann. 
Diese  Gleichungen  enthalten  also  in  diesen  Fallen  eben  so  viele  will- 
kührliclie  Glieder  wie  die  Zahl  m  Einheiten  hat. 

Um  deutlich  anzuzeigen  wie  die  Summen  -  und  Diflerenzenrcihen 
aus  einander  entstehen  und  mit  einander  zusammenhängen,  will  ich  die 
eisten  derselben  in  dem  folgenden  Schema  zusammenstellen. 


Werl  lu- 

Sumnien- 

1  •''  Summcn- 

Wortlic  der 
f.'rgelM'nen 
Function. 

l,,c  Differenzen- 

*"  DifTerenzon- 

vt)  n  X. 

reihe. 

_ 

reilio. 

reihe. 

reihe. 

a-t-tu  —  i)h 

-*  !fo  +  (n— s)A 

(,  +  in  —  \}h 

-,'/a(  +  i.-i)A 

-tf«  +  (»+i)A 

.Vfl+«A 

^!/n+(n+i)Ä 

^'Ja  +  in+i)/, 

.'/«  +  («  +  i)A 

^a+G.+.)A 

-.'/a  +  («+3)A 

^a+(n+2A) 

Aus  diesem  Schema,  welches  man  links  und  rechts,  oben  und  unten 
beliebig  weit  fortsetzen  kann ,  sieht  man ,  dass  die  Indices  so  gewühlt 
sind,  dass  sie  auf  jeder  Zeile  dieselben  bleiben,  und  dass  irgend  ein 
Index  das  arithmetische  Mittel  aus  den  in  der  nilchslvorhergehendeu 
oder  nachstnachfolgenden  Columne  zunächst  Uber  und  unter  demselben 
stehenden  Indices  ist. 


Ich  werde  nun  zuerst  die  Ausdrücke  der  Differenzen  durch  die 
Differentiale  ermitteln.  Die  Gleichung  (-1)  giebt 

=yx+ih  —'Jx-ih 
■  i'Vx  =  fyx+{h  —Jyx-ih 
f^jx  =  Wjx+ih—  flyx-\h 
etc. 

Sie  giebl  aber  auch 
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tyx+\h  =  ijx+h  —ijx.     tyx-\h  —  !/x  —yx-h 

otc.  elc. 

Hieniil  kann  man  aus  der  rechten  Seile  der  vorstehenden  Gleichungen 
alle  Differenzen  eliminiren,  und  man  bekommt  leicht 

-N*  —  .'/x+ ja — ,'/»— H 

/tyx  =  .'/x  +  A  -l-yx-A  —  2f/x 
./tyx  =  .Vr+JA— //*-•*—  »\//x+l*— yx-lA) 

-A*  =  .'/x+iA+yx-iA— i  yx+A  H-yx-Ai  +tiyx 

^yx  =  yx+;A— yx-?A— ö(yx+fA— yx-»A}H-io  yx+i*— y*-»*"; 

'ty*  —  yr  +  3A+yx-3A—  Ü  Z/x  +  iA-l-yx-tAj-l-lö'yx+A  -+\'/x-a)  —  2*tyx 

/tyx  =  .'/x+jA— yx-jA— 7(yx+|A— yr_.Ä)-|-2 1  (yx+jA— yx-jA)— -351^^+ ;A— -yr-{* 

etc.  etc. 

die  man  beliebig  fortsetzen  kann,  da  die  Coeflieienten  die  des  Binoms  sind. 

Da  vorausgesetzt  ist ,  dass  die  Function  y  wenigstens  in  der  Aus- 
dehnung, in  welcher  sie  hier  vorkommt,  stelig  sei,  so  künnen  wir 
die  in  den  vorstehenden  Gleichungen  enthaltenen  Functionen  durch  das 
Taylorsche  Theorem  ausdrucken ,  denn  mau  kann  in  diesem  Falle  das 
Increment  h  immer  so  klein  annehmen,  dass  diese  Reihe  convergirl. 
Wir  bekommen  daher 

yx+jA  —  yx-»-*«^  -i-  t  (  a  dx-  ^  s  i.s.3  dx»  ^  i«  1..*  dx«  ^  •• 

yx-jA  =  >h-  J-A^'±  etc. 

,/  —  „     4-  /i  .    A*    d'y,         A'    d'y,         A*  d'p, 

yx-A  =  y  r  —  A  J<  ±  etc. 

ii        fc  _  ,|     .  9    A«    d'y,    ,     i7      A»    d1./  »I      A'  rf'v, 

yx+jA  —  yx-i-  tndc  -+■  4  ,  4  dr,  -i-  8       (tr«         v.»  dx«  "»-•■• 
yx-»A  =  'jx  —  %hd£-±  etc. 

yx  +  iA  —  .'/r-t-  2h  ±~  -+-  *  Xa-  +  »    ,  a  8  -+-  1  I)  •-,    ,    rfr.  +  ... 

llx-ih  =  y*  — 2A^'  +  elc. 

yx-t-jA  -  ^  +  #^-+7,1  -5-1-+  8 Är,  +-  ,6  ,-;<-  + 
yx-»A  =  ?/x— iÄ^-±  etc. 
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Vx+zh  =Vx  +  Shdx  +d  TTV  +  27  TXT  "dx«  +  81 
!/*-8A  =  yx  —  3A^+  etc. 

!(*+}»  -  Jf*  +  i*4T  +  T  Ü"  V  +  8    1.4.3     dx*  +    46    1.4  fc*- 

yx-jA  =  yx-iA^±  etc. 

etc.  etc. 
Substiluirl  raan  diese,  so  ergicbt  sich 

/„    l  dy,  ^    i     h'    <Fy,      _l_    A»    d*ju  .  __<  _    *'  . 

■'y«    —  "  dr         *  I  i  3  dx*         46  <   .  .5  dx»  64     I . .  .7  dx'        '  '  * 

7  "x  "   dr»  *      I...»  tt*  *     8  )...7di'+-- 

A^  +4200^2-  +  - 
J«yx  =  AR  ^ 


.*1y*  =  *7&  +  ... 

etc.  elc. 

3. 

Man  kann  noch  andere  Ausdrücke  erhalten ,  die  die  nemliche  Form 
haben.  Zu  dem  Ende  geben  die  Gleichungen  (1)  auf  dieselbe  Art 
wie  oben 

■*jx+*h  +  iyx-\h  =yx+*  -yx-h 
J*yx+\h+  S1yx-Vk=yx+ih+yx-ih-  (yx+iA+yx-i*) 
flyx+  ih+  Pyx-ih  =yx+ih-yx-xh-%(yx+h  -yx-h) 
J'yx+ih+J^x-ih  =yx+\h+yx-\h-3{yx+ih+yx-ih)  +  2(yx+4A+»/x-iA) 
fyx+ik+<fitx-\h=yx+ik-yx-th-Hyx+,ih-yx-th)  +  5(yx+A  -yx-n) 

,fyx+\ti+sf'yx-\h  =»/a!+JA+y»-iA-Ö,il/j;+lA+.'/x-}A)  +  9(yx+«A+»/x-»A)-5  '/x+lA)+yx-iA) 

SlJx+ih+Syx-ih  =yx+*A-yx-«A-fi(y.r+8A-yx-3A)+  I  *(j/x+aA-yx-8A)-i  *(yx+A-yx-A) 

elc.  etc. 

Man  kann  diese  Ausdrücke  auch  aus  den  ähnlichen  des  vor.  Art. 
ableiten.  Setzen  wir  z.  B.  in  dem  Ausdruck  für  Jhyx  erst  x  +  \h  und 
dann  x  — |A  statt  x,  so  bekommen  wir 
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Jsyx+ih  =  yx+ik  —         —  5  —  yx-*)  +10  (yx+A  —  yx) 

■  ^yx-ih  =yx+iA  — yj-3A  — 5(yx+Ä  — yx_»A)  +  10(yx  — yx_Ä) 

Addirt  man  diese,  so  geht  der  vorstehende  Ausdruck  für  J*yx+  \h+/Pyx-\h 
daraus  hervor.  Diese  Ableitung  giebt  zugleich  das  Gesetz  derCoefficienlen 
der  vorstehenden  Ausdrucke  zu  erkennen.  Man  sieht,  dass  sie  aus  dem 
Unterschied  von  je  zwei  zunächst  auf  einander  folgenden  Binomial- 
coefficienlen  der  Potenz  bestehen ,  die  dem  Index  von  ./  gleich  ist. 

Substituirt  man  nun  die  im  vor.  Art.  durch  das  Taylorsche  Theorem 
entwickelten  Functionen  in  die  vorstehenden  Ausdrucke,  so  ergiebt  sich 

9  4     A»   d'y,  t     <      A*   #yr        4      A*   rf'y,  Ä 

Jyx^  +Jyx-i>  =  +  +  + 

. ■/ W  ■+-         ;a  =  2* £  +  <  0  ^  #  +  «f^**  +  ... 

^4**+h  +  J>y*-iH  =  th*     +  420  rA,6  ^/  + . . . 

^/flyx+jA  -*-  //fi!/x-iA  =  2A«  ^  -h  .  .  . 

^7yx+4A  +  ^7yx-tA=  2A^  +  ... 

welchen  ich  die  Function  yx+iA  +  yx-{A  hinzugefügt  habe,  weil  sie 
weiter  unten  gebraucht  wird. 


4. 

Um  aus  den  Summen  der  Differenzen ,  die  im  vor.  Art.  entwickelt 
wurden,  die  Ausdrücke  für  die  einzelnen  Differenzen  zu  erhalten,  dienen 
die  Gleichungen 

^yx+iA  —  4yx-ih  =  4*yx 
J^jx+ih  —  J^x-ik  =  J*yx 
etc. 

und  man  bekommt  hiemit  sogleich 
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<iyx±.\h  —  n  ^  dx%  t-  4  4  j  ^  ^ ,  t  ^  -T- ,  5  dx%  33 ,  Ä  rfr,  t-  i  7  . 
^±1*  -  ±1» 5?  +30  ^  ±60  ^ ^  -M  26 ^7 5&  ± 

./fc±u  =  ä. ±1Ä, +2 , o         ±2 , oo     **  + ... 

etc.  clc. 

welche  sich  von  deo  Ausdrücken  des  Art.  2  dadurch  unterscheiden, 
dass  alle  Differentiale  der  Keihe  nach  darin  vorkommen,  wahrend  jene 
nur  die  Differentiale  von  zwei  zu  zwei  Ordnungen  enthalten.  Man  darf 
sich  nicht  vorstellen,  dass  diese  beiden  Systeme  von  Gleichungen 
wesentlich  von  einander  verschieden  seien,  sie  drücken  jedes  für  sich 
die  Differenzen  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x  und  A  aus,  und 
müssen  sich  daher  identificiren  lassen.  Man  macht  das  erste  System 
mit  dem  zweiten  identisch ,  indem  man  darin  allenthalben  x  +  |  A  ftlr  x 
subslituirl,  und  die  Differentiale  von  yx±\h,  die  darauf  darin  enthalten 
sein  werden ,  durch  das  Taylorsche  Theorem  auf  die  von  yx  hinfuhrt. 
Es  wird  sich  dieses  am  Einfachsten  durch  ein  einfaches  Beispiel  zeigen 
lassen. 

5. 

Sei  zur  Erläuterung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln 

y  =  & 

Bildet  man  hievon  die  Differentiale  und  subslituirl  diese  in  die  Glei- 
chungen, so  bekommt  man 

Jyx  =Ghx  '  +  5A  'ar3  -h  |A\r 
Jhjx  =  30AJx4  +  30A«*2  +  2A8 
J*yx  =  120  A3r»  +  90A\r 
J*,Jx  =  360A'£2  -|-  120  A« 
J*yx  =  720  h'x 
J*yx  =  720A« 


514  P.  A.  Hanskn.  10 

Jyx±lh  =  6 hx<  ±  1  5 Wx*  -+-  20  h*x*  ±  1 5 Vx1  +  6  A*.c  ±  A« 
J*yx±*h  =  30A*<r"  +  60 A9jr»  +  l!>h*x2  ±  45A\r  +  ^A* 

>  flyx±\h  —  1 20 A^jt«  ^  ISOA'x2  ■+-  180A\r  +  60 A* 

■  f*yx±\h  —  360A»*2  +  360A\r  H-  210A« 

-/5y*±i*=  720A5x+  360A* 

^•±»»  =  7*0* 

Die  Identität  dieser  beiden  Gruppen  von  Formeln  werde  ich  hier  nur 
an  der  ersten  Gleichung  derselben  ausfuhrlich  zeigen,  man  kann  durch 
dasselbe  Verfahren,  wenn  man  will,  auch  die  Identität  der  übrigen  dar- 
thun.  Da  es  sich  hier  um  eine  gegebene  Function  handelt,  so  braucht 
man  zur  Enlwickelung  das  Taylorsche  Theorem  nicht.  Es  wird,  der 
oben  gegebenen  Regel  gemäss,  die  erste  Formel  der  ersten  Gruppe 

Jyx±lh  =  6A(s  +  ;A  5  -h  5A3(z  +  iA)3  +  jA>(x  +  *A) 

=  Shx>  ±  15A2x'  -|-  i&h*x*  ±  ^A'j2  -+-  jA'x  +  f6A* 

+  5A^  +  ^A«x2  -l-  yA5x  ±  }A« 

=  6 Ax5  ±  15A^«  -+-  20  A3*3  ±  loA'x*  -+-  6A5*  ±  A6 

mit  der  ersten  Formel  der  zweiten  Gruppe  identisch.  Will  man  nun 
einige  einzelne  Werthe  der  Differenzen  berechnen,  so  kann  man  sich 
nach  »Belieben  der  Gleichungen  der  ersten  oder  der  zweiten  Gruppe  be- 
dienen; am  Einfachsten  ist  es  die  der  ersten  Gruppe  anzuwenden.  Ich 
will  der  Einfachheit  wegen  A=1  setzen,  und  einestheils  die  ungraden 
Differenzen  für  x  =  i  und  x  =  |,  und  die  graden  für  x==1  rechnen, 
anderntheils  werde  ich  jene  für  x=\  und  x  =  2,  und  diese  für  x={ 
berechnen.  Hiemit  findet  sich 

Jyt  =  i,  ./»yi  =  60,  .^yj=  360, 

J*yi  =  62 ,  =  480 ,  =  720, 

Jy,  =  63,  ./'y.  =  540,  =  1080. 

^i=T>  ./'y.  =  210,  .^{  =  720, 

Jyx  =  ~,  ./>  =  2I0,  ^,=  720, 

Jy2  =  9-£,  ^y2  =  1140,  ^y2=l440, 


Digitized  by  Google 


h; 


Rklvtiojkn  zwis«:hrn  Summkn  ijio  Diffkrbszk*  ktc. 


515 


Dieselben  Werlhe  lassen  sich  durch  die  zweite  Gruppe  von  Gleichungen 
auf  zweierlei  Art  erhallen.  Krstcns  mit  Anwendung  der  oberen  Zeichen 
und  durch  die  Substitutionen  von 


x  =  0 

x 

x  = 


0  | 

^  |  für  die  Differenzen  ungrader  Ordnung 
•    «        «  grader  « 


*  =  i 
x  =  f 

x  =  0 


•    «        «         ungrader  « 

«    «        •         grader  « 

zweitens  mit  Anwendung  der  unteren  Zeichen  und  durch  die  Substitu- 
tionen von 

x  =  I 
x  =  2 

«    «        «  grader 


für  die  Differenzen  ungrader  Ordnung 


x 


x 
x 

X 


:i 


l 


ungrader 
grader 


Uni  die  obigen  numerischen  Wertl:e  dadurch  einer  Prüfung  zu  unter- 
werfen ,  dass  man  sie  aus  den  speciellcn  Wcrthcn  der  Function  selbst 
berechnet,  imiss  man  zufolge  des  Schemas  in  Art.  1  eineslheils  1,#2,  etc. 
und  anderntheils  1,  f ,  etc.  für  x  substituiren.  Man  bekommt  dadurch 
einesteils 


X 

y 

—2 

64 

—  1 

i 

0 

0 

1 

i 

2 

64 

3 

729 

4 

4096 

—63 
—  1 
-M 

63 
665 
3367 


+62 

2 
62 
602 
2702 


—60 
+60 

540 
2100 


120 
4K0 
1560 


360 
1080 


720 


wo  die  betreffenden  Differenzen  mit  den  oben  berechneten  Werlhen  der 
ersten  Gruppe  übereinstimmen.  Andorntheils  ergiebl  sich 
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y 

/ly 

Al\\ 

739 

TT 

94 

T 

94 

IT 

0 

T  8 

4 

91 

~64 

9« 

~8_ 

749 

B 

4774 

6* 

4  861 

8 

456«5 

~~8  ~ 

4  0894 

"  64  " 

4S75S 

8 

447649 

»8974 

«4 

51714 

8 

584444 

8 

64 
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0 

210 
11  40 

3510 


.</*y 


210 

930 
2370 


fy 


720 
1440 


720 


wo  die  bei  reffenden  Differenzen  mit  den  Werthen  der  obigen  zweiten 
Gruppe  Übereinstimmen. 

Als  zweites  Beispiel  will  ich 

y  —  log  nal  x 

setzen,  und  die  erste  Differenz  nach  dem  Art.  2  entwickeln.  Da  hier 

dx  "~  x  '     Ar»  "~  05»  »     dx"  ~      x»      *  cw'* 

so  giebt  der  Ausdruck  fttr  Jyx  des  Art.  2 
^  =  7 


4 

3.4x» 


5.46x* 


7.6*x' 


oder  wenn  man  ~  statt  x  schreibt 


4 

7T' 


Jll*    —  2  j  x         ix"«  +  5x» 

welches  eine  bekannte  Gleichung  ist,  die  für  jc  >  1  immer  convergirt. 

6. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Darstellung  der  Summcnfunctionen  durch 
Integrale  und  Differentiale.  Nehmen  wir  die  Gleichung 


4h- *£ 


4  4.t.3  dx» 


1  **_dV* 
4«  4. .5  dxJ 


1  £  d'V, 
64  4.. 7  dxT 


des  Art.  2  vor.  Nachdem  wir  diese  erst  ein  Mal  int«»grirt,  und  dann  ein 
Mal,  drei  Mal.  u.  s.  w.  differentiirl  haben,  bekommen  wir 
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./  yx™       n9x-f  «  i  a  3        -r  16  «..5  ^  f  64  i..t  dx*  ^  ■■• 

4r  dx«   ^   *  *.i.8dx«  T  10  1   .5  d.r«  ^ 

*     dx1  "  dx*  Ii  *3  dx«  "•" 

"  dx»        —  di«  ^  •  •  ' 

etc.  etc. 

Mullipliciren  wir  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  ^A2,  die  dritte  mit 
&iÄ\  die  vierte  mit  cxhf\  u.  s.  wM  addiren  darauf  sUmmlliche  Gleichun- 
gen ,  und  bestimmen  die  Coefhcienten  ax .  bx ,  ct ,  etc.  aus  den  folgenden 
Gleichungen 

Ly  ~l~  V  <.t.S  ~*~  **  <..s        a«  «..7   —  u 

elc. 

die  man  beliebig  fortsetzen  kann,  so  wird 

hyx  =  jfyxdx  -h  a^j'-g  +       J%  +  c.A«^  +  ... 
und  nehmen  wir  hievon  die  Summe  und  dividiren  mit  A,  so  ergiebt  sich 
Zyx  =  +  «,A  £  +  A,  A>  gf  +  c,  A5       4-  ... 

welche  die  erste  Summenfunclion  durch  ein  einfaches  Integral  und  die 
Differentiale  der  ungraden  Ordnungen  ausdrückt.  Durch  die  obigen 
Bedingungsgleichungen  findet  man  die  Werthe  der  ersten  Coefficienlen 
wie  folgt, 

_  _  _     <       .  _    7  _        »<         j     ,  '27 

«1  —         jt  ,      »1  —  8780  i      Cl  —         »67680  '  —  »0*637600  ' 

Die  zweite  Summenfunclion  bekommt  man  aus  der  Gleichung 

^.-*'&  +  *-£&  +  *£&<  +  ... 

des  Arl.  2  auf  dieselbe  Weise.  Diese  giebt  zuerst 

"(/  Vx(l1  585   '/*  +  -  t~*  äx»  +  *  7^6  ~dx*  +  2  r.s  dx-  +  •  •  • 
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K1  d'y*      2  **  ****  + 

"    dr»      ~~  "    <te*  ^  Z  4.  «  dx*  ^ 

=  +  ... 

ox  ax 

etc.  etc. 

Multiplicirt  man  liier  wie  oben  bez.  mit  ajh7,  M\  c2h\  etc..  addirl  und 
setzt 

th  +  2  ^  =0 

*  +  2     +  2  A  +  «ifi  =  o 

etc. 

so  ergiebt  sich 

h*yx  =  Pffyxdx*  +  a,hlJhh  +  6, *«.■/»  2'  +  +  •  •  • 

und  durch  zweimalige  Summirung 

v'j,x  =  yfyx<k*  +  a.iyx  +  M2  gfe  +  +  . . . 

die  die  zweite  Sunimenfunction  durch  ein  zweifaches  Integral,  die  Func- 
tion selbst  und  die  Differentiale  der  graden  Ordnungen  giebt.  Die  ersten 
Coefficienten  werden  hier 

Üt  —  ~~  1 1  '      02  —  iÜ  '      ^  —        604»  ' 

Auf  diese  Art  kann  mau  auch  jede  Summenformel  höherer  Ordnung  fin- 
den ,  allein  es  wird  bald  das  Gesetz  der  Bildung  der  Bedingungsglci- 
chungen  verloren  gehen.  Ich  halte  mich  daher  um  so  mehr  nicht  weiter 
dabei  auf,  da  ich  weiter  unten  Ausdrücke  entwickeln  werde,  durch 
welche  man  die  Coefficienten  aller  Suramen-  und  Differenzformeln,  so 
weit  man  will,  berechnen  kann.  Ich  füge  blos  die  Bemerkung  hinzu, 
dass  in  allen  Sumraenformeln ,  wie  schon  im  Art.  1  erwähnt  ist ,  so 
viele  willkührliche  Grössen  enthalten  sind ,  wie  der  Index  von  2  Ein- 
heiten enthalt.  Um  bestimmte  Summenausdrucke  zu  erhalten  muss  daher 
nicht  nur  von  der  zu  bildenden  Summe,  sondern  auch  von  jeder  der 
Summen  niedrigerer  Orduung  Ein  Glied  gegeben  sein,  und  wenn  dieses 
der  Fall  ist,  so  dienen  diese  Bedingungen ,  um  die  dem  Integral  hinzu- 
zufügenden willkührlichen  Conslanten  zu  bestimmen ,  die  stets  in  der- 
selben Anzahl  vorhanden  sind.  Das  dabei  einzuhaltende  Verfahren  wird 
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am  Einfachsten  aus  dem  weiter  unten  folgenden  numerischen  Beispiel 
erkannt  werden. 

7. 

Die  Gleichungen  des  Art.  3  geben  zu  anderen  Ausdrücken  für  die 
Summenfunctionen  Anlass.  Von  der  Gleichung 

...  .        ,  <    A*  d'y        1    A»  d*y,        <     A*  d*y, 

des  genannten  Art.  ziehe  ich  die  Gleichung 

V  y*0*  —  Af*    t  rud?  +  16  r..5  rfx«  +  «*  1..7  dr« 

ab,  wodurch 

yx-»\-Jj yxdx « T rt  3 ^r+rt i'+ij + 
erhallen  wird,  nimmt  man  nun  wieder  die  Gleichungen 

,/  d¥*_  _  Ad'V,  ,  1  _AJ_  d*y,  _4_  A»  d*y, 
^  rfx   ~  "  di»'         *  df*         <«  «;.5  de*' 

^  dj*  ~~  "  Af r  ^  *  <.i.J  dx* 

^  du:»   _  "  dx«    ^  *  •  * 

etc.  etc. 

vor,  multiplicirt  die  erste  mit  ath2,  die  zweite  mit  flih1,  die  dritte  mit 
yi  hn,  etc. ,  addirt  und  setzt 


so  wird 

woraus  durch  die  Summatiou 

hervorgeht.  Die  ersten  Coefficienlnn  werden  hier 

—  —      /?  —      _L  < 


«1 

I« 

1  «, 

4 

4 

«*  i.s.s 

tl 

i  «. 

\ 

f 

<.7F 

etc. 
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Um  eine  ahnliche  Sumraenformel  zweiler  Ordnung  zu  erlangen,  nehme 
ich  zuerst  wieder  die  Gleichung 

.  LH  )         i «  4   A*  d*y.   .     1    A«  d««_        4    h"  dV 

vor,  und  ziehe  davon  die  Gleichung 
des  Art.  6  ab,  wodurch 

enlstehl.  Nimmt  man  nun  wieder  die  Gleichungen 

^        —  ft  dx«  +  2  4..*  dx«  +  *  i~§  d&  +  •  •  • 
y  -dx«    ~  "  <li«  +Z(..J  dt-  +  >  • 

etc.  etc. 
vor,  mulliplicirl  sie  bez.  mil^A1,  /J2A4,  y2Aa.  etc.,  addirt  und  setzt 


«j 

4..  4 

9 

4..* 

«i 

4  4 

8  4..« 

* 

4..« 

a2 

_          4  9 
"~          8   4.. 8 

etc. 

so  bekommt  man 

und  hieraus  durch  zweimalige  Summation 
Die  ersten  Coefficienlen  werden  hier 

_4_         Ä     _         _7_  _  t4 

Auf  dieselbe  Art  kann  man  die  Summenformel  für  jede  beliebige  Ord- 
nung ableiten,  allein  das  Gesetz  der  Fortschreitung  der  Coefticienten 
der  Bedingungsgleichungen  wird  wieder  mehr  und  mehr  verwickelt, 
und  ist  schon  bei  den  zuletzt  entwickelten  Gleichungen  schwer  zu  er- 
kennen. 
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8. 

Uni  von  den  Ausdrücken  fUr  das  arithmelische  Mittel  von  zwei  auf 
einander  folgenden  Summenfunctionen ,  die  wir  eben  erhallen  haben, 
zu  den  Ausdrücken  Tür  eine  einzelne  Sumnienfunction  Uber  zu  gehen, 
dienen  die  Gleichungen 

und  hiemit  geben  die  im  vor.  Art.  abgeleiteten  Ausdrücke 

+  4[;/!f.«fc  +  «1*fe  +  M32;  +  cIÄ^>+...} 

Die  erste  dieser  beiden  Suimucnformein  ist,  wenn  man  die  unleren  Zei- 
chen wählt,  diejenige  welche  man  gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  fin- 
det. Die  vorstehenden  Summenformcln  müssen  sich  bez.  mit  denen  des 
Art.  6  identisch  machen  lassen,  und  die  Identificirungen  werden  eben  so, 
wie  bei  den  Differcnzforineln  angeführt  wurde,  ausgeführt. 


9. 

Um  die  Summenformeln  auch  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern  sei 
wieder 

y  =  xr' 

Subslituirl  man  diesen  Ausdruck,  nachdem  man  davon  die  erforderlichen 
Integrale  und  Differentiale  gebildet  hat,  so  ergiebt  sich 

-u-t    +  n  »*  ~  m  »*  +  ' 

y<j,±ii.  =  n±T^  +  t    -  t1''^       +  k 

x*»*±»  -  &  ±  ,u  + », "  +  1    -  s *•«»  ±  k  ****  +  i«. 

wo  c,  c',  k,  U  die  durch  die  Integrationen  eingeführten  willkührlichon 
Constanlen  bezeichnen ,  die  unter  gleichen  Bedingungen  in  den  beiden 

AMMDdl.  d.  H.  S.  GeielUeb.  d.  Wiw.srfc.  XI.  3 4 
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letzten  Gleichungen  sehr  wohl  andere  Werlhe  annehmen  können,  wie 
in  den  beiden  ersten. 

Um  die  vorstehenden  allgemeinen  Summenfunctionen  erster  und 
zweiter  Ordnung  der  zum  Beispiel  erwählten  Function  bestimmt  zu 
machen,  will  ich  annehmen,  dass 

vy»A  s  4AB  ,     v';/,A  =  5Afi 

sein  müsse,  und  diese  Bedingungen  gnügen,  um  die  witlkührlichen  Con- 
stanlen  zu  bestimmen.  Substituten  wir  in  die  erste  Gleichung  x  =  §  A, 
und  in  die  zweite  mit  Anwendung  der  oberen  Zeichen  £  =  2A,  so 
ergiebt  sich  bez. 

±ylh  =  4A"  =  !  Ä>r  -  118  +  m  -  MVgj  h"  +  * 

=  4A«  =       +  32  -h  10  -  }  +  1 J  Ä«  +  * 

und  hieraus  folgt 

c  =—  6IA« .    fc  =  —  OIA" 
Nach  der  Substitution  dieser  wird 

und 

2'y*±.A  =  £  ±  -J     +  t*^  -  T*',jJ  +  ii ^  -  6,/,,i 
Die  Substitution  derselben  Werlhe  der  eben  ermittelten  Constanten 
in  die  Ausdrücke  der  Summen  funclionen  zweiler  Ordnung  giebl 

±*yx  =  £L  _  Ij*  +  lA«x«  -  £A\r*  -  GIA  i-  ■+■  c' 

und  durch  die  obige  zweite  Bedingung  wird  nun 
und 

N,j  .  .n,          4390*43         7M«3    ,    «56*5         JUS    4373 

«73         _3S73_         _J5S    _  SO.'.)  . 
768  "l"  iOlii         5376  <  ) 

und  diese  Gleichungen  geben 

C'=I22,    A'  =  ^ 
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womit 


61/r 


122 


und 


erhallen  wird.  » 

Man  kann  nun  durch  diese  Ausdrücke  für  jeden  beliebigen  Worth 
von  x  die  Werlhe  der  ersten  und  zweiten  Summen funclion  für  x1'  be- 
rechnen. Es  wird  z.  B.  wenn  man  Ä  =  1  setzt, 

±y-l  =  —  62  ,  =  — 61  ,  yyi  =  —  61 ,  2'yS  =  —  60  , 

^y_a  =  +243  ,  Xhj^  =  183  ,  2>  =  122  ,  X'l/i  =  61  ,  X*yt  =  I  , 

v.  *s<"       v.  3905       v.  „.  3903       v„  <5S7 

-!/-*  =  -  3*  '  ^y-«  =  --«r.      =  —  61 ,  «iy,  =     st  »      =  - 


s..i  437«63       VJ  113303       N>2  187375  v2 

—  y-\  —  ~äö*F  •  *•      —  Hin' '  -    —  ~iö*8  •  — 


64 
63479 

30(8 


3i 


20(8    '    —  i0(S    '    ~   »'  «048 

Um  diese  durch  die  speciellen  Werthe  der  Function  zu  prüfen  erhallen 
wir 

und 


X 

JL 

-2 

24ö 

64 

183 

—62 
—61 

1 

122 

0 

—61 

61 

—  60 

1 

64 

2 

1 

-1-  4 

129 

3 

5 

X 

JL 

4634 

3 

437363 

64 

739 

i 

8048" 

3905 

64 

< 

31S303 

64" 

1 

3048 

8904 

64 

< 

487875 

64 

1 

~S048 

3903 

64 

3 

61i79 

64 

719 

3048 

8174 

64 

64 

mit  den  obigen  Werthen  übereinstimmend.  Die  Summengrössen  des 
zweiten  Tafelchens  sind  auch  die,  welche  sich  durch  Interpolation  in 
die  Milte  aus  denen  des  ersten  ergeben,  \velches  nothwendig  so  sein 


10. 

Bezeichnet  man  nicht  nur  mit  2*  die  Anzahl  «  der  auszuführenden 

Summationen ,  sondern  auch  mit  f*  die  Anzahl  n  der  auszuführenden 

Integrationen,  so  geben  die  Ausdrücke  für  die  beiden  ersten  Summalio- 

34» 
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nen ,  die  im  Art.  6  entwickelt  worden  sind ,  zu  erkennen,  dass  wir  all- 
gemein 

/»»  /*n— i  /»»  — * 

zny*  =  inj  nxte+JZ-A  y^-t+J-A  sf*«k— *  ■+■  eic. 

setzen  dürfen,  wenn  wir  f  in  d  verwandeln,  so  wie  der  Index  von  J 

negativ  wird.  Vergleichen  wir  ferner  diesen  Ausdruck  mit  den  Aus- 
drucken der  Differenzen,  die  im  Art.  i  abgeleitet  wurden,  so  zeigt  sich, 
dass  er  unter  der  Bedingung,  dass  man  für  «  irgend  eine  negative  ganze 
Zahl  subsliluirt,  und  auch  J*  statt  2?-*  schreibt,  diese  Ausdrücke  auch 
darstellt. 

Da  dieser  Ausdnick  für  alle  steligen  Functionen  Gültigkeit  hat ,  so 
braucht  man,  um  die  Ausdrücke  für  die  Coefßcienten  a*.  bn,  etc.  zu 
finden,  nur  irgend  eine  stetige  Function,  die  auf  keine  constanlen  Diffe- 
renzen hinfuhrt,  darin  zu  substiluiren.  Die  Function,  die  dafür  am  Pas- 
sendsten, und  stets  zu  diesem  Zweck  angewandt  worden  ist,  ist  j^se* 
wo  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.  Man  findet 
leicht,  dass  jetzt 

2»9x  = 


ist,  denn  dieser  Ausdruck  gnügt  der  Gleichung  (2),  der  Fundamental- 
gleichung, welcher  die  Summen  unterliegen.  Derselbe  Ausdruck  gnügt 
aber,  wenn  wir  für  m  irgend  eine  ganze  negative  Zahl  substiluiren,  und 
wie  vorher  ./"»  für  2—m  schreiben,  auch  der  Gleichung  [\)%  der  Funda- 
mentalgleichung für  die  Differenzen.  Der  vorstehende  Ausdruck  gilt  also 
von  m  =  —  oo  bis  m  =  H-  oe  ,  und  dasselbe  gilt  auch ,  abgesehen  von 
den  willkührlichen  Constanten,  auf  welche  wir  in  dieser  Ableitung  keine 
Rücksicht  zu  nehmen  brauchen,  von  dem  folgenden  Ausdruck 


/m 


ijxdxm  =  e* 

welcher  nicht  nur  alle  Integrale,  sondern  auch,  wenn  man  m  negativ 
macht,  alle  Differentiale  der  vorgegebenen  Function  darstellt.  Substituirl 
man  nun  diese  Ausdrücke  in  den  oben  aufgestellten  allgemeinen  Aus- 
druck für  die  Summen-  und  Differenzfunctioncn  aller  Ordnungen,  so 
bekommt  man  sogleich 
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"~~iTT"  =  1  +  «nÄ2  +  &„A«  H-  Cnk*  +  .  . . 


und  hieraus  ergiebt  sich  der  folgende 

1 .  Salz. 

Wenn  n  irgend  eine  ganze,  positive  oder  negalive,  Zahl,  und  yx 
irgend  eine  stetige  Function  von  x  bezeichnet,  so  ist 

wenn  man  nach  der  Entwickelung  der  rechten  Seile  in  eine  nach  den 
aufsteigenden  Polenzen  von  A  fortschreitende  Reihe  allenthalben 

A-»+p  mit  I  yxdx"-?  multiplicirt 

und  wo  i'und J  mit  negativen  Indices  beiladet  vorkommen,  dafür  bez. 
.7  und  d  mit  denselben  positiven  Indices  versehen,  ansetzt. 

11. 

Die  Coeflicienten  der  Entwickelung  von  (c»A — kann  man 
auf  die  folgende  Art  erhalten.  Es  ist  cineslheils 

dh  i  e4A-«_Jfc 

und  anderntheils  zufolge  des  vor.  Art. 

<f.  log  («**-«"**)""  n  +  (n-t)  aHh'  +  (n-i)  b„h%  +  ■  ■ . 

dh  ~~  h  +  a„h* +bnh*  +  ... 

Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleich,  nachdem  die  Reihen 

i =  i  h- -jtVä2  +  trhr**1*  +  trh* A*  +  ••• 

subsliluirt  worden  sind ,  so  bekommt  man  nach  der  Multiplication  Ubers 
Kreutz  die  folgende  identische  Gleichung 


-I-  fnn  A7  +  . . . 
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=  + 


n  fr 
t«.*.a" 

a»(fi-2)A> 


n-1 


^    a»fs..7  T 


fc.(«-4)A» 


woraus 


3c» 


=  0 

IM.»'" 

-      sa  0 

n+2  /. 

i'.j  r11 

iii-H 

s  *  7*775  n 

3« 

*v~ä777 

s'.*.3C»  + 

3n+1 
««.«.. 7 

etc, 

etc. 

folgt,  wo  das  Gesetz  des  Fortganges  offenbar  ist.  Diese  Gleichungen 
gelten  sowohl  für  negative  wie  für  positive  Werthe  von  n,  und  geben  für 
n=  —  1  die  Coefficienten  explicile  wie  folgt: 


1-1           JM  S  '  1           *».*..5  '      C_l  —  1*.*..7  '  1  *".*.! 


elc. 


mit  dem  Ausdruck  des  Art.  2  für  Jyx  übereinstimmend.  Berechnet  man 
ferner  durch  die  vorstehenden  Gleichungen  die  Coefficienten  für  die 
Differenz-  und  Summenfunctionen,  die  im  Vorhergehenden  einzeln  abge- 
leitet worden  sind,  so  wird  man  ebenfalls  vollständige  Uebereinstim- 
mung  finden. 


12. 


Die  Coefficienten  für  n  =  —  1  haben  wir  schon  im  vorigen  Art. 
explicite  gegeben,  dieselben  kann  man  aber  für  jeden  negativen  Werth 
von  n  explicite  auf  folgende  Art  darstellen.  Entwickelt  man  zuerst  die 
nie  Potenz  von  c«1*  —  c~**  durch  das  Binom,  so  findet  man 

c-JA)»  =  ei««  —  ±el  "-»)*  H-  "^-^i:—«)*  +  ... 
und  wenn  man  hierauf  für  die  Exponentialfunctionen  ihre  Reihen  setzt, 


Digitized  by  Google 


i'j  Rki.ationkin  zwisciikn  Sümmen  lsd  Differbwzkn  kti:.  5^57 

+i|»-T>-*)+n,xi.»-i:-"-^';-(»-«)  ± 

•  * 

•  ♦ 

+  etc. 

Aber  es  ist  an  sich  klar,  dass  die  Enlwickelung  der  Function  linker 
Hand  mit  hn  anfangen  muss,  und  hierauf  nur  Glieder  folgen  können,  die 
mit  An+S,  AM+*,  etc.  mulliplicirl  sind,  es  ist  daher  nothwendig, 

0  =  "»  ~  r.n-iP  +  ^(n-^  -  *-JtZ^(n-G)P  ±  . ... 

wenn  p  <  n ,  und  wenu  p  >  »  und  zugleich  —  »  ungrade  ist,  da  ferner 
einleuchtend  ist,  dass  in  dieser  Reihe  der  Coeflicienl  von  Ä"  gleich  Eins 
sein  muss,  so  wird 

2« .  * .  3 . . .  n  =  »"  —  -f  (»  -  i)»  -I-  ^ 4)«  -  "  ""l.rV--6)^ 
Die  vorstehende  Entwickelung  giebt  nun  unmittelbar 

*-  =  fv.'.'i-.+y*1  -        +  ".y^-1)"*'  +  ••-  j 

etc.  etc. 

für  negative  Werthe  von  n  wurden  sich  diese  Ausdrucke  in  unendliche, 
divergirende  Reihen  verwandeln.  Diese  Ausdrücke,  die  für  jedes  posi- 
tive n  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestehen,  können  noch 
etwas  zusammen  gezogen  werden,  denn  bei  genauer  Betrachtung  findet 
man,  dass  das  letzte  Glied  dem  ersten,  das  vorletzte  dem  zweiten  u.  s.  w. 
gleich  ist,  berücksichtigt  man  diese  Eigenschaft,  so  erhält  man 


1)  wenn  n  grade  ist, 

•-»  =  i-^i^l""*1  -  >-*;•♦* + ".".r(— *)•♦« + ••  ±  "t— S*"-*! 

«  .  *  •  •   T  


n.n  —  I.. 


 J 

etc.  etc. 
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2)  wenn  n  ungrade  ist , 
L«  +  i  _  iLIM_9>+a      ™=1  „  — +  »  X     -4-""-  ( 


-4  '»» 
2"  +  '.i*.3..ii+av 


_  •(„_,;,♦»  +  "-^              +  .•+--•  .1-,  . 

1  n  »-4   l>*M  ] 

 L.      '»"+*  —  -'Ii— 2"^'  -+-  '•'r.'i'a-l'.t-n  X  .+.  "  "       4  » 

!  ^~ ' 

etc.  elc 


13. 

Von  den  Coefficienlen  a_i  ,  6_i ,  c_i  ,  elc.  kann  man  auf  einfache 
Weise  zu  allen  amiern,  für  welche  n  negativ  ist.  und  eben  so  von  a, , 
6|,  ci ,  etc.  zu  allen  anderen,  für  welche  n  positiv  ist,  übergehen.  Es 
ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

ITT"-}*  =  1  "*~  t'|/'<i 

A— (c»*_c-{ft).  =  f  +  -+-  c_„ÄB  +  ... 

A-<  c5*— c-IA)   =  I  4-  a_,A'  +  +  <;_,/»"  -+-  ... 

die  beiden  ersten  geben ,  wenn  wir  die  rechten  Seiten  derselben  für 
einen  Augenblick  bez.  mit  A  und  D  bezeichnen 

A  =  B« 

und  die  beiden  letzten  geben  dieselbe  Gleichung,  wenn  in  derselben 
wieder  «  positiv  betrachtet  wird.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
durch  die  Differentiation 

HdA  =  nAdU 

und  es  w  ird  also  identisch 

■ 

;i  +  (l|    +  tt  h*  +  c,  Ä«  -i-  ... !  {«„  +         -i-  Sch*  +  ...  != 
njl  +  aj?      ÄMA»  -+-  c.A«  ■+-  ...{  Ja,       26,  A'  +  :ic,Ä'  «+■  ...  | 

und  dieselbe  Gleichung  findet  statt,  wenn  man  alle  Indices  negativ 
macht,  den  Factor  n  aber  positiv  lässt.  Muliiplicirt  man  nun  dieProducte 
aus,  und  vergleicht  die  gleichartigen  Glieder  mit  einander,  so  erhalt  man 
die  folgenden  Gleichungen, 
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a±n  —  na±\ 

b±„  =  nb±{  -+■  ~~-*-a±(a±n 

c±n  =  nc±\  H  3  b±\a±n  -4-  -j-fl±,6±» 

3n-1  in-«.       ,  «-8 


d±n  =  n«±i  H  <  c±<  a±„  H  ^ — 6±1  »±«  ■+■    k  °±<c±n 

etc.  etc. 

wo  das  Gesetz  des  Fortganges  offenbar  ist,  und  durch  welche  man  die 
Coeflicientcn  für  jeden  Werth  v  on  n  aus  denen  für  +1  berechnen  kann. 


14. 

Aus  den  Sommenformeln  des  Art.  7  gehl  der  folgende  allgemeine 
Ausdruck  hervor. 

1  i^yx+'AH-2^*_./,j  -h  etc. 

wo  ebenfalls  n  von  —  oo  bis  -hoc  ausgedehnt  werden  kann,  wenn 
man  die  oben  erklärten  Vorwandelungen  von  2'  in  J  und  f™d  vor- 
nimmt. Aus  dem  allgemeinen  Summenausdruck  des  Art.  10  für  die 
Function  yx  =  c*  folgt  leicht,  dass 

JA  ,  -}A 
e '  +«  ' 


dA 

subslituiren  wir  sowohl  diesen  wie  den  oben  gegebenen  allgemeinen 
Ausdruck Jmyxdxm  =  e*  in  die  vorstehende  Gleichung,  so  wird 

-  ^  1       d„   J      =  1  +  «BA2  H-  ,*„A'  -h  r„A«  +  ... 

und  hiemil  erhalten  wir  den  folgenden 

2.  Satz. 

Wenn  »  irgend  eine  ganze,  positive  oder  negative,  Zahl,  und  yx  irgend 
eine  sielige  Function  von  x  bezeichnet ,  so  wird 

rf.    _L  . 
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wenn  man  nach  der  Entwicklung  der  rechten  Seite  in  eine  nach  den 
aufsteigenden  Polenzen  von  h  fortschreitende  Reihe  allenthalben 

yxd&-v  mulliplicirt 
und,  wo  an  2  und  J*  negative  Indices  vorkommen ,  die  oben  erklärten 


Verwandlungen  vornimmt. 


Die  Coefficienten  a»,  fin,  etc.  sind  jetzt  sehr  leicht  zu  erhalten.  Die 
Gleichung 


a  b  r 

n  *  n 


giebt  durch  die  Differentiation  t  und  nachdem  man  n  in  »—  1  verwan- 
delt hat, 

und  hieraus  folgt  sogleich  in  Verbindung  mit  der  obigen  Bedingungs- 
gleichung 

n  —  &  .         ri— 5»  n  —  7  , 

«»  =  ^ryfl«-«  .    pn  =  ,       =*  n_,c»-<  ,  etc. 

welche  jedoch  für  den  Fall  n  =  +  l  ungültig  werden.  Für  diesen  Fall 
wird  die  Bedingungsgleichung 

aber  man  findet  leicht  dass  identisch 

I  h  .**+.-*»  h 


ist.  Nun  giebt  die  vorstehende  Gleichung,  wenn  man  darin  {k  statt  ä 
subslituirt, 

und  oben  hatten  wir 

e*  —  ö  * 

Wir  erhalten  daher  die  identische  Gleichung 
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|  -I-  ö,  Ai  h-  fr,  A<  -|-  c,  A«  -h  . . .  = 

2  +  ^A'-h£A'H-£A«H-.., 
—  1  —  ajA1  —  #A4  —  yiA8  —  ... 

und  hieraus  folgt 

wo  wieder  das  Gesetz  des  Fortganges  offenbar  ist 

Ich  führe  hiezu  noch  an ,  dass  wenn  man  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung des  Art.  1 0  n  =  0  macht ,  man  a0  =  0  ,  b0  =  0  ,  etc.  erhält .  und 
die  Gleichung  folglich  in  die  identische  yx  —  yx  übergeht.  Setzt  man 
hingegen  in  der  allgemeinen  Gleichung  dieses  Art.  n  =  0 ,  so  ergiebt  sich 

und  es  wird  folglich 

a»  =  rTä  »       =  le ~k '    y°  =  eTT-^  •  elc- 
mit  dem  Ausdruck  für  diese  Grösse,  welcher  im  Art.  3  vorkommt,  iden- 
tisch. 

■ 

15. 

Es  ist  nun  ein  Leichtes  die  Differentiale  durch  die  Differenzen  dar- 
zustellen. Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichungen  des  Art.  2  vor,  die  wir  zu- 
folge der  allgemeinen  Gleichung  des  Art.  10  wie  folgt  schreiben  können 

=  i't-  +■-.     •»■»-.  *'Sf  + 

_/v  =         *•    +.-*■  ^  +  *-  *  2*  + 

J'u-  *•*£+._,  *■£'-»... 

elc.  elc. 

Multiplicirt  man  die  dritte  dieser  mit  a'_<  ,  die  fünfte  mit  u.s.w., 
addirt  diese  zur  ersten  und  setzt 

+  a_(  s  0 
tV-<)  -»>  «_3a  -M  -|-  6_,  =  0 
c <—  *J  -|-  a-sbi~v>  -+-  6_ia<-1  -h  c_«  =  0 

etc. 
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wo  das  Geselz  des  Forlganges  offenbar  ist,  so  wird 

h%-  =  Jyx  +  «<-<)  J*yx  +  6!-'!  ./>yx      cf-«)  ./;y*  + 

Behandelt  man  die  zweite,  vierte  u.  s.w.  Gleichung  ebenso,  und  setzt 

a  ~%  +  a-t  =  0 

c       ■+■  a_66(~*  -+-  6_4ü  -1  -f-  c_3  =  0 

etc. 

so  wird 

und  auf  diese  Weise  kann  man  jedes  beliebige  Differential  durch  Diffe- 
renzen ausdrücken. 

Die  Ausdrücke  des  Art.  3,  oder  die  allgemeine  Gleichung  des 
Art.  I  4  geben  zu  andereu  Ausdrücken  der  Differentiale  durch  die  Dif- 
fcrenzen  Anlass,  und  hier  können  wir  wie  früher  die  Summe  der 
Funclionswerthe  y,+\h  und  yx-\h  mit  aufnehmen.  Wir  erhalten  zuerst 
die  folgenden  Gleichungen, 

i  \<J*+\H        +  'Jx- U      {—!/*"♦*  «n  *  dlVJ  +       Ä»  +  ,„  *         +  .  . 

Jyx-[h 

t\  *2yx+ih  ■+•  <flyx-\h 

etc. 


rfx« 


"  dx' 


dx* 


etc. 


und  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  findet  man  hieraus 

i/x=  •  jyx+}/.+yx-iA|+«°.il./W 
wo 

«  o)  h-  «0  =  0 

etc. 

ist.  Diese  Gleichung  ist  eine  specielle  Inlerpolationsformel,  und  dient 
für  den  Fall ,  dass  man  zwischen  irgend  zwei  Functionswerthen  in  die 
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Mitte  interpoliren  will.  Sie  ist  mit  der  bekannten ,  die  gewöhnlich  die 
Gaussische  benannt  wird,  obgleich  sie  schon  vor  Gauss  vorhanden  war, 
identisch.  Man  erkennt  dieses  sogleich  aus  den  numerischen  Werthen 
der  Coefficienten.  Durch  Hülfe  der  oben  gegebenen  Werthe  von  «,,, 
etc.  geben  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen 

«!o)  =  _l,  =  etc. 

Durch  Fortsetzung  des  angegebenen  Verfahrens  erhalt  man  ferner 

wo 

«<-<)  +  «_,  =  () 

-+-  a_5^;-M  -+-  +  y.,  =  0 

elc. 

ferner 
wo 

«!-*)  -+•  «_a  =  0 
/?(-«(  -I-  «_*«(-*>  +  /y_s  =  0 
-+-  «_,0.'-«>  +/?_♦«(-*>  +M  =  Ö 
etc. 

und  dieses  Verfahren  kann  man  fortsetzen  soweit  man  will. 

16. 

Im  vor.  Art.  waren  wir  schon  auf  eine  specielle  Interpolations- 
formel gekommen,  allein  man  kann  mehrere  allgemeine  aus  den  vorher- 
gehenden Ausdrücken  leicht  ableiten.  Zu  dem  Ende  sei  kh  ein  Incrc- 
ment  von  j,  welches  nicht  grösser  sein  darf,  als  dass  die  Entwickclung 
der  Function  durch  das  Tayloische  Theorem  eine  convergirendc  Reihe 
bildet,  eine  Bedingung,  die  man  bei  stetigen  Functionen  immer  erfüllen 
kann ,  so  erhalten  wir  die  folgende  allgemeine  Gleichung, 

dyx  |  i     .    d*y,    *»*»    ,    d*y,     k'A»  t 
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Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  in  der  Interpolationsfonnel  nur 
solche  Differenzen  vorkommen  sollen ,  die  sich  durch  die  Substitutionen 
von  x,  x  +  h,  etc.,  x  —  h,  #  — 2A.  elc.  unmittelbar  ergeben, 

und  dass  diese  Differenzen  in  dem  Schema  des  Art.  1  in  horizontaler 
Reihe  stehen  sollen,  bekommt  man  durch  die  Substitution  der  Aus- 
drücke des  vor.  Art.  sogleich  zwei  Inlerpolalionsformeln ,  und  zwar  filr 
die  eine  derselben  zuerst 

+A4  i  \Jxyx+{h+J*yx-\h\  -*-  •  •  • 

wo 

Ai  =  k 

etc. 

die  die  Substitution  von  x  +  -|  A,  x  +  f  A,  etc.  voraussetzt,  und  die  des 
vor.  Art.  als  speciellen  Fall  für  k  =  0  in  sich  fasst.  Wir  bringen  sie  auf 
die  verlangten  Substitutionen  hin,  wenn  wir  x-t-  J  h  statt  x,  und  k —  ] 
stall  k  schreiben.  Sie  wird  damit 

wo 

"»  -  "irrr  H — r-"1  ' 

elc. 

Eine  andere  Interpolationsfonnel  ergiebt  6ich,  wenn  die  eben  nicht 
angewandten  Ausdrücke  der  Differentiale  in  dieselbe  Gleichung  sub- 
stiluirl  werden.  Nemlich 

yr+kh  =  y.r  +  C\  }  \.  Jyx+ih  -+■  Jyx-\h  \  -t-  Cs  J2yx  ■+-  C3  J  j^V+i*  -Wy*-J*  i  ■+ 


i 

1 
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i 

wo 

C,  =  k 

c«  =  rm  +  tt 

etc. 

die  man  ebenfalls  beliebig  fortsetzen  kann. 

17. 

Man  kann  zwar  die  Coefficienlen  der  beiden  eben  abgeleiteten  In- 
terpolalionsformeln  durch  die  angegebenen  Bcdingungsgleichungen  in 
beliebiger  Anzahl  berechnen ,  allein  diese  Coefficienlen  lassen  sich  ex- 
plicite  auf  einfachere  Art  ausdrucken.  Man  braucht,  um  diese  Ausdrücke 
zu  erhallen,  nur  wieder  die  Function  yx  =  er  anzuwenden.  Wir  haben 
oben  erhalten ,  wenn  wir  2'  in  J  verwandeln, 

i\,Jmyx+\k  ■+■  /'h«/x-;a  !  =  i  >l*  +  e-l»,  (ei*  —  e-i*)*e* 

Jmyx  =  (el*  —  e-i*)"»^ 

Selzen  wir,  um  zusammenziehen  zu  können, 

2«=et*-e-i* 

2u>  =  ci*-he-i* 

so  werden  die  vorstehenden  Ausdrücke 

\\J«yx+XH  -h  Jmyx-{k  \  =  2*tt«ire* 
./myx       =  2muOTea: 

und  es  ist  ausserdem 

yx+kh  =  e** 

Die  eingeführten  Substitutionen  geben  überdies 

u  +  w  =  eih 

folglich 

e**  =  {u  +  tv)*k 

ferner 
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W2  =  e*  -  2  + 

woraus  it-2  —  u2  =  I ,  oder 

folgt.  Es  wird  hiemil 

«  |_7 ;A  -+-  ./«»»/x-.a!  =  2"w*  yT+^.  r* 
Jmyx        =  2m 

Substituirl  man  diese  Ausdrücke  in  die  erste  Inlerpolationsformel,  so  wird 

(u  +  yT+u*)*  =  j  1  +VAitr-  -H  2M,«'  -r>  ...{  yT^2 
-♦-  2/1,«  -+- 2M,lTt  -+-  &A:,U*  +  . 
und  substituirl  man  sie  in  die  drille,  so  wird 


(u  +  y'\     u2 .**  =  1  -+-  22    m*  -I-  24  Ct  u*  +  . . . 

-I-  J  2C,«  +  2'C,m:[  -|-  2  Cm''  -I-  .  • .  J  Y f+  u2 

Setzt  man  daher 
so  ergiebt  sich 

Ai  =  y  ,    i43  =  p  ,    A,  =  J  ,  elc. 

£2  =  ^?  .    ^4  —      ,    C  =      ,  etc. 
setzt  man  ferner 

-— —  tk 

— — —  =  I  -+-  A,m  ■+-  AW     AjM3  -t-  .  . 
so  bekommt  man 

■^2  =      »    ^4  =  2-  •    ^«  ~  ^  -  e,c- 

^1  =       .     Cj  =  -^y  ,     Cr,  =  ^*  ,  elc. 

Durch  die  Differentiation  erhall  man  aber  leicht 

^f5"  =  2AU+^-  =  3/,  -4-  2A/2«  +  3A/:,,,2  +  ... 
und  es  ist  also 

i  =  *  ,    AT.  =  ^  ,    A'a  =       .    iV,  «  £  .  etc. 
und  hieraus  folgt 

.         »Af,         .         5.V,         .  7Jf, 
Ai  =  i*k  '     >*4  =  S*Jk  *  =        '  p,c- 

r         SMt        r         41/.        r  6W„ 

''i  —  ^  ,    «o  =  a^  ,    U  =       ,  elc. 
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worail  die  Bestimmung  aller  Coefficienten  der  beiden  Interpolalions- 
formeln  auf  die  Entwicklung  der  Function  (u+ 1^1  -hüfk  in  eine  nach 
<len  aufsteigenden  Polenzen  von  u  fortschreitende  Reihe  hingeführt  ist. 


18. 


Sei 

dann  wird 


X  =  («+  V\+ufk 


dl  St 
du  — 

du'  ~  4lV*  ,,+M,/ 


und  hieraus  folgt  sogleich 
Andererseits  ist 


(«+*)£} +  "a-*M-o 


A  =  i  +  3/,«  +  Jf2«2  -*-  Äf3« 

Difterentiirt  man  diese,  und  substituirt  sie  nebst  ihren  Differentialen  in 
die  vorstehende  Gleichung ,  so  bekommt  man 

0  =  2Jr1-4*»+|2.3Jf3+Jfi-4*IJf,|ii  +  |3.4Af«+23/2+2Af2-4fcW2|u' 
+  |4.5Af5+2.3Jf3+3tf3-4Mf:t}«»  +  j5.6Jf«+3.4Ar4+4A/<- 4  k*Mt\u*+  etc. 

woraus  zuerst 

itf a  =  T  ,  itfi  =  -xä"™» 

w         4**-1ü1#  i,  4k*-45M 

Jf«  =  -o-^  '  =  ~ 6T7- "5 

etc.  etc. 

hervor  geht,  und  woraus  man  mit  Zuziehung  der  im  vor.  Art.  erhaltenen 
Gleichung  M,  =  2&  die  folgenden  erhalt 

M\  =  2fc  ,  3/j  = 

4f      _  2Ac.4ft'— <  w      _  U'.UJ-4 

Wa  —     1.1. 3      '  ~  "1.2.3.4 

W    _    2*.4ft'-1.U-'-9  w   __  lfc'.4fc»-4.4A;-1« 

™i  —        1.4.3.4.5        1  G  —       4  ■>.3.4.5.6 

w         ».4**-«  4^-9.4^-25    4fc*.4ie-4.4**-Hi.4fci-36 

11,7  —           1.1.3.4.5.6.7  —  '           4.1.3. ..7.!» 

etc.  etc. 

AMundl.  .1.  K.  S.  nr^llMh.  .1  W.^r,,,.!,.  M. 
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Es  ergeben  sich  hiemil  die  folgenden  Ausdrücke 

A\  —  k  A<  =  -*  t 

A  i*^*'-J  ,    _  4*'"-J.4*»-<l 

A3  _      2.4.Ü  Al  ~~      '2.4".'«  s" 

.  2t.4A'-<.  »A'-O  ,    4fc'-<.4*--9.4fc»->5 

—       2.4  yl,>  —  "i.4...<2 

ClC.  CIC. 


d  =  k  b 


s 


Ls  —    *Ta"  L«  =  W 

Ls  —  ~"2":iT4"5~  Ui  —      2.:».4.ä  .H 

elc.  etc. 

und  substiluirt  man  diese  in  die  obigen  Inlerpolationsformeln,  so  be- 
kommt man 

yx+kh  =  i^x+jA  ■+•  »/x-}Aj  -+-  Ä.^.r  +  ^"Ü- ^*+S*  +  ^«/x-;a{ 
S*.4*J-4  4Jt*-1  .4*'-<l    ,    yl  , 

Setzen  wir  wie  oben  in  die  erste  dieser  beiden  Formeln  x+\h  statt  x, 
und      £  statt  fc,  so  ergiebt  sich 

!/x+W  =  j  }//x+A  +  J/xj  +  ~y    hjx+\h  +  *7.i  "S  +  f'lfA 

2k-t.k-l  k  f.             k-2  k-i  k                          /4     ,    '2k-t.k- 2  *-t  *.*+«  A 
.     +-2.273—  <'fcr+|H—  271 .4  "  \.J%yx+k+J*y*\  +         2  ,  ,  4  ,  -/yxi-;»+. 

Diese  beiden  Inlerpolationsformeln  sind  schon  von  Slirling  aufgestellt 
worden.  Die  letzte  giebt  für  k  =  J , 

.V*+jä  =  i|//x+fcH-.Vx{  — }  -i! ■■/iy*+ft+./i//x{+i ■  J-  A{  /'//x+a-H  /'.Vxj 

—  J  •  i  •  A  •  A  !  /"J/x+a  -+-  /'.Vxj  ± 
die  oben  schon  vorkam,  und  die  man  die  Gaussische  nennt. 


19. 

Die  vorhergehenden  Ableitungen  geben  ein  neues  Milte!  um  die 
Coefticienten  der  Ausdrucke  der  Dilfereutiale  durch  die  Differenzen,  die 
oben  mit  al-"',  &f-"> ,  etc.  «'-") ,  {il~n)  .  etc.  bezeichnet  wurden ,  auf 
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einfache  Arl  zu  berechnen.  Führt  man  die  Multiplication  der  Factoren 
der  obigen  Ausdrucke  von  At,  A2,  etc.  6', ,  Cit  elc.  iius,  und  setzt  dar- 
auf allgemein 

An  =  P<H*  kn  +  tf-*k—*  -h rf— *J*"-4  -l-  ... 
cm  =      -+-      r-4  -i-  v>-4  r~*  +  ... 

und  vergleicht  diese  Ausdrücke  mit  den  Ausdrücken  des  Art.  16  für  die 
A  und  C  Coefficienten,  so  ergiebt  sich  sogleich,  dass  für 

n  ungrade  n  grade 


=  1.2..»,/<n|4  ^-M)  =  1.2...»/>^ 


etc.  etc. 
a'~n)  wm  1.2..«/CU  fl(-nj  =  l.2...»»?iti 

6<—:i  =  \.i..npnn+i  b  -"]  =  1.2. 


.1. 

c(—  =  1.2..n/^|6  c{~n]  =  1.2...n9fl"+6 

etc.  etc. 


20. 

Die  Darstellung  der  Integrale  durch  Summen  und  Differenzen  kann 
auf  gleiche  Weise  wie  die  der  Differentiale  ausgeführt  werden.  Wir 
nehmen  aus  dem  Vorhergehenden  die  folgenden  Gleichungen  vor 

-  %y*  =  !•  j  y*tb>  ■+■  «i  irj(J  y^*3  -+-  ^y.r  -+-  r , Ai £jf  ■+-  </» a4  2'  -+-  • 
-*y*  =  a*  |  //^      I  j  y^/j-  -+-  M    -+■  csä*^ 
-'y*  =  ^  jj  y^  ■+■  «iyx  -+■  M-^r  -f-  c2a«  *j!r  +  . 
^  y  x  =  i  J  y^k  +  o,  *  ^  +  6,  a  <  *V  +  c,  2'  +  • 

35» 
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-     +         +  *_,*>t>:  + .. 

./.,,  -     +       + .. 

./■ite  =  /<•£; +  «-.*'£•'  +  •• 

etc. 

MuUiplicirl  man  die  fünfte  dieser  mit  a  die  siebente  mit  b u.  s.  w., 
addirt  diese  zur  vierten  und  setzt 

a  ■•)  +  o,  =  0 
&  <!  -I-  fl_(fl^  -f-     =  0 
<*  '       a_3&  11  -+■  t.,^'  -+-  (|  =  0 

etc. 

so  wird 

f  lJtih  =  hl'ijx      a'  A. /»/.,;  -H       hryx  +  c  *  h  f'tjr  ■+■  ... 

MuUiplicirl  man  die  sechste  der  obigen  Gleichungen  mit  i»  *  ,  die  achte 
mit  r*\  u.  8.  w.,  addirt  die  Summe  dieser  Producle  zur  dritten,  und  setzt 

a  1  -j-  a2  =  0 

6  *:  -|-  6,  =  0 
r  f  -|-  a-ib  *  -t-  r2  =  0 
(/■*■  +  <i_*c*'  -h  //_ä6  3  +  </,  =  0 
etc. 

so  wird 

^  ,/,.</.!••  =  A^V  +  «  <  A  \y  ,  ■+-  b^k1  r-tja  H-  c'-lf-  thj,.  +  ... 
auf  dieselbe  Art  bekommt  man 


i/^ir'  =  A'^'i/x  -I-  a<»  Ä'^yx  H-  b  3  h\Jyc  -+-  c*  h\PtJx 

^Vxdr*  =  a  '  h^'hj,  -+-  6  *  A4Vx  -I-  r«  A'./-'y,  - 

etc. 

wo 

a  s  -f.  <i,  =  0 

rlSl       «_,/>3  -|-  fc,fl(J  -+-  r,  =  0 
etc. 


Digitized  by  Google 


HeLATIONEN  ZWISCHEN  SUMMEN  UND  DIFFERENZEN  ETC.  541 

a  4  -f-  a,  =  0 
b  4  -f-  o-i«  *  ■+■  64  =  0 
c -+-  6j<ii*i  -+-  <•,  =  0 
<i '  -+-  «_it  *  -+-  c2«  ^  -+•  (/i  =  0 

elc. 

und  dieses  Verfahren  kann  man  fortsetzen  soweit  man  will.  Man  er- 
kennt leicht  aus  den  vorstehenden  ücdingungsgleichungen ,  dass  man 
sie  auf  die  folgende  allgemeine  Form  bringen  kann, 

«■■«)      an  =  0 
b  '•»>  -f-  -+-  bH  =  0 

<•»)  -1-        6>w       6„_4«"1  +  c„  =  0 
etc. 

wenn  man  erwägt ,  dass 

(l*  =  b{)  =  f„=  etc.  =  0 

ist.  Man  kann  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen  noch  auf  eine 
andere  Art  ausdrucken.  Integrirl  man  die  füufle  der  obigeu  Gleichungen 
ein  Mal ,  so  wird 

,/f9j!dx  =  ky,  +  «-1         +  +  ... 

multiplicirt  man  nun  die  sechste  Gleichung  mit  —  a^h,  die  achte  mit 
—b((  h,  u.  s.  w.,  addirt  die  Producte  zur  vorstehenden  Gleichung,  und 
setzt 

a«:  =  a_, 

f  «  -I-  a_4t 11  ■+■  fc_ia  4'  =  c_« 
elc. 

so  wird 

./fyjndx  =  htf.r  +  a<  h  fhJx  -+-  b^h  /hh  +  ... 

und  wenn  man  hievon  die  Summe  nimmt,  so  bekommt  man  den  obigen 
Ausdruck  für  das  einfache  Integral  wieder  Integrirl  man  die  sechste 
der  obigen  Gleichungen  zwei  Mal,  so  bekommt  man 

behandelt  man  diese  eben  so  wie  jene,  und  setzt 


Mi  l\  A.  Ha>sen,  1H 

a  ■*>■  =  a-t 

t  f  -+■  a_hbW  -+-  ft_2«  4  =  t_i 

elc. 

so  bekommt  man  nach  zweimaliger  Summirung  die  obige  Formel  für  das 
doppelte  Integral  wieder  u.  s.  f.  Die  oben  abgeleiteten  Bedingunt.'sglci- 
chungen  für  die  Coeflicionlen  des  ersten  und  zweiten  Integrals  geben 
zu  erkennen,  dass  allgemein 

—  n„ 

bn  -t-  «_4rt  -  =  b_M 
cn  -+-  a^ib»  -+-  /;_ärt"  =  <•_„ 
etc 

wird. 

i\. 

Unterwirft  man  die  folgenden  im  Vorhergehenden  auch  erhaltenen 
Gleichungen 

f 4 

i        +  ^Vr-j*:  =  l/'y^r  +  «,a  ^ +^,A'2« 


elc.  etc. 
dem  ersten  Verfahren  des  vor.  Art. ,  so  bekommt  man  andere  Integral- 
lormeln,  die  die  folgende  Form  haben, 

etc.  elc. 
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wo  die  Bcdingungsglcichungen  allgemein  dio  folgenden 

u «  -+■     ==  I) 

-+-  «„_*«'•;  +  /?„  =  o 

/>   +  -|-  (^_,« '«>        Yn  =  ü 

elc. 

aber  «,,,  elc.  uichl  gleich  Null  sind.  Unterwirft  man  die  folgenden 
Gleichungen 

,.3 

f\  yJ:tL '  =  A\v,  -+-  «_ ,  A  *Jf  +  b  -3  A7  2«  + 

t> j^j*  =  # «,  +    «•  2.-  +  6_,  a-  2r  -h . . 

.//\/x<ir  =  Ay*  +  +  A_,  A'^.' + 

i  )ifj-+J*  +  =  [Ix  «+■  «*  A-       -+-  /*,  A'  2'  4-  . 

4|-/Wl*  +  ./tyr-i*l  =  ^2=  + 
|  }./«y.r+j*  -I-  /tyr-;*|  -  A4£j,  +  «-4  + 
etc.  etc. 

dem  zweiten  Verfahren  des  vor.  Art.,  so  bekommt  man  die  obigen  Inte- 
gralfornieln  dieses  Art.  wieder,  aber  (he  Bedingungsgleichungen  werden 

«  »i  =  a~n  —  ao 
(iin'i  -+-  =  b-n  — 

-+-  «_t        -I-        «!">  =  c_„  —  y0 
etc. 

und  die  man  gleichwie  die  vorhergehenden  beliebig  fortsetzen  kann. 


22. 

Die  im  Art.  20  entwickelten  Ausdrücke  der  Integrale  durch  Sum- 
men und  Differenzen  zeigen,  dass  man  allgemein  setzen  kann, 

l„j  yd£*  =  X*yx      a  »"2'«-8//.r  -+■  A  "  v»-<//x  +  c  »  v— -»-... 

wenn  man  wieder  .-■/*»  statt  schreibt,  und  wir  können  diesen  Aus- 
druck wieder  von  n  =  —  oo  bis  n  =  -|-  oo  ausdehnen,  wenn  auch  th 


i 
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statt  I*  *  geschrieben  wird.  Die  schon  oben  angewandte  Exponenlial- 

funclion  yx  =  e35  dient  wieder  hier,  um  allgemeine  Ausdrücke  für  die 
Coefficienten  zu  linden. 

Die  Gleichung  J^y*  =  2n,wmc-r  des  Art.  17  giebt 

vmu  ** 

und  es  ist  wieder 

Jycb«  = 

Die  Gleichung  eh  =  (u  +  w)2  des  genannten  Art.  giebt  fei  ner 

h  =  2  log  nat  («  -I-  KT+V^ 

Subslituiren  wir  diese  Ausdrucke  in  die  obige  allgemeine  Gleichung, 
so  eigiebt  sich 

-— "--  =  I  +  2-a»US  +  Vb^tt*  ■+-  2V  »"  +  ... 

und  hiemil  der  folgende 

3.  Salz. 

Wenn  n  irgendeine  ganze,  positive  oder  negative,  Zahl  und  y 
irgend  eine  stelige  Function  von  x  bezeichnet,  so  ist 

j  y<h*  =  A»m»  [log  nat  (ti  +  KT-Mi-,]"" 

wenn  in  der  Knl Wickelung  dieser  Function  nach  den  aufsteigenden 
Potenzen  von  u  allenthalben 

*p  2—Pyx  statt  ttP 

und  in  den  Gliedern  wo  der  Index  von  J  und  2;  negativ  wird  i/m  statt 
j'~m,  und  /m  statt  ^'-m  geschrieben  wird. 

Wenden  wir  uns  hierauf  zu  den  Ausdrucken  des  vor.  Art.,  so  sehen 
wir,  dass  auch  allgemein 
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gesetzt  werden  kann,  und  die  früheren  Ausdrücke  zeigen,  dass  dieser 
Ausdruck  auch  von  n  =  —  oo  bisn  =  H-oc  gilt,  wenn  bei  negativen 
Indices  dieselben  Veränderungen  wie  oben  vorgenommen  werden. 

Für  die  Entwickelung  dieses  Ausdrucks  erhalten  wir  aus  dem 
Art.  17 


Substiluirt  man  diesen  so  wie 

yiLz*  =  e* 
w  =  VT+  u1 

so  bekommt  man  zuerst 

*»  *        ä'«'")       iV">  i«,^"> 

Es  ist  aber 

h  =  2  log  nal  (u  H-  / 1  -+-  tpj 

woraus 

du  ~-  yr+V* 

also 

V  K 1    u*  *— «     du  »—1  du 

folgt.  Es  wird  daher 

und  wir  erhallen  biemit  den  folgenden 

i.  Salz. 

Wenn  wieder  n  irgend  eine  ganze,  positive  oder  negative,  Zahl  und 
y  irgend  eine  beliebige  stetige  Funclion  von  x  bezeichnet,  so  ist 


tßx«  =  —        d,,05nal  M  +  /,+^ 


«1-4  rfu 


wenn  in  der  Entwickelung  dieser  Function  nach  den  aufsteigenden 
Potenzen  von  m  allenthalben 

^[X'-Pyx+l*  +  2?—Pyx-ik\  statt  up 

und  unter  denselben  Umständen  wie  oben  d  statt  j%  und  J  statt  2 
gesetzt  wird. 
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23. 

Wenn  a'»\  b(n\  c'n\  elc.  gegeben  sind,  so  kann  man  auf  einfach 
Weise  «(»:,  ,i'»K  y»],  elc.  erhalten.  Wir  fanden  im  vor.  Art. 

[log nat  (. -f- VT+*))-  =  ;  +  7-1  +  SS'  +  + 

Schreiben  wir  in  dieser  n  —  1  stall  » ,  und  nehmen  dano  das  ersif 
Differential  davon,  so  wird 

v+Vi  +  u'  j— *'  „-<  ..  ^rtl»-')  tili**"'"-*' 

und  die  Vergleichung  dieser  mit 


du  =—         —  \n  —  V  ü^-'  —  (W~ l) 

giebl  sogleich 

die  mit  der  einzigen  Ausnabrae  n  =  1  für  alle  positiven  und  negativea 
Werlhe  von  n  gellen,  und  den  Relationen  des  Art.  14  zwischeo  «,, 
elc.  und         /?„-!,  elc.  analog  sind. 

Für  die  Entwickelung  der  Coefficienlen  «W,  /ff;,  elc,  die  dem 
eben  erwähnten  Ausnahmefall  angehören,  bemerke  ich,  dass  man  durci 
den  binomischen  Salz 


erhalt,  und  dass  die  obigen  Gleichungen,  wenn  man  n  =  1  setzt. 
l -21-  =  1  -+■  2V«>iia  +  2V1      ■+-  2V1'1  w"  + 
**  =  l-h  22a">tt2  -h  +  2fic«  m«  + 

geben.  Es  wird  also  identisch 
1  +2a«W«*-i-  SV'Im'h-  2fiyM!«6H-  ... 

=  j  1  +2V^-i-2>&;«  m'+S'c j  j  \  -  l«2+[\]u*-ffi+--\ 
und  hieraus  folgt 


I 

i 
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^  =  *i:,J-ifi«!,,  +  -J.v* 

elc.  clc. 
die  man  beliebig  fortsetzen  kann. 


24. 

Für  die  Rntwickelung  der  Coeflicicnlen  a  »\  b  ni,  c'n),  elc.  wollen 
wir  der  Vereinfachung  wegen  zuerst 

setzen,  worauf 
und 

log  nat  2-  -  n  lug  nat  A  =  log  nat  j  -  V  +  jf^  +  ^  +  ttS  +  . .  J 
wird,  wovon  das  DifTerenlial  die  folgende  Gleichung  giebt, 

n  dh  n  +  'n-ti  A  "V  +  w-*  B'">h4  +  w-6  C<">M*  +  . .. 

*  *«  u  +  +  ß<"u»  +  C">uT  +  ... 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  aber 

=    .*     =  2(j_lM-i  +  LJlfi_LllM«+  ) 
d«       Ki+V-  ~zi1      i"  +  n"      a  <  6M±  -  i 

woraus  durch  Multiplication  mit  t/u  und  Integration 

folgt,  da  m  =  0  und  h  =  0  mit  einander  statt  finden.  Hictnit  bekom- 


men wir 


i       i.i       i.;».s  , 

=s  II 


h    du  I  1.3  1.1.5 

*.3  i.*.5  l.t.6.7 

Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  von         einander  gleich,  und 

multiplicirt  Ubers  Kreuz,  so  ergiebt  sich  die  folgende  identische  Glei- 
chung 
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1.3 
1  »4.5 


-+-  («—  4)  tf" 


•  .3.5 

»'  -  »  «-.4.6.7         "   +  CtC 

-4-  (n — G)  O 


=  mi  —  ;< 


ii 


» .3 


-I-  n  ß  " 


.  lt.! 
"i.4.6 

•+-  n  C  " 


elc. 


woraus  zur  Bestimmung  der  Coeflicieulen  AW  ,  ,  O' ,  elc.  die  fol- 
genden Gleichungen  hervorgehen 

2/?"  -  („+1)-I_A«  -|-  int\\  =  0 

-  (n+2)  ^  /J"  -+-  ;4;5       ~  3«  ^  =  0 

40»)  -  {»+3)  0  tf*  +  (2«+2)  (3.+  I)  ^  *  "  +  i« 

elc.  etc. 

die  den  Gleichungen  des  Arl.  1 1  ahnlich  sind,  und  für  alle  positiven  und 
negativen  Werthe  von  n  gelten. 


=  0 


2,f>. 

Ks  sind  noch  andere  Verfahren  möglich,  um  diese  CoefHcienten  zu 
berechnen.  Die  Gleichungen  des  Art.  13  gehen  A'±n\  B'±*\  etc.  aus 
A'±4>,  //t*1',  elc.  und  ausserdem  lassen  sich  für  positive  Werthe  von  n 
dieso  Coefficienlen  durch  bestimmte  Integrale  ausdrücken.  Um  dieses 
zu  zeigen,  sei  zur  Abkürzung 

und 

tj  =  {U*  +  |  u-* 

multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  dx,  inlegrirt,  und  bestimmt  die 
Con8lante  so,  dass  das  Integral  für  x  =  0  verschwindet,  so  bekommt 
man 
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aber 

nimmt  man  daher  das  Integral  von  0  bis  1 ,  so  wird 


i 


«1 

u 


und  dieses  ist  die  Function,  von  deren  Reihenentwickelung  die  Coeffi- 
cienten  BW,  etc.  abhangen.  Multiplicirt  man  das  obige  particuläre 
Integral  wiederholt  mit  dx,  integrirt  jedes  Mal  von  neuem,  und  bestimmt 
stets  die  Constanten  so,  dass  die  Integrale  für  x  =  0  verschwinden,  so 
entstehen  die  folgenden  Gleichungen 
v  -  v—  \ 


ff*»* 

.3 


2  (log  nat  V*        (log  nat  t*)* 


I 
i 


V  ar  —  2  log  nat  V  ~*        (log  nat  üj« 


,  ,,  _    0»  -  {/"*  t»  x 

'i        ~~  2  log  nat  U) »        2.8  (log  nat  V,  *        (log  nat  U, » 


V-U-*  x*  v' 


«(loKnat/;)'        2.3.4.6  (log  nat  (/)*        2.S  log  nat  (/}*  (lognatt/;« 

etc.  etc. 
oder  allgemein,  wenn  n  ungrade  ist 


J.» 
r/ctr«  = 


—  2  (log  nat  Uf        2.3. .  (n-2j  ilog  nat  üj •        2 . 3 . .  (»  - 4;  (log  nat  l/j • 

g 

~~   (lognal  £/)—' 

oder  wenn  wir  die  letzte  Integration  von  #  =s  0  bis  x  ss  1  ausdehnen, 
„_<  f"  Jw,  «*-' 

M       J  TJÜX"  —  (|og  „„u;,«        2. 3..  (»• -2!  log  nat  ^f 


,«- « 


V.3. .  [H—k'i  (log  nat  V)*     ~  *  (log  naTr',"-^' 

Setzen  wir  ferner 

dann  bekommen  wir  auf  dieselbe  Art 
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r*  -  t;-»  x 


IT  Ods*  =  I-r  *— 

JJ  i  .lug  mit  f/j 1  lognatC 

0tUr  ~~  i  lo?  not  (/)•        «SlugnaW;  llognatL'j* 


aujr  —  2  lognaU,»        *  3.4.5  lognalT        8 .3  ;log  nat  T  •  jognatr' 

etc.  etc. 
oder  allgemein,  wenn  n  grade  ist. 


■  UOX"  —  s  logoaU  „        ü.|..(n-l;  lo^nalt; 


8.3. .in  —  3  lognatr»  log  oat  Ut"~ "' 


und  wenn  wir  wieder  die  letzte  Integralion  von  x  =  0  bis  x  =  1  aus- 
dehnen, 


/*     ,                               Ii"                                          u"  — « 
//  ,/r»i  —   .  _  __.     
(lognaltj-  a.S..;n-l:lognatC 


«.B.  .  >-l;;log~iiali',i*        '  "  '         (log  nal  V  "  ~  ' 


2G. 


Schreiben  wir  nun,  um  den  Index  durch  alle  ganzen  positiven 
Zahlen  ausdehnen  zu  können,  in  der  ersten  im  vor.  Art.  abgeleiteten 
allgemeinen  Gleichung  2m «+» t ,  und  in  der  zweiten  2m  statt  n ,  und  zur 


Abkürzung 


ij  —  "r 

lP  —   (log  oat  V)f 

so  wird 

/«m-n  t 
ydx*<»+<  +  Uim  +  ~  +  ~r%  Utm-> 

S.g.;(2w-3)  w>  ^~  *.s..(*m-l)  w" 

durch  welche  man  die  Coefficionten  aller  vielfachen  Integrale,  die  einen 
nach  den  andern ,  erhalt.  Zu  dem  Ende  müssen  die  Functionen  jy  und  0 


und 
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in  Reihen  entwickelt  werden,  und  diese  ergeben  sich  aus  den  Ent- 
wickelungen  des  Art.  17.  Setzt  man 

so  geht  aus  dem  Art.  18  hervor,  dass 

ü~x  =  \-I\u  +  Oi«2  -  /W  -+-  QiU*  +  ... 

wird,  also 

n  *=  1  +  Qttt1  +  &««  +  Q,u«  +  ... 
0  =  I\u  -+-  P2m3  -+■  P3u'  H-  ... 

und  hieraus  allgemein 

pp  pp  pp  pp  pp 

J  tjdxP  =J<LrP  +  uijQidxP  +  u*  j  Q2dxP         J  0:,<irP  -+■  . 

/p  /*p  /*p  rp 

Ötirf»  =  uiPxdxP  -h  m1  I  Pjt/xP  •+•  «5 1  P3djfi  +  . . . 

ferner  giebt  der  Art.  23 

und  hiemit  ist  alles  gegeben,  um  die  Ausdrücke  aller  Coefficienten  für 
positive  n  durch  bestimmte  Integrale  zu  erhalten. 

27. 

Wenden  wir  die  oben  entwickelten  Ausdrucke  an,  um  für  die  ersten 
sechs  vielfachen  Integrale  die  Ausdrucke  derCoefGcienten  zu  bekommen. 
Die  Gleichungen  des  vor.  Art.  geben  zuerst 

/.< 
»;  dx 

*  =  +  &  + 

«£ffffn*> +  *  + 
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substituirt  man  nun  hierin  sowohl  die  auch  aus  dem  vor.  Art.  zu  ent- 
nehmenden Ausdrücke  für  U0,  U:,,  elc. ,  so  wie  die  der  Integrale,  uad 
vergleicht  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  u ,  so  be- 
kommt man 


Am 

Bm 

c* 

f  i 

elc. 

Am 

=  ri'Ptdx*  +  Am 

Bm 

cm 

etc. 

Am 

=  /VAi*3     ■+■  A<*> 

•/q     1/  t/ 

cm 

etc. 

A(*)  =  A(»)  +  { 

Bm  =  jpfjfjf P.  dx*  +  Bm  +  1  Am 

cm  =  £j'ffp2dx*  +  C(»  +  }B(*i 

etc. 

A<*)  =  Am  ■+-  | 

elc. 
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Am  =  Am  -f.  1 

=  BW  -f-  4  Ai3)  ■+- 

clc.  etc. 

wo  nur  noch  die  Werthe  der  Pimd  Q  Cocflicienlen  zu  Substituten,  und 

die  Integrationen  auszuführen  sind.  Der  Art.  17  giebt  aber  ohne  Weiteres 
zu  erkennen,  dass 

Px  =  3/|  Q,  =  Mj 

Pi  =  Mi  Q2  =  Mt 

P3  =  A/5  =  3f« 

etc.  etc. 

wenn  in  den  Ausdrücken  dos  Art.  18  für  diese  A/ Coefßcienten  x  statt  2ß 
gesetzt  wird.  Es  wird  daher 

Pi  =X  = 

1  a  ~~      4  .3  V*  —     2  3  .4 

etc.  elc. 


28. 

Ich  werde  nun  nach  diesen  Ausdrucken  die  vier  ersten  Coefficienten 
eines  jeden  der  im  vor.  Art.  betrachteten  Integrale  numerisch  berechnen 
Es  wird,  wenn  wir  zuerst  alle  Integrale  für  a*  =  0  anfangen  lassen, 


i  3.4.5 


3.3.4  5.6.7 


JJjQl'h*  —  jX«,5T6. 7  ~"  2.3.4.3.4.5 

/5fl    >   ,  _  x*   4  rf 

V2  S  3.4.5.6.7.8.9         2.3.4.3* . 5.G .7 

J  VJ  ./       «.3.4.5  6  4.3. ..7         i.J..J,5  T  J.3..6.I 

Abhuudl.  .1.  K.  S.  CrselUch.  .1.  WUsi>n»ch.  XI.  36 
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J     V3  »3...»         «3. .6.5.6.7  T  i.J  .6.1.1.5 


•-5«  *«+78tx4-t304x^ 

.8 


sTs..»         S.3..8.7  ~l"  *.3..8  5         i  s;,8.J 


/i>.<^  =  fj 

i[w=B'*-=,.a>-u:;. 

f'p.iW  =  -''■  

/"'P  <ir«  -       **  _  ±1 

./       2  t.l..»  «.l"i.S.t.5.«.7 

./       J  «.«..9        J..M.5.U  T  i.  5.i  J.t 


4Px*  9x* 


S.3..7         i.3.4.5  4  5    ^  1.8.(5.1.! 

5 


35x'  2S9x»  MSi" 


«  3. .9         S. 3. .7.6.7   ^  2.3. .7.4.5  1.J..7.1.3 

und  hieraus  folgen  die  bestimmten  Integrale 

J0    «M*  =  —  2.3.4.5.6  7 


9 

7  jTTV 
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rffrjj?  >m 

Jb./     4U*  1. 3. 4.5. 6. 7. 3. 4  5.« 

X'XX^  -  h 

=  —  ä:a.4-";6".7 

JoffQ*^*3  ~  S.«. «.5.6.7:3  *  5  6 

XT^  ^  =  iXTT 

Jfc  «7       3  *  3  4.5. 6. 8.4.5. 9 

XX  ^  =  iXT5 

X/  =  "~  1.3.4.5.6.7.8.9 

XX  ^2(ir*  ~  ~~  1.3.4.5.6.7.8.» 

und  hieraus  ergiebt  sich 


Am 

4 

6~  ' 

47 

36Ö  ♦ 

cm 

367 
4541»  ' 

Dm 

Am 

4 

3  ' 

BW 

4 

~~45  • 

cm 

31 

~945~  ' 

Dm 

AW 

4 

2  ' 

7 

Tiö  ' 

cm 

457 
451*0  ' 

Dm 

1 

3  ' 

4 

45  ' 

cm 

4 

Dm 

Am 

5 

6  ' 

4 

14  ' 

Cm 

84 

3094  ' 

Dm 

Am 

1  , 

* 

46  » 

cm 

1 

»45  ' 

Dm 

17859 
484  4400 

»89 

"44475 

4  454  1 
604800 

44 
»835 

3887 
361880 

"m 


36  • 
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Diese  numerischen  Werlhe  sind  durch  die  Gleichungen  des  Art.  24  con- 
trolirt  worden.  Durch  Divisionen  mit  2J,  2\  etc.  bekommt  man  zufolge 
des  Art.  24  daraus  die  folgenden  Werthe  der  Coefficienlen  der  Aus- 
drücke der  Integrale 

«7859 
*  464U6400 
389 


«(<) 

47 

c<) 

•«7 

44' 

5760  ' 

967680  ' 

«*) 

4 

ii ' 

6  *) 

4 

440  * 

<.-:*) 

34 

GÖ4S0  ' 

a% 

t 

y  • 

|V») 

7 

4940  ' 

457 
»«7CS0  ' 

a(*) 

6  ' 

|#r*> 

4 

W' 

4 

30iY  ' 

(/(*; 

5 

U  ' 

4 

ä«4  ' 

i^-*J 

34 

4 

4  ' 

4 

440  ' 

r'*J 

4 

30*40  ' 

361S800 
4151» 

4S4~8iSMM> 


735700 
8*87 
94S974SU 

4 

57600 


29. 

Die  Coefficienlen  des  ersten  Integrals  der  zweiten  Form ,  die  nach 
dem  Arl.  23  eine  Ausnahme  von  den  allgemeinen  Uebergungsformeln . 
bilden,  lassen  sich  durch  dieselben  bestimmten  Integrale  ausdrücken. 
Ks  handelt  sich  hier  um  die  Entwickelung  der  Function 

-       •  --  =  1  +«i,«-|-8t»'  +  (iSiiB  +  ... 

y  4+u«.  Iok  nat  V 

wenn  wir 

«<«>  =  ß'M  =  Y[{)  =  olc. 

setzen.   Nun  wird  aber,  wenn  wieder 

e  =  jrp-ir— 

ist, 

Olk  =  . ,       ,..-»>  consl. 

4  Inj;  nul  ( 

und  hieraus  folgt 

r«,/.r  =  v^;:' 

also  zufolge  des  Art.  25 
und 

=  {  ii  [Vfr  -t- £\  </jj  j  1  _M2  +  m1  —  «•  +  ...  } 


V  «  +  »".  Ui»?  nat  47 
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Nun  ist  aber  nach  dem  Arl.  26 
uf^Odr  +  ^t^lx  =  I  +w2^<{/»,+Cflj«/J:  +  ii»tjf,(/'a-|-Q2)i£r  +  ... 

Subsliluirt  man  dicscu  Ausdruck  in  den  vorhergehenden,  fuhrt  die  Rlul- 
liplicalion  aus,  und  vergleicht  mit  dem  obigen  Ausdruck  Tür  dieselbe 
Function,  so  ergiebt  sich 

3  =  ('{/»,  +  Qt)dt-\ 

«  -+-  <M*  -jf>,  +  0,)!/!?  -+■  I 

elf.  etc. 

wofür  man  auch 

*  «jf*  (/»,  -|-  (fc)ik-  I 

G  =  (>,  +  SB 
etc. 

schreiben  kann ,  und  das  Gesetz  des  Forlganges  klar  vor  Augen  tritt. 
Im  vor.  Art.  wurde  unter  andern  gefunden 

./<>   Vl        ~~         4. 3. 4. 3. 6. 7. 8. 9. 5 

und  vermittelst  der  dort  vorkommenden  Ausdrücke  der  allgemeinen  In- 
tegrale findet  man  leicht 

f'l>„ix  =   

und  hiemit 

"  T  '      *   =  «5  •      &  =  -  9«  '  =  «175 

woraus 
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491 


S197 


«  '    =  -  fi  »     ^  =  710  '     ^  =  -  6048. -  36*8,00 

hervorgeht.  Diese  Werlhe  sind  durch  die  Gleichungen  des  Art.  23  con- 
trolirt  worden.  Die  Gleichungen  des  Art.  23  geben  ferner 

«:*)=— fl(«i,    /?<*)  =—  36(^  ,  5c  «),    «JW  s=— 7rf(«)  ,  etc. 

«:»)=    0,  6*),  2c«,    <)'»>=— 3d»i,  etc. 

=  -J  o  '!  ,    /ff»!  =— ,    rM  =—  ei»  ,    ri<*J  =— '«/ 3  ,  etc. 

„:«=i.fl(»).   ^:«  =    i-fci»),        =-yc(5' ,    <V«  =-{<*5  ,  etc. 

„  <  =}a«i.    ^7=  ,    r7'  =    °>        'V'7  = — jd*  ,  etc. 

etc. 

und  die  obigen  Werlhe  der  «,  6,  elc.  Coefficienten  geben  daher  sogleich 

17859 


4  7 
(910  * 

367 

«93536  ' 

„(31 

o. 

»lo  ' 

31 

30840  • 

«{*) 

4 

14  • 

ß\k) 

7 

5760  ' 

457 
967680  * 

«<») 

i 

n  • 

/*»> 

=  o, 

1 

6048  ' 

AV 

«(•) 

1 

3« 

**« 

8  ' 

i'Sii  * 

967630  * 

„i'7: 

4 

^7> 

i 

y(7) 

o 

A7J 

4(548 
"9*897180 

4j_ 
715760 
3167 
754818800 
4 

«73800 


30. 

Die  Coefficienten  der  Ausdrucke  der  Differentiale  durch  die  Dif- 
ferenzen lassen  sich  durch  die  Differentiale  der  Functionen  17  und  6, 
in  welchen  nach  der  letzten  Differentiation  ar=1  zu  setzen  ist,  aus- 
drücken. Aus 

folgt 

^  =  !([/*-*/-*)  log  nalU 

-g  =i(ü*-ü-*)(l0gO8lü)» 

etc. 

t 
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und  aus 
folgt 

^  =(i//r~  1  CT*)  (log  null/)* 

2  =  (|C/"-|l/-')(lognal  I/)* 
elc. 

Bezeichnen  wir  daher  die  Bedingung,  dass]nach  der  letzten  Differen- 
tiation x  =  I  gesetzt  werden  muss ,  durch  das  Zeichen  rfj ,  so  geben 
die  vorstehenden  Gleichungen 

lo»  nal  (•  1^  d^tj 

u  w:  dx 

(Iok  natl')*        J  d,»0 
"  u*  n*  dx» 

Hop  nat  Vi  »  _      1    d,  »<? 
u»  u*  dx* 

(log  nat  {'}*  _  _  J_  d/fl 
u*  u*  dx* 

etc. 

Da  nun  allgemein 

'»e nal _  |      ^f-«:  w2  +       )M*  -h  C"-»' Ii*  -l-  ... 

u" 

ist,  wenn  wir 

=  *.-.,■*£!.   «.(-»>  =        ,  e.c. 

setzen,  und 

so  ergiebt  sich  ohne  Mühe 


AI-" 

<*,(>. 

dx~  ' 

''.0. 

de  ' 

d.O. 

dr  » 

etc. 

d,«i>. 

dx»  ' 

#(-*) 

d.'P» 

"dx*  ' 

c<-*> 

d,*P. 

drr  ' 

etc. 

AI-* 

d,a0. 
dx»  ' 

B(-*> 

d/O. 
de»'  ' 

C(-») 

d,»0» 

dr»  ' 

etc. 

AI-«: 

d,*P« 

dx'  ' 

d,*P. 
"dx*  » 

d/P. 

dx'  ' 

elc. 

etc. 

die  man  beliebig  fortsetzen  kann.  Um  die  numerischen  Werthe  der  er- 
sten dieser  Coefbcientcn  zu  berechnen,  giebl  das  Vorhergehende 
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Q>  = 


2.3.4 
r*  -  20  r«  +  64  xx 

2.3. .6 


n  X»-56.r»+784.r'-230  4..' 

v«  =  <.«;;.»  

,j    ./  "  -  4  20./"  +  4»68,r«  -  52**0  .>-•  +  K7Uf.  i  -» 

V*  2  3  ...  1 0 

r"  -  220x'*  +  IGJfiH.,-"-  <K9iS0  +  .',3  9.M:,fi  r' -  f  4745**0.1:-- 


2.3. ..12 


Q.  = 

_  .r»  —  I0.r' +  9_.r 
'  '  2.3.*. 5 

.,  r'  —  35. rl  +  239. r*  —  22.'»  r 

=  ~  

_  i»  —  Sir' +  1974./»  —  12916. i*  +  1102.>./ 

' :>  —  2.3.:.«  " 

1»       .  .r"  -  «65.r»  +  877H:r»  -  172Nt0.r»  +  «0:i7iJlx»  -  H»302'..r 

"  ~"  2.377. 1 i 


«'»-aHfix«'  +  2K7»3.T»-Jji3^^,J^<l>67232£*_  I  iHH  1 6766  .r*  +  1 0K056i»i.i  r 

2.3. ..13 


hiemil  e 

gab  sich 

4 

24  ' 

6'-«! 

3 

6(0  ' 

5 

7I6S  ' 

d-1  = 

3-, 
29*9« 2 

«(-*;  = 

1 

4  2  ' 

1 

90  * 

ff-*! 

4 

5«o  ' 

,/(-*>  Ä 

1 

3150 

«(-3)  = 

4 

87 

t!-3 

3229 

(/  -  3  = 

»0679 

H  ' 

4  920  1 

9676S0  * 

17203200 

fl  = 

1 

"~    6  ' 

7 

2  rp  • 

41 

7560  ' 

= 

479 
453600 

die  durch  die  Gleichungen  des  Art.  19  controlirl  worden  sind.  Die  Glei- 
chungen des  Arl.  23  geben  hier 

«(-')  =  2  a  -*>  ,  =  36'-*)  ,  /-«.'  =  4c(~2  ,  <V!-<i  =  ;>,/-*) 

,<  -2;  =   '(!  -•«   ,  =   Jfc         ,  y  -i)  =   *f  ~»    ,    ,)(-*)  =  "</-3 

«'"3»  =  -J-a i-4)  f  ^-1}  =  .»^(-4!  (  =  ^C(_4J  f    ,)  -3)  =  ^-4 

und  folglich  wird 


«(-«) 

¥  ' 

4 

30  » 

4 

«To  • 

(Ii-1)  == 

4 

630 

«<-*> 

5 

24  ' 

259 
5760  ' 

3229 
322560  ' 

= 

147469 
51609600 

«<-»; 

4 

4"  * 

7 

4  20  ' 

y(-3) 

44 
3024  ' 

479 
451200 
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31. 

Bei  der  Anwendung  der  allgemeinen  Ausdrucke  des  Art.  22  auf 
die  Integration  von  gegebenen  Functionen  durch  die  sogenannte  mecha- 
nische Quadratur,  kann  man  ohne  Rücksicht  auf  die  Wcrlhe  der  Gren- 
zen zu  nehmen,  die  Functionswerthe  für  beliebige,  einander  hinreichend 
nahe  kommenden,  und  um  ein  gleiches  Inlcrval  von  einander  abstehen- 
den Werthe  von  x  berechnen,  denn  man  kann  aus  den  berechneten 
Functionsvverlhen  und  ihren  Differenzen  dieselben  fUr  jeden  beliebigen 
Werth  von  x  durch  Interpolation  erhalten.  Einfacher  und  jedenfalls  kür- 
zer ist  es  jedoch  zur  Berechnung  der  Functionswerthe  solche  Werthe 
von  £  anzuwenden,  vermöge  welcher  die  den  Grenzwerthen  des  Inte- 
grals entsprechenden  Functionswerthe  zu  den  unmittelbar  berechneten 
gehören.  Dieses  Verfahren  schliesst  die  Ausdehnung  der  erhaltenen  In- 
tegrale auf  andere  Grcn/.wei  the  nicht  aus ,  denn  man  kann ,  wenn  man 
das  Integral  für  verschiedene  Grenzwerlhe  berechnet  hat,  daraus  das 
Integral  für  zwischen  liegende  Grenzen  durch  Interpolation  berechnen. 

Ich  nehme  nun  an ,  dass  man  für 

x  =  a ,  x  =  a-i-h,  x  =  a  +  2A . . . #  =  a  -f-  nh,  x  =  a  ■+-  («-|- 1 )h ,  etc. 

und  auch  für  einige  vorangehende  Werthe  von  x,  nemlich  für 

x  =  a  —  Ii  ,    x  as  a  —  2h  ,  etc. 

die  Functionswerthe  berechnet,  und  diese  nebsi  den  Differenzen  der- 
selben nach  dem  Schema  des  Art.  I  zusammengestellt  habe.  Sucht  man 

nun  das  j'ydx  vor  x  =  a  bis  x  =  a  nh ,  so  hat  dieses  zufolge  der  all- 
gemeinen Formel  des  Art.  2i  offenbar  den  folgenden  Ausdruck 

yd*  —  Tl-i/*+;»+i:'*+-y«+i»-i)*i+« 11  * r !  ■■/y«+>+i:*-«--'/y«+(«-j>*l 


j 


und  die  hier  vorkommenden  Summen-  und  Diffei  enzfunetionon  sind 
durch  die  Werthe  von  x,  die  nach  der  Voraussetzung  subsliluirt  wor- 
den sind,  unmittelbar  gegeben.   Da  nun  in  der  Reihe  der  ersten  Sum- 
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menfunctionen  Ein  Glied  willkührlich  ist  ,  so  kann  man  dieses  so  bestim- 
men ,  dass  der  zweite  Theil  des  vorstehenden  Ausdrucks  des  Integrals 
Null  wird.  Sei  demzufolge 

-+■     i  /'yo+'A  -+-  .Py—ik\  +  ... 
hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

die  Gleichung 

^'ya-lk—  —  i'/a—  i«'' ;  /;/<!+ -A-h.///a_ ja!  —  tf*  J . />/<,-».{*  +  ^Ja-\k\ 
—  \r  '  \  f'Ua+lh  +  ftJa-ihl  —  ... 

welche  ifya-jA,  und  damit  zugleich  alle  ersten  Summenfunctionen  be- 
stimmt. Das  Integral  wird  hierauf 

-t-  fi  1  Y  1  > +}*-*-  !»-  }  A  { 


:32. 

Will  man  ausserdem  das  doppelte  Integral  zwischen  denselben 
Grenzen  bestimmen,  und  auch  von  Funclionswerthen  abhängig  machen, 
die  durch  die  im  vor.  Art.  verlangten  Substitutionen  unmittelbar  gegeben 
sind,  so  darf  man  nicht  mehr  die  zweite  Formel  des  Art.  22  anwenden, 
sondern  muss  im  Gcgentheil  sich  der  ersten  bedienen.  Diese  giebt  zuerst 

jjydx'  =  h^ytt+nh  -+-  aWya+Hh  +  bW  /hj^  -h  ... 
—  h'Xhja  —  am7ya  —  h*h\flya  —  ... 

Für  ein  vielfaches  Integral  ist  die  Angabe  der  Grenzen,  die  sich  immer 
auf  die  letzte  Integration  bezieht,  nicht  hinreichend  um  es  zu  einem  be- 
stimmten Integral  zu  machen,  es  muss  ausserdem  jede  der  vorhergehen- 
den Integrationen  Einer  Bedingung  unterworfen  werden.  liier  werde 
ich  bei  den  vielfachen  bestimmten  Integralen ,  die  entwickelt  werden 
sollen ,  die  Bedingung  festsetzen ,  dass  alle ,  der  letzten  Integration  vor- 
angehenden ,  Integrationen  für  den  Anfangspunkt  jener  Null  sein  sollen. 
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Diese  Bedingung  wird  in  der  Anwendung  am  häufigsten  verlangt,  es  ist 
indes  ein  Leichtes  sie  durch  jede  andere  zu  ersetzen. 

Um  nun  die  eben  genannte  Bedingung  in  das  vorstehende  Integral 
einzuführen  ist  nichts  weiter  zu  thun,  wie  die  Bedingungsgteichung  des 
vor.  Art.  wieder  gellen  zu  lassen,  und  also  wieder 

zu  ^setzen ,  wodurch  die  ersten  Summenfunctionen  bestimmt  werden. 
Zur  Bestimmung  der  zweiten  Summenfunctionen  setze  ich 

^ya  =  —  a*  ya  —  b'*Jlya  —  c*  JhJa  —  ... 

wodurch 


jj.;; 


»/»a  -+-  nh 

wird,  und  alles  bestimmt  ist. 

* 

33. 

Man  kann  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Regeln  auf  alle 
vielfachen  Integrale  ausdehnen.  Für  das  dritte  Integral  erhallen  wir 


(i'i]h^i  /ya  +  i*+i,h  ■+■    /ya+m-lh\  H-  ... 

wo  die  Summenfunctionen  durch  die  folgenden  Gleichungen  zu  bestim- 
men sind 

2*ya-iA  =  —  i.Va  —  4«f,;i  ^a+:»+}  a  ■+■  .yy0+(«-;)Ai 

—  ^(1!|./,ya+ «+J)A  -h  ./,ya+;n-J)*{ 

—  i  y^Jl^'t/a+fn+jjA  ■+•  ^ya+in-j  Aj  —  ... 

n'2j/0  =  -  o*  ya  -  b*.Pya  -  c  *  /'  Va  -  ... 

—  -J^'*  \J>Ja+>h  ■+■  /yo-lAj 

—  Ir3  ;  /JJ/a+}A  ■+■    /'ya-jAj  —  ... 

uod  demgem&ss  verfährt  man  bei  den  höheren  Integralen. 
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34. 

Man  kann  auch  die  im  Nächstvorhergehenden  nicht  angewandten 
Ausdrücke  benutzen,  nur  muss  man,  wenn  man  dieselben  Werlhe  von 
.r  subslituirt  bat  wie  im  Art.  31,  und  die  dadurch  erlangten  Fuoclioos- 
wcrlbe  unmittelbar  benutzen  will,  die  Grenzen  anders  annehmen ,  oder 
wenn  dieselben  Grcnzwcrlhe  angenommen  werden  sollen,  andere 
Werlhe  von  x  ursprünglich  snbsliluircn.  In  der  Voraussetzung,  dass  die 
bisher  angenommenen  Werlhe  von  .r  snbstilnirl  worden  sind ,  giebl  die 
erste  allgemeine  Gleichung  des  Art.  22  offenbar 

ydx  =  h±yn+H+>h  -4-  a  •  h  /ya+  »+{  /. 

a+;/i 

■+-  bi*  h.PiJa+  n+lh  + 
—  h±"Un+>h  —  «  '  h./lja+lh  —  b  *  ,Pya+ih  — 

und  setzt  man  hier 

->4+|A  =  —  a  ^./ya+iH  —  b  v.rya+.k  —  fiM./'//a+lfc  —  .  .. 
so  wird 

I  ydx  =  liXya+  n+lh  -+-  u  Mli./ya+  n+<  h  +  b  1  hPya+  {n+ i;h 

-I-  Lmh  /ya+{n+ilH  —  ... 
wo  wieder  alles  bestimmt  ist. 


35. 

Für  die  Krlangung  des  zweiten  Integrals  ist  es  jetzt  die  zweite 
allgemeine  Gleichung  des  Art.  22 ,  die  angewandt  werden  muss ,  und 
diese  giebt  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

rt+l«+{A 

i  t  h*  a1 

II  ydx1  =  rj2'Jy„+  „+.;A  +  2,2ya+HA{H-«*T  I .'/«»+  >+')*  "+"  !/•»  +  »*{ 

wo  die  Summen funetionen  durch  folgende  Gleichungen 

Xyo+ih  =  —  aWJya+ik  —  b^  Ptja+.h  —  c'V.Pya+ih  —  ■•• 

zu  bestimmen  sind, 
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30. 

Suchen  wir  hier  auch  das  drille  Integral,  so  finden  wir 
wo  wieder 

-i/a+jA  =  —  a!,).'/ya+lh  —  Vv.Pya+xh  —  cO./^a+jA  —  ••■ 

-  iy* !  /^a+Ä  -+-  .^4y«|  -  ... 

zusetzen  ist,  und  so  kann  man  jedes  beliebige  vielfache  Integral  er- 
halten. Will  man  diesen  Integralen  dieselben  Grenzen  ertheilen,  wie  den 
vorhergehenden,  so  braucht  man  nur  allenthalben  in  den  Ausdrücken  der- 
selben a — j  /i  statt  o  zu  setzen,  aber  um  alsdann  bei  der  Anwendung  un- 
mittelbar gegebene  Functionen  vor  sich  zu  haben,  muss  man  ursprunglich 

x  =  a-t-\h  ,  x  =  a-t-|/<  xz=a+{n+  J)/<  ,  x  =  a-»-(nH- l)lt ,  etc. 

und  auch  einige  der  vorhergehenden  Wcrthe 

x  =  a  —  J  A  ,    r  =  «  —  f  A  ,  etc. 

substituiren. 

37. 

Die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke 
für  die  bestimmten  Integrale  werde  ich  durch  ein  Beispiel  zeigen,  wel- 
ches man  auch  analytisch  integriren  kann.  Ich  werde  y  =  sinx  setzen, 
und  nach  beiden  Vcrfahrnngsarten  davon  die  drei  ersten  Integrale  von  45° 
bis  95°  berechnen.  Aus  einer  Tafel  für  die  naturlichen  Sinusse,  und 
indem  ich  A=10°  setzte,  erhielt  ich  die  folgenden  Funclionswerthe. 
woraus  die  mit  angesetzten  Differenzen  sich  ohne  Weiteres  ergeben. 
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i   
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a—äh 

0.258819 

15 

+  168799 

a  —  th 

0.421618 

-11841 

35 

150958 

—  4586 

a-h 

0.573576 

47427 

+527 

45 

+  0.0i899i 

133531 

4059 

+  119 

a 

-0.059015 

0.707107 

34  486 
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-31 

-0.030023 

•4-0.863848 

111045 

3408 

98 

55 

a+h 

-1-0.304818 

0.819152 

24889 

754 

14 

65 

o  +  2A 

-1-0.274805 
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1.487818 

0.906308 

27538 
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« 
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4.761638 

1.089303 
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83 

75 

5.309754 
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0.965926 

29349 
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14 

.. 

a+ih 

8.055119 

30269 
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2» 

41.971109 

6.631355 

0.996195 

30869 

910 

1» 

4.051424 

« 

i 

0 

0 

"i 

a  +  5A 

21.655888 

10.68877» 

0.996195 

30269 

910 

I 

29 

■ 

5.047649 

-30169. 

+  910 

-„ 

105  a  +  6A 

0.965916| 

Nach  den  Ausdrücken  des  Art.  31  ist  zuerst 


iya   =  +  0.353553.5 

\.  Jya+ih  -h  Jya-ih  }  =  —  0.010232.3 

IßW  \.rya+ih  -+-  J*ya-ih\  =  —  0.000057.0 

tY[V>  l-Sya+ih      J'ya-ul  =  —  0.000000.3 

Xya-ih  =  —  0.343264 

welcher  Werth  zuerst  in  die  Columne  für  die  erste  Summenfunclion  ein- 
geschrieben, und  damit  alle  übrigen  ersten  Summen  gebildet  wurden. 
Es  wird  nun  zufolge  des  angezogenen  Artikels 

|  \Xya+Yh  +  Z'ja+;k\  =  -1-  4.549521.5 
J       \Jya+vh  ■+■  --/ya+fA  |  =  H-  0.001261.2 
j^ya+v*  +  ^3ya+i*|  =  -t-  0.000007.0 
Jydx  =  •+■  h  4.550790 

zwischen  den  angeführten  Grenzen  45°  und  95°.  Nach  dem  Art.  32 
wurde  jetzt  zuerst  berechnet 

at*  ya  =  +  0.058925.6 

&(*;  .Pya  =  -I-  0.000089.5 

c^./'ya  =  H-  0.000000.3 

v?yffl  =  -  0.059015  " 
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diese  Zahl  in  die  Columne  der  zweiten  Summen  eingeschrieben,  und 
alsdann  die  übrigen  zweiten  Summen  berechnet.  Ferner  ergab  sich 

X'tja+sh  =  ■+■  10.638779 
aiya+ih  =  -+-  0.083016.3 
W  .'Pya+sk  =  +  0.000126.1 
cJ   Ptja+sh  =  ■+■  0.000000.5 
ffydx*  =  +  AM  0.766922 

Endlich  fand  sich  nach  Art.  33  erst,  indem      =  0  ist, 

«  2hja  =  —  0.029507.5 
ifi<3>\./!fa+\k  +  |  =  +  0.00051 1.6 

i  y<*  \J*ya+\h  ■+-  ,:Pya-\h\  =  -h  0.000003.8 

X>ya-ih  —  H-  0.028992 

und  nachdem  hiemit  die  übrigen  dritten  Summen  gebildet  worden  waren, 

1  j^a+VA  H-  ^'3ya+jA}  =  ■+■  17.313998.5 
{^)./i/a+vA  +^y0+jfcj  =  —  0.000063.1 

lr'3>  i^3ya+VA  +  ^3y«+jA|  =  -  o.oooooo-5 

jjfyd*  =  -I-  A:|  17.313935 

in  denselben  Grenzen  wie  oben.  Multiplicirt  man  mit  dem  inTheilen  des 
Radius  auszudrückenden  Werth  von  A  =  1 0°,  so  wird  schliesslich 

J  sin  xdx  =  -h  0.7942025 
ff  sin  xdx*  =  H-  0.3279792 
l'ff  sin  xdr*  =  ■+■  0.0920509 


38. 


Um  dasselbe  Integral  auch  durch  die  zweite  Gattung  von  Formeln 
zu  berechnen ,  wurden  zuerst  die  folgenden  Functionswerlhe  nebst  den 
Differenzen  gebildet, 
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4G 

Nach  dem  Art.  34  fand  sich  hieraus  zuerst 

o';  ///a+lA  =  -h  0.005135.7 
A{,)  •  /;,ya+|Ä  «-  -t-  0.0000 HM_ 
27/(?+ifc  =  -  0.005147 
und  nachdem  hiemit  die  erslcn  Summen  gebildet  worden  waren, 

=  +  4.551423 
a'f}-'/y«+  vA   =  —  0.000033 
t'1;  J*ya+vk  =  —  0.000001 
y  Jfrf-c  =  +  A  4.550789 
Nach  dem  Art.  35  ergab  sich 

J  =  —  0.002573.5 

3  « *J  «Wa  -+-  ya\  =  —  0.029350.7 
i       J  ^//u+a  4-  ./J,y„}  =  —  0.000189.5 
i  y  *  f-A'/a+A  +  /'//«!  =  -  0.000001.2 
Zhja  =  -i-  0.032115 
und  nach  der  zweiten  Summcnbildung 

J  j2'-y«+6A  -I-  2'2//„+5aJ  =  -+-  10.80853G.5 
i  «  4  (y«  +  6A  -+-  y«+.i/i|  =s  —  0.011350.2 

i       l.Pija+eh  ■+•   /2ya+5h\  =  —  0.0002G7.0 

i  r41 !  /4//«+e/,  ■+■  J'ya+ul  =  —  o.ooooo l.7_ 

y/V-r*  =  -I-  A2  10.7GG9I8 
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Nach  dem  Art.  3C  fand  sich 

a  3)  l  ya+ih   =  —  0.000643.4 

^ S;  Z^a+IA  =  —  0.000449.4 

c'   Ptja+\h  =  —  0.000001.8 
^tja+ih  =  +  0.001095 
und  nach  der  dritten  Summenbildung 

^»y.+  v*  =  +  10.744942 
a  8  ^a+VA  =  -|-  0.568928 
6"  /ya+VA  =  +  0.000055 
'ydr*  =  +  A3  1 7.31 3925 

Nach  den  Multiplicalionen  mit  h  ergab  sich  schliesslich 

fsinxdx  =  +  0.7942625 

j'fsmxdxi  =  +  0.3279791 

fffsmxdx*  =  -i-  0.0920508 

mit  den  im  vor.  Art.  berechneten  Werthen  in  Uebereinstimmung. 


39. 

Entwickelt  man  dieselben  Integrale  unter  denselben  Grenzen  ana- 
lytisch, so  erhalt  man 

fs'mxdx  =  cos  45°  —  cos  95° 

ff  sin  xdx*  =  sin  45"  —  sin  95"  +  50°.  cos  45° 

sin  xdx3  =  —  cos  45°  •+■  cos  95"  +  25«.  50°.  cos  45"  -4-  50°.  sin  45° 

wo  die  Kreisbögen  ausserhalb  der  Sinus-  und  Cosinuszeichen  in  Theilen 
des  Radius  ausgedrückt  werden  müssen.  Die  Substitution  der  numeri- 
schen Werthe  in  diese  Ausdrücke  ergab 

f  sinxdx  =  +  0.7942625 

ff  s\nxdx*  =  +  0.3279792 

'sin.1t/.r4  =  +  0.0920509 

AI,h.„JI  J.  K  S  tir«rllirh.  .1.  U  i         h.  XI.  M 
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niil  den  durch  die  mechanischen  Quadraturen  eben  erhaltenen  Werfhen 
Ubereinstimmend. 

40. 

Die  Coefßcienten  ai ,  th ,  etc..  die  unter  andern  aus  den  im  Art.  1 1 
entwickelten  Gleichungen  folgen,  nebst  den  «*.  elc,  die  zufolge  des 
Art.  14  mit  jenen  in  einfacher  Beziehung  stehen,  stehen  auch  mit  den 
Bernoullischcn  Zahlen  in  einfacher  Beziehung.  Um  dieses  zu  zeigen, 
nehme  ich  die  Gleichung 

-  |  +  fllAi  +  bji*  +  r,Ä«  +  . . . 

vor,  die  aus  der  Gleichung  des  Art.  10  folgt,  wenn  darin  w  =  1  gesetzt 
wird.  Schreiben  wir  in  der  vorstehenden  Gleichung  2Ai  stall  A.  wo 
i  =  K— 1  ist,  so  wird  sie 

-±-  =  1  —  Vaji1  +  2<M4  —  2V,  A6  -h  ... 

RIO  A  — * 

Bezeichnet  man  aber  die  Bernoullischen  Zablen  mil  //,,  R2.  ß3,  elc., 
so  ist  bekanntlich 

*  «**  *-'- V*  «■  -  ,-;.tr,  **  -      »'  -  ■  • 

und  da 

=  cotg  i  A  -  cotg  A 

ist,  so  folgt,  dass 

+  ***  +  <*-<>  r.?.Ti  *'  +  (*•-  ■>  rh  *•  +  ••• 

und  es  wird  also 

Ul  =  ~  "sT  i 

ül  a»  a.«.* 

=  —  ünl 
1  a*  a.j..« 

etc. 

und  zufolge  des  Arl.  1  4  wird  ferner 

«» -  £ 
^  _  «; 

<"  —  -  i.aX* 

=       TTaTa .  7~6 
etc. 
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und  die  Gleichungen  zwischen  a, ,  bt ,  elc.  des  Art.  6,  oder  die  zwischen 
ux,  ßx,  etc.  des  Art.  7  können  also  dienen,  um  die  Rernoullischen  Zah- 
len eine  nach  der  andern  zu  berechnen. 

41. 

Ich  will  hievon  Gelegenheit  nehmen,  zwei  verschiedene  Ausdrücke 
zur  Berechnung  der  einzelnen  ßernouiiischen  Zahlen ,  die  ich  vor  einer 
Reihe  von  Jahren  gefunden  habe,  abzuleiten.  Durch  bekannte  Regeln 
findet  man 

Pix  \  x  +  eo*  A 

/ .       -  =  -  ~k  arc  tg  .  —.-nl;  h  const 

J  1+SxcosA+J*         mqA  P  sinn 

und  hieraus  folgt 

dx  _  h 

I  +  t x  cosA  +  x*  S  »in  A 

i 

Setzt  man  daher 

so  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge  allgemein 

und  es  kommt  also  nur  auf  die  Entwicklung  von  Sn,  und  die  darauf 
auszuführende,  bestimmte  Integration  an. 

42. 

Es  ist 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  Function  linker  Hand  mit  P,  so 
bekommen  wir  zuerst 

p  =  -ehr-  -  rrh--  (*    i  *)'  +       («  »• * *)' 

+  IT^V.  (*  sin  i  *)«  +  •■  •  . 
und  setzen  wir  überdiess 

(2  sin  th)u  =  hu  +  R^htn^  +  R^hrn+i)  +  jP*8"-"  +  ... 

37* 
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so  gicbt  die  Substilulion 

=  ,+',  =  +  J^;. *"  +  UV-  +  iTT-i,*      I  '" 

-+■  etc. 

hieraus  geht  schon  die  allgemeioe  Form  der  Coefficicnlen  hervor.  Man 
sieht  sogleich,  dass 

43. 

Die  Enlwickelung  der  eben  allgemein  mit  /T"  bezeichneten  Coef- 

ficienten  lässt  sich  auf  die  im  Art.  1 2  ausgeführten  Entwicklungen  hin- 
führen. Schreibt  man  2»  statt  n,  so  ist  die  dort  entwickelte  Gleichung 
(e,A_e-}A)*n  _  ^4»  +  a-inh* «+'  +  6_SnAÄ  >+«  ■+-  c_anA4("+3  + 

und  setzt  man  hi  statt  A  in  diese,  so  wird 

(ciAi—e-i*^-  =  (-«;■-(*»•  — a^A*^«:  -+-  fc_lMA*»+*  Hh  ...) 
Da  aber 

—  e-f><  =  2i  sin  J  A 

ist.  so  wird 

und  man  bekommt 

(2  sin  «  *.}«■  =  As"  —  o-^A*"*1  -l-  &_2„A*'«+4  T  ... 

Die  Vergleichung  dieser  Reihe  mit  der  des  vor.  Art.  für  dieselbe  Func- 
tion zeigt,  dass 

B'f  =  —  «_*„  ;    B*  =  A_in  ;    B  *  =  —  c_2,  ;  clc. 

und  aus  den  Ausdrücken  des  All.  12  für  «_„,  A_M,  elc.  bekommt  man 
daher 
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Ii'"  =  j  „*«+•«  —  *?{n  _  j\« ;»+»«: 

»  <.3...i;»4-m,  |  «  *  ' 

+  Sj,OlJ  »-  2/ä"+'n  +  ...j 
oder  wenn  man  wie  a.  a.  0.  die  gleichen  Glieder  zusammenzieht,  und 

h  i.i.ir.a» 

setzt, 

Tmi             .  .„  |            j..    in  — im  .  w„    Sit— 2tn.Sn  —  im—  1 .  Vl. 

=  —  I /"[ t«— m;iM  (   ;«-m- I)4«-»-        4  a        («-wi-2)1»  ?  ... 

in-iw.Jn- im  —  •    »t  — m  +  3        _  in  —  im. in  —  im—  I .  n-m  +  ii 

Hicmit  wird 


irf,j  n-i         ir(i!  *-s 

^,                   r                        u  x'                        n  x 

4  yt1*- 4  ^                  j  j.  H  —  I J 

n  r                  n  .r 


1.2. .in  (,  +  r|6         l.*...tn  r,+xj* 


oder,  da  nach  einem  der  Satze  des  Art.  1 2 

tt°  =  1.2.  ..2» 


* 

ist. 


n  ,,       n—i  n  —  i 

x 


v  «         (  y-  Oj      _.r_   Wlj  _  -rf», 

i.«.:.  *.l  .  ,  +  )>+i «  ,l+x^      n  .,-;,.*.-« 


u. 

Die  Functionen  von  x,  die  in  dem  Ausdruck  für  Sn  vorkommen, 
entsprechen  alle  der  allgemc  inen  Form 

wo  ;>  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist,  und  es  ist  daher  nur  das  eine 


 ■   <ir  zu  ermitteln ,  welches  durch  bekannte  Regeln  ge- 

o  ,  +  ' 

schchen  kann.  Man  kann  setzen 
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j  =  const  -  JA,!*-'  H-  A,xP-2  -4-  A3.rp-3 

Differentürt  man  diese  Gleichung,  und  rcducirt  «die  Glieder  auf  denselben 
Nenner,  so  bekommt  man  die  folgende  identische  Gleichung 

xP-'  =  A, — I  .rP"'  +  A^-Ijx"-*  -+■  ;,, •lp—\)J-t  +  • 
_  |     A|  >— l  ixP-4  -|-     p-i  jf-9  -+-  Av^-a)^-«  -+. 
l-hA.f/j-l)^-4  +  A,:>-2         -hV^—^x*»-'  + 
und  hieraus  folgen  die  Bedingungsgleichungen 

I  =  A,p 

0  =  —  Ai  (p  —  I )  +  V/»'+l) 
0  =  —  A2 1>  —  2)  +  A.^H-2; 
etc. 


woraus 


p  '     -  p.p-H '  /l  —  p. 


_  P-4-P-8 

p+l.p  +  2 


;  elc. 


hervorgehen,  die  bei 


;    —  p-*.p-i...i* 

*P         p.p+l...  ip-i  2p-1 


also  bei  dem  mil  mulliplicirten  Gliede  abbrechen.  Gehen  wir  uun 
zu  dem  bestimmten  Integral  über,  so  bekommen  wir  zuerst 


wp 


p—  I  y-l, 

p.p+i...i  p^T.Yp^T 


,«P-»  (  p 


P~i  ,  p-<  p-a 
p.p+t  p.p+i.p+ü 


PP+i. ..ap-<  j 


Wenn  man  die  Reihenfolge  der  negativen  Glieder  umkehrt,  so  kann  man 
diese  Gleichung  auch  so  schreiben, 


1 


xp    1  tb:    «.a.,.p-l 


1  +x, 


*P 


p.p+1...  lp-\ 


i.i  ..p-t  (.     ip-<     tp-i.tp-t  ip-i.ip-i...p+*  |  « 

PP+i.Sp-il1"1"    i  l.i  Ii...  p-i  "jsip-i 


Die  innerhalb  der  Klammern  befindlichen  Glieder  sind  aber  die  erste 
Hälfte  der  Glieder,  die  man  durch  die  Entwicklung  der  Grösse 
(1-4-  vermittelst  der  Binomialformel  erhält,  und  es  ist  daher 


I 


*p-i 


ip-i  . ip-i 


ij>  - 1 .  ä  p-  i  .  p  +  <    1*P  *_ 

<.«...p-l  i 


i 
i 
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Substiluirt  man  diesen  Werth,  so  wird 


0 


t     i.i .  ..p-i 
t  p.  f>+l . . .  tp- 1 


und  hieinit  ergiebt  sich  sogleich 

""""  U  +     +  »    in+l    n  +  «      n-«.'«. .  .Sn-3  1  n  +  " 

.  „a     T  —  a    .  J    T I 

wobei  bemerkt  werden  kann,  dass  wenn  man  die  T Functionen  in  ent- 
gegengesetzter Ordnung  aufstellt,  sie  folgende  Ausdrücko  haben 

T""'   =  (— Ii— * 

n  > 

r;-1  -r-i;.  (4»--  ;3-+::;«*--:-i-:j 

u.  s.  w.,  die  man  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will.  Wenn  man  hieraus 
die  ersten  Bernoullischen  Zahlen  als  Beispiel  rechnet,  so  bekommt  man 
die  folgenden  Zahlen.  Zuerst 

t*  =  3.4,  t;  =-1, 

^  =  3.4.5.0  ,    T,  =-00,    T-  =  1 
7f  =  3.4.5.0.7.8,    r4"  =  — {3*_6.2*+15)  =-5040, 
T*]  =  252  .    T*]  =  -  I 

und  hiemit 

*  —  S.3  —  6 

Bi  =  7  |rr5 3  4  —  r-3)  ~  3« 

*«  =  ^  j^2,".  3.4.5.0.7.8  -  ^  5040  +  ^  252  -  ^  j  =  £ 
mit  den  bekannten  Wcrlhen  Ubereinstimmend. 
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45. 

Einen  anderen  Ausdruck  für  die  Bernoullisehen  Zahlen  erhalt  man 
wie  folgt.  Da 

Ig  A  ss  rolg  A  —  2  colg  2  A 

und 

*  »*  *-    V"'  *'  -  *  £k  *•  -     *"  -  «•«• 

ist,  so  wird 

**  =       +  V:^;  ■■**■  +  ^   + ... 

und  da  ferner 

log  nal  cos  A  =  —j  Ig  AdA 

ist,  so  ergiebl  sieh 

log  nal  cos  *  =  -  ".'^/U'  -  ^'r,"''"  -  -  ... 

wo  die  Integrationseonslanle  Null  ist,  weil 

log  nat  cos  0  ==  0 

ist.  Es  ist  ferner 

log  nal  cos  h  =  log  nat  (i  —  |  (2  sin  |  Aja, 

=  —      sin  i  A;2  —  -,--(2  sin  J  A)»  —  ~-(2  sin  i  A)*  —  ... 

Diese  Reihe  convergirt  zwar  nur  von  A  =  0  bis  A  =  *  ,  allein  wir  kön- 
nen uns  bei  den  folgenden  Entwiekelungen  A  so  klein  denken  wie  wir 
wollen,  und  deshalb  hat  es  nichts  zu  bedeuten,  dass  sie  von  A  =  ~  bis 
A  =  rr  divergirt. 

Wenn  man  nun  für  die  Polenzen  von  2  sin  4  A  die  Reihen  des 
An.  i2  suhsliluirt,  so  wird 

log  nal  cos  A  =  —  J- AJ  -  7«^'  —  *  «;*     —  y/^A"  -  ... 

_   La.  !  r'  /,«  La  V  _ 

~  <»  3Ä'"  ~~  iT*fi3  A*  —  ... 
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Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  obigen,  so  ergiebl  sich  sogleich 


in  i.t. .in  1  I 


"n-i 


n-l 


n-i 


'«-Ii 


l.i1 


1 .« 


und  wenn  man  die  7  Functionen  einfuhrt, 


«-I  S 


» -I 


n-i 


r  n-l 
n 


Rechnet  man  hieraus  wieder  die  ersten  Zahlen,  so  wird,  da  die  TCoelH- 
cienten  dieselben  sind  wie  oben 

it  —  4     *  _  1 

1  3       T  8 

n  —  M!_*     Ii  —  ' 

-  3(3  4.5JS  80      ,      1  J  J_ 

3      TisTsä  |   9 . 8         *~ 4  ~*~  T  j  *i 

«  *      (3  4.5  6.7.8     __  5040         iöf  1  »   1 

fi4~«5  j       «Tf«""-         Y»   +  i  t  i  |  ~~  30 


wie  oben. 


46. 


M;in  kann  den  zuletzt  erhallencn  Ausdruck,  so  wie  die  Rechnung 
die  er  erfordert,  noch  vereinfachen.  Setzt  man 


y  m         .  J» 

n  n-m 


so  wird 


I  ^ 

n  In 


n 


n~t 


Diese  VCoeflicienten.  die  alle  ganze  Zahlen  sind,  können  durch  ein- 
fache und  regelmässige  Ausdrücke  einer  aus  den  anderen  berechnet 

werden.  Um  dieses  zu  zeigen  nehme  ich  den  Ausdruck  für  des 
Art.  43  vor,  und  ersetze  zuerst  T^,]  durch  Vj"  vermittelst  der  vorste- 
henden Gleichung,  dann  wird,  wenn  man  zugleich  zur  Abkürzung  (i 
statt  n — m  schreibt. 
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 m  J"   ^  ± 

schreibt  man  hierin  nach  und  nach  m-M  ,  m+2,  etc.  für  m,  so*- 
giebl  sich 

in  —  t.iu  —  t.iu  —  3  «  i«-«  v  ' 

+  J  rJ-t^T"-u— 3  +-i 

3u-S    .  n»<  jü-t.<«>-8   9*"-' 

Ii         »         —  »        Ii  </' 


 -,.T7t  <f  +-» 


iu  —  *.*m  —  S.i(u  —  6 

elc. 


addirl  man  diese  Gleichungen,  so  verschwinden  auf  der  rechten  Seile 
alle  vorhandenen  Glieder  bis  auf  das  erste  Glied  der  ersten  Gleichuos, 
nemlich  bis  auf  ( — l)m/«*»— * ,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  beider 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  alle  folgenden  Glieder  versch\w*o<fei 
müssen.  Es  wird  daher 


wo  ;/PJ  den  jrten  Binomialcoeflicienlen  der  ^ten  Potenz  bezeichnet,  oder 

p,  _  g  9-  <....g-p+« 
*  q  <  .a  p 

und 

//  =  n  —  m 

ist.  Specialisirt  man  nun  diese  Gleichung,  indem  man  vorletzten' 
anfängt,  so  wird 

r;~8        v;-,!  =  (-r-2<B-< 

v--'  -  »;  vn-*  +  P*  v:-<:  =  -  (-iiV-'  i 

n  '  *      n  »  3      n  y  ' 

etc.  elc. 
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deren  Gesetz  des  Fortganges  offenbar  ist.  Die  letzte  Gleichung  dieses 
Systems  ist 

V'0'       M:,J    V '*>      » *     V*1  —  »i(3)     V'  -t- 

~*~         v;-4  -  -i  vi'-'  C-1  =  * 

woraus  der  Werth  von  V^'  hervorgeht.  Aber  ausserdem  ist  auch 

V<0)  =  i.2.3  .  .  .  2n-1 

und  man  braucht  daher  das  vorstehende  System  von  Gleichungen  nur 

bis       fortzusetzen.  Setzt  nian  es  aber  bis  zu  V 0)  fort,  so  giebt  die 

letzte  Gleichung  eine  Controle  dieser  ganzen  Rechnung. 

Man  kann  auch  diese  Bestimmungen  umkehren .  und  ein  System 
von  ahnlichen  Gleichungen  geben,  die  vom  anderen  Ende  anfangen. 
Die  ersten  sechs  Gleichungen  sind 

0 

.  =  u 

4. 1.4. .5   «  — 

■-'     y(»j    .  »     y>0,  _  ft 

'  3  1.4. .5    n  S    4.4. .7  \ 

;t;  n-3    y,3)  »-»     y!D         4J    »-«  L^J 

r«     TI.),8I«  4.1.1  .5   »  4    1.1.7  n 

.  **  *'    ■   pW  —  n 

«i5j  n-4  _y!*)  H-l    y!i)        4.8    n-i  y-;r, 

*n     ***  10. 1.4.3    h     "*"  3.1.1.  5   fi  5    I  .2.  .7  Fn 


yt'J 
n 

j.l.l.»  « 

« 

»-«  y(«J 
4  1.4»» 

N 

n-4  yfi; 

6  1.4.»« 

5     f.'l  .9    •»  5       1.4.11    »  U 

n    ~f"  14  .1.4.»   n  6.  1  .  4. .  5   h  6    1.4  . 7  n 

4»  »'    «-4  y  4)         4».3'.5     «-1    yd)      _  4«.3'.B«       n  y<0)_ft 

~*~     «      1.4  .»   i»  0       1.4. .11«  6       1.4  .1»   n  — 

Man  sieht  aber,  dass  hier  das  Gesetz  des  Fortganges  anfängt  undeutlich 
zu  werden,  auch  sind  diese  Gleichungen  weniger  bequem  wie  die  vor- 
hergehenden ,  wegen  der  Divisionen  mit  grossen  Zahlen ,  die  sie  erfor- 
dern. Höchstens  kann  man  die  ersten  derselben  in  Anwendung  bringen, 
die  jedenfalls  einfacher  sind,  wie  die  letzten  des  vorhergehenden  Sy- 
stems. 
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47. 

Man  kann  die  Nenner  innerhalb  der  Klammern  im  Ausdruck  von 
Bn  leicht  fortschaffen.  Sei 


(mj  .  \ 


dann  wird  sogleich 


und  zur  Bestimmung  der  W  Functionen  ergehen  sich  die  folgenden 
Gleichungen 


N 

-(-!)" 

M 

i  (« 

i  i 

»»-* 

n 

H -, 

n 

1      i.  .,  'n-l           <      3  ...  M_|}        ,       .  nt'"- 

etc.  etc. 
und  es  wird  hier  auch 

H'j['  =  4.2..«—  1. 1.3.3. .2»—  I 

Bei  der  Anwendung  dieser  Ausdrücke  kommt  man  auf  kleinere  Zahlen 
wie  bei  der  Anwendung  Her  V Functionen,  allein  man  kommt  hier  auf 
gebrochene  Zahlen ,  welches  bei  der  Anwendung  des  V  nie  statt  findet. 


48. 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Ausdrücke  des  vor.  Art.  will  ich 
den  numerischen  Werth  \on  ß,0  rechnen.  Aus  einer  Potenzentafel  habe 
ich  zuerst  die  folgenden  Zahlengrössen  erhallcu,  in  welchen  die  uach 
je  drei  Ziffern  angeselzten  Punkte  nur  zur  Erleichterung  der  Uebersicht 
dienen  sollen. 
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262.144      =  2«" 

290.565.366  -f 


i'» 

'  2 

=  34.359.738.368     =  2,fi.  4'" 

=  1.192. 092. 895.507-^ 

=  19.042.491.875.328      =  2".  3,ft 

=  178. 107.737.271. 455  |f 

=  1.125.899.906.842.624      =  2".  4'» 

—  =  5.276.764.522.180.125^ 

40 


5  i  ä 


19.531 .250.000.000.000      =  2'".  S" 


Aus  einer  Tafel  für  die  Binomialcoefficienten  ergab  sich 


TP* 

=  2, 

4  i 
TP. 

3 
4 

4  l4i 

=  3, 

4  ^5 

5 

2  ' 

4  [3 
TP4 

 4 

2 

4  ,'4; 
YPs 

=  4, 

4  ,2; 

TP7 

*  ' 

4  3; 
8  P« 

s 

T' 

4  14' 
4ßP5 

5 
46 

-V! 

=  5, 

V* 

*  r9 

8  l'9 

=  7, 

35 

16  ' 

«  _(8J 
äiP« 

• 

46 

<  i<: 
TP.» 

=  6, 

1pi 
*  '  44 

55 
*  ' 

*  3) 
TP40 

=15, 

<  14; 
4lP» 

63 

"  8~' 

4  ,5j 

3iP« 

7 
4 

=  7, 

4  i 
"*P48 

19, 

55 

—  2  ' 

465 

8  ' 

63 
8 

TPle 

=  8, 

4  ;2> 
TP4  5 

40S 
4  ' 

4  3: 
TP4  4 

94 

—  «  • 

4  f4; 
46P43 

745 
4  6"' 

4  (5; 
S2P42 

99 

~T 

TPil1 

=  9. 

4  ;t] 
TP47 

34, 

=70. 

<  !«) 
46P45 

4S6S 
4  6  » 

4004 

46 

ip'6  -  JL 

64r7     ~~  64  ' 


9 
156 


^     [6;         »I  <      17    1 

«P9       TV'  iTsPs  46 

£     6;  _284  J_    (7)  _  45  4  8) 

64^44  —  32  '  4*»/'40  —  46  '  256^9 

4     ;6)           429          4       7)  _  99  1      (8!  465  1      (9;   _  5 

64P43         "46"'  UiPit  4~6  1  256P44  256'      5T2P4O  256 

und  hiemit  wurde  durch  die  obigen  Gleichungen  nach  und  nach  erhallen 
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K  =  -  < 

=  4-  262.4  43 

=  -  290.041.080 

=  -+-  33.488.959.770 
W',*  =  —  1.050.613.685.400 

=  +  13.455.991.949.400 
H,*  =  —  82.338.728.472.000 
IV,*  =  -+-257.387.093.964.000 

=  —  395.980.144.560.000 
IV;0,  =  +237.588.086.736.000 

Die  Berechnung  von  IV^  durch  den  Ausdruck 

IV^  =  1.2...  9. 1.3.  5. .19 

gab  vollständige  Uebereinstiromung.  Addirt  man  nun  die  vorstellenden 
Werthe,  so  ergiebt  sich 

ß|°  =i^im  29.088.885.112.832 

29.088.885.1 12.832  = -?* 


mit  dem  von  Euler  berechneten  Werthe  übereinstimmend. 

49. 

Rechnet  man  noch  Ä7 ,  so  findet  sich  aus  den  Angaben  des  vor. 
Art.,  da  die  Binomialcoefficienlen  dieselben  bleiben,  leicht 


4.096 
398.580 1 
8.388.608 


*  — 

-  _ 

*'l  — 

8 

76.293.945^ 
J--a-  408.146.688 
=  1. 513.890.787  JJ 
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VV,6'  =  +  1 

H75  =  -  4.095 

W7*  =  +  390.390 

>V?3  =  —  7.207.200 

W7S  =  45.405.360 

IV, '  =  -  113.513.400 

W7°  =  97.297.200 

und  hiemit 

ebenfalls  mit  Euler  Ubereinstimmend. 
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IV.  Maassbestimmungen  der  durch  Berührung  der  Metalle  mit  Wasser 
entstehenden  elektromotorischen  Kräfte. 


Nachdem  im  vorhergehenden  Abschnitte  (Bd.  IX.  S.  28 — 52)  die  bei 
Berührung  der  Metalle  unter  einander  entstehenden  elektrischen  Span- 
nungen ermittelt  worden ,  können  wir  uns  jetzt  zu  denjenigen  Kräften 
wenden,  welche  der  Berührung  jener  Metalle  mit  flüssigen  Leitern  ihren 
Ursprung  verdanken. 

Die  zu  einer  solchen  Untersuchung  nöthigen  Apparate  habe  ich  be- 
reits im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  (Bd.  IX.  S.  10  u.  11)  beschrie- 
ben. Anstatt  des  sonst  gewöhnlich  für  die  untere  Condensatorplatte 
dienenden  isolirenden  Trägers  wird  die  Bd.  IX.  S.  11  erläuterte  aus 
einem  mit  seitlicher  communicirender  Röhre  versehenen  Trichter  be- 
stehende Vorrichtung  unterhalb  der  oberen  Condensatorplatte  auf  die 
horizontale  Serpentinplatte  (durch  Schcllackunlerlagen  möglichst  voll- 
kommen isolirt)  gestellt,  und  der  eben  abgeschliffene  Rand  des  Trichters 
mittelst  einer  Wasserwage  horizontal  gerichtet.  Da  dieser  Rand  an  sei- 
nem äusseren  Umfange  mit  der  oberen  Condensatorplatte  genau  gleichen 
Durchmesser  besitzt,  so  kann,  wenn  die  Ränder  der  oberen  Condensator- 
scheibe  und  des  Trichters  gerade  Uber  einander  stehen,  ihre  Entfernung 
ebenso  wie  früher  bei  den  Metallplatten  durch  das  zur  Seite  befindliche 
Mikroskop  gemessen  werden. 

Ist  die  Stellung  dieses  Apparates  berichtigt ,  so  wird  der  Trichter 
bis  zu  seinem  Rande  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllt  (wo- 
bei die  kleine  Bd.  IX.  S.  1 1  beschriebene  llebelvorrichtung  mit  Platin- 
spitze wesentliche  Dienste  leistet) ,  und  dann  durch  Ueberfahren  des 
Randes  mit  einem  in  die  Flüssigkeit  getauchten  Glasstäbchen  seine  obere 
Fläche  gehörig  benetzt,  so  dass  die  flüssige  Oberfläche  einen  Kreis  von 
95mm  Durchmesser  bildet.  Auch  im  Mikroskope  lässt  sich .  namentlich 
wenn  die  obere  Condensatorschcibe  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  sehr 
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genähert  worden,  an  einein  dunkeln  Scheine  über  dem  Trichlerrande 
erkennen   ob  das  Niveau  der  Flüssigkeit  letzteren  noch  überragt. 

Was  nun  das  weitere  Verfahren  anlangt ,  so  weicht  es  von  dem 
früher  befolgten  nicht  wesentlich  ab.  In  die  Flüssigkeit  der  mit  dem 
Trichter  zusammenhangenden  seitlichen  Röhre  wird  das  zu  prüfende, 
mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehende  Metallstück  eingetaucht, 
uud  sodann  wie  bei  der  Messung  der  elektromotorischen  Kräfte  zw  i- 
schen Metallen  verfahren ,  d.  h.  die  obere  Condensatorscheibe  bis  zu 
einem  Abstände  von  10  Theilstrichen  des  Okularmikrometers  dem  Flüs- 
sigkeitsspiegel genähert,  zur  Erde  abgeleitet  und  nach  bewirkter  Isoli- 
rung  wieder  gehoben.  Eine  einfache  Rechnung  wird  lehren ,  dass  der 
bei  diesem  Emporziehen  auftretende  Ausschlag  des  Goldblättchens  (im 
Elektrometer)  im  Verein  mit  den  entsprechenden  Beobachtungen  bei 
Kupfer-  und  Zinkplatten  zu  einem  Maasse  für  die  bei  Berührung  der 
Flüssigkeiten  mit  den  eingetauchten  Metallen  entstehenden  elektromoto- 
rischen Kräfte  fuhrt. 

Zu  diesem  Zw  ecke  wollen  w  ir  ebenso  wie  früher  die  Metalle  durch 
die  Symbole  ihrer  chemischen  Aequivalentc,  die  ol>ere  Condensatorplatle, 
oder  eigentlich  eine  Platte?  von  der  Beschaffenheit  ihrer  unteren  Fläche 
mit  K,  ferner  die  in  dem  Trichter  befindliche  Flüssigkeit  mit  F  bezeich- 
nen ,  und .  um  von  einem  bestimmten  Falle  auszugehen ,  annehmen ,  es 
handle  sich  um  die  Messung  der  elektrischen  Spannung  dieser  Flüssigkeit 
bei  ihrer  Berührung  mit  Kupfer  \  Cu).  Bestehen  die  Ableitungen  zur  Erde 
aus  Platin,  und  empfangen  durch  ihre  Berührung  mit  der  Erde  die  Span- 
nung {PtA},  so  erhalten  wir,  wenn  wir  zunächst  eine  frisch  geputzte 
Kupferplatte  auf  den  Rand  des  Trichters  legen  und  zur  Erde  ableiten, 
nach  Bd.  IX.  S.  i'.l  einen  Ausschlag 

N  =  {m—  1 )  (  KPt)  -+■  {PIA))  —  n  {(Cu  Pt)  -f-  PtA)). 

Wird  dann  nach  Hinwegnahme  der  Kupferpiatie  die  gegebene 
Flüssigkeit  in  den  Trichter  gefüllt .  und  ein  frisch  polirtes  Kupferstück  in 
die  Seilenrühre  getaucht,  so  entsteht  bei  Ausführung  des  kurz  zuvor  fie- 
schriebenen  Verfahrens  ein  Ausschlag 

M=  (»i—  I ;  {{KPt)  -|-  PtA))  —  n  {(r Cu)  -+-  du  Pt)  ■+■  PtA  ). 

Ziehen  w  ir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab.  so  erhalten  wir 
die  Dillerenz  der  beiden  Ausschläge 

M  —  \=—n  {FCu, 
als  eiu  Maass  für  die  elektrische  Spannung  [F(m). 
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In  demselben  Maasse  erhalten  wir  aber  auch,  wie  Bd.  IX.  S.  ir6 
gezeigt  worden,  die  elektrische  Differenz  zwischen  Kupfer  und  Zink  aus- 
gedrückt, wenn  wir  zu  den  beiden  vorhergehenden  Versuchen  noch  einen 
dritten  hinzufügen,  bei  welchem  auf  den  Rand  des  leeren  Trichters  eine 
blank  geputzte  Zinkplatte  gelegt  und  ihre  Spannung  geeen  die  obere 
Condensatorplatte  gemessen  wird;  es  lässt  sich  daher  die  Spannung 
(FCu)  sehr  leicht  in  Theilen  jener  von  mir  bisher  zur  Einheil  gewählten 
elektrischen  Differenz  (Zw  Cm)  ausdrücken. 

Bereits  Bd.  IX.  S.  17  dieser  Abhandlungen  habe  ich  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  die  in  der  Luft  des  Zimmers  vorhandene  Elektri- 
cität  auf  die  Messungen  störend  einwirken  kann ;  ich  hob  diese  Einwir- 
kung der  den  Apparat  umgebenden  elektrischen  Atmosphäre  besonders 
für  diejenige  Einrichtung  hervor,  bei  welcher  die  untere  Condensator- 
platte unmittelbar  auf  dem  Elektrometer  befestigt  war,  während  die 
obere  ihr  mittelst  eines  Hebels  genähert  und  darauf  wieder  von  ihr  ent- 
fernt wurde.  Da  bei  dieser  Art  der  Messung  die  untere  Platte  durch  das 
Entfernen  der  oberen  Platte  gänzlich  frei  wird,  während  sie  zuvor  be- 
deckt war,  so  muss  sie  der  vollen  Verlheilungswirkung  von  Seiten  der 
elektrischen  Luft  des  Zimmers  unterliegen.  Es  leuchtet  abcrein,  dass 
auch  bei  dem  von  mir  gewöhnlich  eingeschlagenen  Verfahren,  wo  die 
obere  durch  einen  dünnen  Platindraht  mit  dem  Elektrometer  in  leitender 
Verbindung  stehende  Platte  nur  gehoben  und  gesenkt  wird,  ähnliche 
Einwirkungen  seitens  der  elektrischen  Luft  infolge  des  Hebens  und  Sen- 
kens, wenn  auch  in  geringerem  Grade,  eintreten  müssen,  weil  die  Platte 
beim  Heben  aus  Regionen  schwächerer  Wirkung  in  solche  von  stärkerer 
Wirkung  gelangt.  Man  sieht  indess  leicht,  dass  der  elektrische  Zustand 
der  Luft  auf  die  Genauigkeit  der  Messungen  ohne  allen  Einlluss  ist,  wo- 
fern er  nur  während  der  Dauer  derselben  constant  bleibt ,  indem  er  bei 
der  Subtraclion  der  beiden  oben  angeführten  Gleichungen  hinwegfallt  . 

Ist  es  nun  nach  Lage  der  Sache  möglich,  die  beiden  zu  vergleichen- 
den Versuche  schnell  und  ohne  Meie  dazwischen  liegende  Verrichtun- 
gen auf  einander  folgen  zu  lassen ,  wie  dies  bei  den  früheren  in  dem 
ersten  Theile  dieser  Maassbestimmungen  mitgetheilten  Beobachtungen 
der  Fall  war,  so  wird  man  den  elektrischen  Zustand  der  Luft  im  All- 
gemeinen als  hinreichend  gleichgeblieben  betrachten  können;  indess 
dürfte  es  doch  auch  in  diesem  Falle  zweckmässig  sein,  durch  Wieder- 
holung der  ersten  Messung  nach  Ausführung  der  zweiten  sich  von  dem 
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unverändert  gebliebenen  elektrischen  Zustande  der  Luft  zu  überzeugen, 
wie  dies  auch  bei  den  früheren  Versuchen  schon  aus  anderen  Gründen 
geschehen  (vergl.  Bd.  IX.  S.  31).  Erfordert  aber  der  Uebergang  von 
einer  Messung  zur  andern  eine  längere  Zeit  und  mancherlei  Zurichtun- 
gen, welche  eine  Aenderung  des  elektrischen  ZuStandes  der  Luft  durch 
Bewegung  und  Reibung  wohl  zur  Folge  haben  können,  so  ist  jene  Vor- 
aussetzung eines  constanten  Zustandes  der  Luft  nicht  mehr  zulässig,  und 
es  wird  nothwendig,  entweder  das  Statthaben  eines  solchen  Zustandes 
durch  die  Beobachtung  direct  nachzuweisen ,  oder  andererseits  die  im 
elektrischen  Verhalten  der  Luft  eingetretenen  Aenderungen  zu  messen 
und  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Die  Einrichtung  meines  Apparates  gestaltet  nun  unmittelbar  in  jedem 
Augenblicke  zu  prüfen ,  ob  die  Luft  des  Zimmers  oberhalb  des  Conden- 
sators  überhaupt  elektrisch  ist,  und  falls  dies  statt  findet,  die  Grösse  der 
Vertheilungswirkung  auf  die  gehobene  Platte  zu  messen. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall ,  wo  nur  eine  geringe  Spannung 
zwischen  den  beiden  Condcnsatorplalten  vorhanden  ist,  wenn  z.  B.  beide 
Platten  aus  Kupfer  bestellen ,  und  ihre  Oberflächen  nur  wenig  von  ein- 
ander verschieden  sind.  Gesetzt,  es  betrage  der  Ausschlag,  welcher 
durch  diese  beiden  Platten  erzengt  wird,  — 0.4  Skth.  Da  die  Ladung 
des  Condensators  nahe  in  umgekehrtem  Verhältnisse  der  Entfernungen 
steht,  so  wird  in  einem  Abstände,  welcher  auf  das  40fache  des  ge- 
wöhnlich angewandten  steigt ,  die  Ladung  des  Condensators  infolge  der 
elektrischen  Differenz  der  Platten  fast  unmerklich  sein.  Nähert  man  also 
die  obere  Platte  der  unteren  nur  bis  auf  40 mm  ,  während  sie  sonst  ge- 
wöhnlich bis  zu  ungefähr  I  mm  {Bd.  IX.  S.  i'.i)  niedergelassen  wird, 
leitet  die  obere  Platte  zur  Erde  ab,  isolirt  sie  dann  wioder  und  zieht  sie 
empor,  so  wird,  falls  ein  wahrnehmbarer  Ausschlag  im  Elektrometer  er- 
scheint, derselbe  nur  von  der  Vertheilungswirkung  der  elektrischen  Luft 
im  Zimmer  herrühren/)  Zieht  man  dann  diesen  Ausschlag  von  dein  bei 
Annäherung  der  Platten  bis  auf  den  gewöhnlichen  Abstand  von  ungefähr 
I  mm  ^  o  Theilstriche  des  betreffenden  Ocularmikrometers)  erhaltenen  ah, 
so  gibt  die  Differenz  die  durch  die  Berührung  der  verschiedenen  Leiter 
erzeugte  Eleklricität.   Ist  die  obere  Platte  der  unteren  bis  auf  1mm  ge- 

V;  Selbstverständlich  ist,  dass  der  infolge  der  Ungleichheit  derSliirke  dcrSliulon- 
pole,  sowie  der  Ableitung  zw  firde  im  Elektrometer  ursprünglich  vorhandene  Aus- 
schlag in  Abzug  gebracht  werden  muss. 
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nähert  worden,  so  wird  sie  allerdings  elwas  mehr  gehoben,  als  wenn 
sie  nur  bis  40 mm  genähert  wurde;  indess  handelt  es  sich  hier  slets  nur 
um  geringe  Correctionen ,  deren  Werth  sich  durch  die  kleine  Differenz 
in  der  Hebungsweite  der  oberen  Platte  nicht  merklich  ändert :  denn  mau 
wird  jedenfalls  alle  Messungen  unterlassen  müssen ,  wenn  die  Luft  stark 
elektrisch  ist,  indem  bei  solchem  Zustande  selbst  zwischen  zwei  in  kur 
zen  Zeiträumen  auf  einander  folgenden  Versuchen  durch  Bewegungen 
der  Luit ,  wie  sie  das  Auf-  und  Abwärtsziehen  der  oberen  Platte  her- 
vorbringt, sehr  erhebliche  Aenderungen  in  dem  elektrischen  Verhalten 
der  Luft  eintreten  können. 

Das  eben  beschriebene  Verfahren  würde,  wofern  eine  kleine  Rech- 
nung hinzugefügt  wird,  auch  in  dem  Falle  anwendbar  bleiben,  wo  die 
Spannung  zwischen  den  beiden  Condensatorplatten  grösser  ist.  Es  be- 
stehe z.  B.  die  unlere  Condensatorplatte  aus  Zink,  und  die  bei  Annähe- 
rung der  oberen  Platte  bis  auf  1 0  Theilstriche  des  betreffenden  Okular- 
mikrometers entstehende  Ladung  (die  Vertheilungswirkung  seitens  der 
elektrischen  Luft  nicht  mitgerechnet)  erzeuge  einen  Ausschlag  von 
—  5,5  Sklh.  Nähert  man  dann  dieselbe  Condensatorplatte  nur  bis  auf 
400  Theilstriche  (ungefähr  40 mm ),  so  wird  die  zwischen  ihnen  vorhan- 
dene Spannung  auch  selbst  bei  diesem  beträchtlichen  Abstände  noch 
einen  Ausschlag  von  — 0,t4  Skth.  hervorrufen,  und  der  nach  dem  Em- 
porziehen der  oberen  Condensatorplatte  aus  diesem  Abstände  beobach- 
tete Ausschlag  kann  also  nicht  mehr  als  eine  allein  durch  die  elektrische 
Luft  bewirkte  Verlheilung  betrachtet  werden.  Indess  lässt  sich  durch 
Coinbination  der  in  den  Abständen  von  1 0  und  400  Theilstrichen  des 
Okularmikrometers  erhaltenen  Ausschläge  leicht  die  infolge  der  Contact- 
wrrkungen  allein  erzeugte  Spannung  von  der  durch  die  elektrische  At- 
mosphäre hervorgerufenen  Verlheilungswirkung  sondern.  Es  sei  der 
bei  der  ersten  Messung  durch  die  elektrischen  Differenzen  der  Leiter 
erzeugte  Ausschlag  des  Elektrometers  =a,  und  der  Ausschlag  durch 
die  Vertheilungswirkung  seitens  der  elektrischen  Luft  infolge  des  Empor- 
hebens der  Platte  =6  ,  so  ist  der  gesammte  beobachtete  Ausschlag 
ro  =  «-t-6'.  Bei  der  zweiten  Messung  in  vierzigfachem  Abstände  wird 
dann  die  Ladung  durch  die  Contactwirkungen  auf  "0  reducirt  ,  während 
die  Grösse  der  Vertheilung  seitens  der  Luft  als  nahe  unverändert  be- 
trachtet werden  darf;  es  ist  also  der  bei  dieser  zweiten  Messung  be- 
obachtete Ausschlag  n  =  4"0  «+-  6 .    Aus  den  beiden  vorstehenden  Glei- 
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chungen  kann  nun  aber  sowohl  «  als  auch  6  berechnet  werden.  Di 
jedoch  ein  Abstand  von  4-00  Theilstrichen  gewöhnlich  zu  gros*  « 
wird,  um  ohne  Verschiebung  des  Mikrometers  gemessen  werden  zu  Lia- 
nen, so  erscheint  es  zweckmässiger,  falls  man  Überhaupt  das  eben  be- 
schriebene Verfahren  anwenden  will,  jenen  Abstand  soweit  za  verre- 
gern  fz.  B.  bis  auf  100  Thei Ist riebe),  dass  seine  Messung  am  unveräak 
stehen  gebliebenen  Mikrometer  noch  möglich  ist. 

Man  erkennt  indess  leicht,  dass  auf  dem  zuletzt  beschriebenen  Wa» 
die  Vcrtheilungswirkung  nicht  wohl  mit  derselben  Genauigkeit  besten 
werden  kann ,  als  wenn  diese  Wirkung  allein  dir  sich  gemessen  »int 
Wo  es  daher  thunlich  war.  habe  ich  in  Fallen,  wo  durch  die  uolw 
Platte  eine  starke  Spannung  zu  erwarten  stand,  den  Einfluss  der  Luft 
zu  bestimmen  gesucht ,  bevor  diese  Platte  hingelegt ,  und  ebenso  nach- 
dem dieselbe  w  ieder  entfernt  oder  mit  einer  anderen  der  oberen  Ccth 
densatorplatte  sehr  nahe  gleichwerthigen  Platte  bedeckt  war.  indem  der- 
gleichen Verrichtungen  schnell  und  ohne  wesentliche  Aenderunsen  ij 
der  elektrischen  Beschaffenheit  der  Luft  ausfuhrbar  sind.  Bestand  jedoci 
die  untere  Condensa torfläche  aus  einer  Flüssigkeit ,  so  waren  die  eben 
angegebenen  Verrichtungen  nicht  ausführbar.    Um  unter  diesen  Ver- 
hältnissen die  Vertheilungswirkung  der  atmosphärischen  Luft  bestimm« 
zu  können ,  genügte  es  in  Fällen ,  wo  die  Flüssigkeit  im  Trichter  durch 
die  Berührung  mit  einem  bestimmten  Metalle  einen  der  oberen  Cond»- 
satorplatte  nahe  gleichen  Zustand  annahm ,  die  Flüssigkeit  mit  dies«1 
Metalle  zu  berühren,  und  dann  durch  Senken  und  Heben  der  oberen Con- 
densatorplatte  die  Wirkung  der  Luft  in  der  S.  590  angegebenen  W«* 
zu  bestimmen.  Dies  Verfahren  führte  z.  B.  zum  Ziel,  wenn  die  Tricbler- 
Vorrichtung  Wasser  enthielt ,  und  die  obere  Condensatorplatte  aus  m 
lange  Zeit  der  Luft  ausgesetzten  Kupfer  platte  bestand;  wurde  dieRfr 
sigkeit  mittelst  eines  Kupferdrahtes  abgeleitet,  so  war  unter  gewiw" 
Umständen  die  Spannung  zwischen  der  Flüssigkeit  und  der  oberen  Coß 
densatorfläche  nur  sehr  gering. 

Das  eben  beschriebene  Verfahren  setzt  aber  bereits  die  Kennte» 
der  eintretenden  Spannungen  voraus,  und  lässt  sich  nicht  immer  anwen- 
den. Um  nun  in  jedem  Falle  die  Messung  der  elektrischen  Vertbeilafc 
seitens  der  Luft  mit  Leichtigkeit  ausfuhren  zu  können,  habe  ich  folgewte  J 
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oberen  Condensatorplatte  gleichartige,  mit  der  Erde  in  leitender  Verbin- 
dung stehende  Metallplatte  trägt ;  diese  Metallplatte  lässt  sich  durch  die 
Drehung  des  Armes  dicht  über  den  Rand  des  Trichters  stellen,  und  deckt, 
weil  sie  beträchtlich  grösser  als  der  Umfang  des  Trichters  ist,  die  obere 
Condensatorplatte  gegen  jede  Einwirkung  von  Seiten  der  Elektricität, 
welche  die  im  Trichter  beßndliche  Flüssigkeit  besitzt.  Ist  bei  dieser  Stel- 
lung der  Metallplatte  die  Luftwirkung  ermittelt ,  so  wird  die  Platte  zur 
Seile  bewegt .  und  sodann  zur  Messung  der  Spannung  zwischen  der 
Flüssigkeit  und  der  oberen  Condensatorplatte  Ubergegangen.  Selbst- 
verständlich ist  dies  Verfahren  auch  anwendbar,  wenn  an  Stelle  der 
Flüssigkeit  eine  Metallfläche  die  untere  Condensatorfläche  bildet. 

Um  beträchtliche  Armierungen  in  dem  elektrischen  Zustande  der 
Luft  hervorzurufen,  genügt  es  z.  B.  schon,  eine  mit  einem  Glascylinder 
versehene  Gasflamme  (Argand'schen  Brenner)  im  Zimmer  anzuzünden. 
Wenn  zuvor  die  Luft  unclektrisch  erschien,  kann  sie  sehr  bald  eine  Ver- 
theilungswirkung  auf  die  gehobene  Platte  ausüben,  die  bis  auf  2ü  p.  C. 
und  mehr  der  Spannung  zwischen  Zink  und  Kupfer  steigt.  Die  so  starke 
Elektricitüt  der  Luft  unter  den  genannten  Umständen  rührt  hauptsächlich 
von  der  Reibung  der  erhitzten  Luft  an  dem  die  Flamme  umgebenden 
heissen  Glascylinder  her.  Als  ich  mit  der  Ausführung  der  in  Bd.  VII 
dieser  Abhandlungen  mitgetheilten  Untersuchungen  Uber  das  elektrische 
Verhalten  der  Weingeistflamme  beschäftigt  war,  erzeugte  selbst  die 
Flamme  einer  gewöhnlichen  Alkohollampe,  die  in  das  Innere  eines  mehr 
alseinen  Fuss  im  Durchmesser  haltenden  gläsernen  Cylinders  gestellt  war, 
so  starke  Elektricitat  durch  Reibung  der  bewegten  Luft  an  den  Glas- 
wänden, dass  ich  damals  diese  für  das  ruhige  Brennen  der  Lampe  sonst 
sehr  zweckmässige  Einrichtung  aufzugeben  gezwungen  war.  Bliebe  der 
elektrische  Zustand  der  Luft  constant ,  so  würde  er .  wie  bereits  oben 
bemerkt,  für  das  Resultat  ohne  Einfluss  sein;  es  sind  mir  indess  Fälle 
vorgekommen,  wo,  nachdem  die  Gaslampen  im  Zimmer  bereits  zwei 
Stunden  ruhig  gebrannt  hatten  und  während  dieser  Zeit  die  Vcrtheilungs- 
wirkung  der  Luft  nahe  constant  geblieben  war,  plötzlich  innerhalb  zweier 
Minuten  eine  so  starke  Schwankung  in  dem  elektrischen  Verhalten  der 
Luft  eintrat,  dass  der  Ausschlag  des  Elektrometers  sich  um  1 3  p.  C.  der 
Spannung  zwischen  Zink  und  Kupfer  änderte.  *) 

♦)  In  dem  erslen  Theile  dieser  Maassbeslimmungen  (Bd.  IX.  S.  33)  habe  ich  er- 
wähnt ,  dass  einmal  an  einem  Abende ,  wo  zwei  Argand'scbe  Gasflammen  langer  als 
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In  ahnlicher  Weise  können  auch  Luftströmungen  störend  wirken. 
Wie  Bd.  IX.  S.  9  erwähnt,  stand  das  Elektrometer  sammt  dem  Conden- 
sator  auf  dem  Brette  eines  Fensters,  das  mit  doppelten  Rahmen  und  Glas- 
scheiben versehen  war.  Indess  gestattete  selbst  diese  Einrichtung  stets 
noch  Luftzüge ,  so  dass  ein  zwischen  das  Fenster  und  das  Elektrometer 
gestellter  Schirm  nöthig  wurde,  um  Störungen  durch  dieselben  von 
dem  Elektrometer  abzuhalten.  Behufs  Abhaltung  der  directen  Sonnen- 
strahlen von  den  Apparaten  musste  dieser  Schirm  aus  weissem ,  auf 
einem  Rahmen  ausgespannten  Papiere  gebildet  werden.  Ein  solcher 
Schirm  führte  nun  unter  Umständen  eine  neue  Störung  herbei.  Das  Fen- 
ster war  nach  Osten  gerichtet ;  wehte ,  besonders  in  der  kälteren  Jahres- 
zeit, wo  das  Zimmer  stark  geheizt  war,  ein  trockner  Ost-  oder  Nordost- 
wind, so  reichte  der  geringe  durch  die  Fenslerritzen  hindurchdringende 
Luftzug  hin,  um  bei  seinem  Aufsteigen  an  dem  Papierschirme  eine  Elek- 
tricitätserregung  zu  veranlassen ,  welche  durch  die  Schwankungen  in 
ihrer  Starke  jede  genaue  Messung  unmöglich  machte,  und  mich  zwang, 
oft  viele  Tage  hintereinander  auf  jede  Beobachtung  zu  verzichten. 

Zum  Nachweise  des  eben  Gesagten  möge  die  Anfuhrung  der  fol- 
genden Thatsachen  genügen.  Als  z.  B.  wahrend  eines  Ostwindes  bei  ge- 
heiztem Zimmer  die  obere  Condensatorplatte  ruhig  in  ihrer  oberen  Stel- 
lung gelassen  und  sie  selbst,  ebenso  wie  die  von  ihr  zu  dem  Goldblätt- 
chen des  Elektrometers  führende  Drahtleitung  isolirt  war,  änderte  sich 
die  Stellung  des  Goldblättchens  in  kurzer  Zeit  so  weit,  dass  beim  Um* 
legen  des  Commntators  ein  Ausschlag  von  •+•  1,0  Skth.  entstand.  Nach 
5-  bis  Gmaligem  Aufziehen  und  Niederlassen  der  oberen  Condensalor- 
platle  war  der  elektrische  Zustand  der  Luft  in  der  Umgebung  des  Con- 
dcnsalors  ein  anderer  geworden,  und  anstatt  der  positiven  Ladung 
trat  jetzt  nach  bewirkter  Isolirung  eine  negative  von  — 0,4  Skth.  ein. 
Liess  ich  dann  die  Condensatorplatte  wieder  ruhig  in  ihrer  oberen  Stel- 
lung isolirt  hangen ,  so  ging  die  letztere  negative  Ladung  allmalich  wie- 


zwei  Stunden  in  dem  Zimmer  gebrannt  hatten,  eine  frisch  geputzte  Kupferplatte  inner- 
halb weniger  Minuten  sich  merklich  änderte.  Üa  ich  seitdem  am  Kupfer  diese  Erschei- 
nung niemals  wieder  beobachtet  habe,  so  i.st  sicherlich  die  beobachtete  Aenderung  im 
Ausschlage  des  Elektrometers  nicht  durch  eine  rasche  Veränderung  der  Kupferober- 
fläche,  sondern  nur  durch  eine  Aenderung  des  elektrischen  Zustande«  der  Luft  im 
Zimmer  zu  erklären.  Vergl.  auch  die  Bemerkungen  weiter  unten  S.  605  über  das 
Aluminium. 
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der  in  die  zuvor  bezeichnete  positive  Ober.  Ein  dreimaliges  Heben  und 
Senken  der  Platte  änderte  die  Ladung  von  •+»  0,9  Skth.  bis  —  0, 1 5  Skth. 
Wie  man  hieraus  sieht ,  hatte  jede  Bewegung  der  Platte  eine  erhebliche 
Aenderung  zur  Folge.*) 

Erfahrungen,  wie  die  zuvor  angeführten,  weisen  auf  die  Nolhwen- 
digkeit  hin,  die  Luft  des  Zimmers  in  möglichst  unelektrischem  und  con- 
stantem  Zustande  zu  erhalten.  Man  hat  deshalb  alle  heftigen  Bewegun- 
gen der  Luft ,  sowie  das  Reiben  nnd  Abfegen  von  Gegenständen  im 
Zimmer  sorgfältig  zu  vermeiden.  Um  indess  starke  Anhäufungen  von 
Elektricität  in  der  Luft  gänzlich  unmöglich  zu  machen .  dient  eine  mitten 
im  Zimmer  brennende  kleine  Alkoholflammc ,  deren  Docht  zur  Erde  ab- 
geleitet ist.  Die  Flamme  saugt  etwa  vorhandene  Elektricität  auf,  ladet 

*j  Man  könnte  vielleicht  glauben  ,  dass  der  Einfluss  der  in  der  Luft  des  Zimmors 
angehäuften  Elektricität  nur  bei  der  von  mir  gewählten  Form  des  Condensators  ein- 
treten, dagegen  fehlen  werde,  wenn  die  beiden  Platten  des  Condensators  vertical  ste- 
hen nnd  sich  in  horizontaler  Richtung  von  einander  entfernen.  Allein  ganz  abgesehen 
davon ,  dass  die  horizontale  Lage  der  Condensatorplatten  bei  den  Messungen  der 
elektromotorischen  Kräfte  zwischen  Flüssigkeiten  und  Metallen  absolut  gefordert  wird, 
ist  auch  ein  Condensator  mit  verlical  stehenden  und  nur  in  horizontaler  Richtung  ver- 
schiebbaren Platten  ebenfalls  dem  Einflüsse  der  Luftcleklricität  unterworfen ,  wie  dies 
deutlich  die  Erfahrungen  nachweisen,  welche  Kohlrausch  an  einem  Instrumente 
der  letzteren  Art  gemacht  hat ,  jedoch  ohne  dass  es  ihm  gelungen ,  die  beobachteten 
Vorgänge  auf  ihre  eigentliche  Quelle  zurückzuführen. 

In  PoggendorfTs  Annal.Bd.  88.  S.  470  sagt  Kohlrausch:  »Nun  könnte  ich  mir 
wohl  folgendes  denken.  Der  Natur  der  Sache  nach  steht  das  Elektrometer  vor  einem 
Fenster  und  die  Condensatoren  befinden  sich  in  dessen  Nahe.  Das  Haus  ist  auf  seiner 
äusseren  Oberfläche  je  nach  der  Beschaffenheit  des  Himmels  mehr  oder  weniger  elek- 
trisch, wenn  nicht  besondere  Wolken  einwirken,  fast  immer  negativ.  Diese  Elektrici- 
tät sollte  billig  auf  die  im  Innern  des  Hauses  befindlichen  Apparate  nicht  einwirken, 
jedoch  würde  sie  dies  gewiss  thun  müssen ,  wenn  das  Fenster  offen  wäre,  diese  Ap- 
parate also  dadurch  mit  zur  Oberfläche  des  Hauses  gehörten.  Wer  kann  aber  behaup- 
ten ,  dass  aussen  auf  einem  geschlossenen  Fensler  die  Elektricität  gerade  so  wie  auf 
dem  übrigen  Hause  verbreitet  sei,  dass  überhaupt  das  Glas  gar  keine  Rolle  spiele? 
Hier  scheint  eine  Fehlerquelle  gesucht  werden  zu  können.  Der  häufig  sich  bemerklieb 
machende  Zusammenhang  zwischen  dem  Wechsel  des  Welters  und  den  geringen  Aen- 
derungen  der  gemessenen  elektrischen  Wcrthc  hat  mich  auf  die  ausgesprochene  Ver- 
muthung  geführt,  der  ich  jedoch ,  weil  deshalb  angestellte  directe  Versuche  nicht  ent- 
scheidend genug  ausfielen,  einen  besonderen  Werth  durchaus  nicht  beilege.« 

Die  von  Kohl  rausch  beobachteten  Aendertingen  Illingen  in  keiner  Weise  mit 
der  Elektricität  des  Hauses  oder  der  Atmosphäre  zusammen,  sondern  vielmehr  mit  der 
verschieden  starken  Vcrtheilung,  welche  die  elektrische  Luft  des  Zimmers  auf  die  Con- 
densatorplatten  in  der  Anfangs-  und  Endlage  ausübt. 
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aber  die  Luft  mit  der  durch  ihr  Leitersystem  (vergl.  meine  AbbaodSna. 
über  das  Verhalten  der  Weingeistflamme  in  elektrischer  Beziehung  Bd. Ml. 
S.  1 3)  erzeugten  sehr  schwachen  Spannung ,  die  nach  den  zuvor  k 
schriebenen  Methoden  gemessen  werden  kann ,  und  ,  weil  sie  nahe 
stant  bleibt,  nach  angebrachter  Correction  der  Genauigkeit  der  Mesac- 
gen  keinen  Eintrag  thut. 

Besonders  ist  auch  darauf  zu  achten,  dass  der  Körper  des  Beobach- 
ters vollständig  von  aller  Elektricität,  welche  durch  die  bei  den  erforder- 
lichen Bewegungen  eintretende  Reibung  erzeugt  wird,  befreit  ist,  in 
einem  geheizten  Zimmer  mit  geflrnisstem  Fussboden  ist  die  Ablettwu 
durch  die  Kleidung,  den  Stuhl  und  den  Fussboden  nicht  ausreichend:  £ 
muss  eine  metallische  Ableitung  (zu  den  Gasröhren)  mit  nassen  Finsm 
berührt  werden. 

Da  ein  Beschlagen  frisch  polirter  Metallflächen  mit  Feuchtigkeit  Än- 
derungen in  den  Spannungsverhältnissen  hervorruft ,  und  bei  dem  im 
S.  öS H  angeführten  Versuche,  wo  eine  Flüssigkeit  die  untere  Condensalor- 
fläche  bildete,  die  obere  Platte  wenigstens  mehrere  Secunden  in  gennem 
Abslande  über  dieser  verweilen  musste,  also  zu  einem  Beschlagender  Sfe* 
tallplalledie  günstigste  Gelegenheit  geboten  war:  so  Uberzog  ich  anfand 
die  untere  Fläche  der  oberen  Condensatorplattc ,  sowie  den  Rand  der- 
selben und  die  in  ihn  eingeschraubten  drei  Fortsätze  mit  einer  dasMeti 
überall  gleichförmig  bedeckenden  Schicht  von  Schellackfirniss  (Scbelbfl 
in  Alkohol  gelöst).   Eine  so  zubereitete  Platte  zeigte  sich  gegen  den 
Wasserdampf  unempfindlich ;  dagegen  rief  dieser  Ueberzug  den  leM- 
stand  hervor,  dass  der  untere  Rand  der  Platte  nicht  mehr  ausreiche«' 
scharf  erschien.    Ich  brachte  daher  auf  der  seitlichen  CylinderlW*1 
etwas  oberhalb  des  Randes ,  eine  Marke  an ,  durch  deren  Beobachton? 
in»  Mikroskop  der  Abstand  der  oberen  Fläche  der  unteren  Condeo^' 
platte  von  der  unteren  gefirnissten  Fläche  der  oberen  Platte  stets  gfl>*» 
gemessen  und.  worauf  es  ja  allein  ankam,  in  allen  mit  derselben 
oberen  Platte  ausgeführten  Versuchen  gleich  gemacht  werden  könnt*1 
Dieses  Verfahren  erforderte  schliesslich  noch  eine  Beleuchtung  des  dm 
Mikroskope  zugewandten  Theiles  der  Plattenränder,  die  leicht  durch  ein« 
auf  den  Körper  des  Mikroskops  aufgesetzten  Schirm  aus  weissen»  ft/** 
erreicht  wurde. 

Die  Versuche  selbst  zeigten  aber,  dass  meine  Befürchtung  bei  einer 
längere  Zeit  der  Luft  ausgesetzten  Kupferfläche,  wenigstens  so  W 
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Wasser  die  untere  Flüssigkeit  bildete,  nicht  begründet  war,  und  so  sind 
die  folgenden  Versuche  theils  mit  gefirnissten,  theils  (und  zwar  bei  den 
meisten  Beobachtungen)  mit  nicht  gefirnissten  Condensatorplatten  aus- 
geführt worden.  Jedenfalls  haben  nicht  gefirnisste  Platten  den  sehr  er- 
heblichen Vorzug,  dass  ihnen  stets  jede  Spur  von  Eleklricitäl  augen- 
blicklich entzogen  werden  kann. 

Wahrend  bei  der  Messung  der  durch  Berührung  der  Metalle  ent- 
stehenden elektromotorischen  Kräfte  die  Schwierigkeiten  gewöhnlich  nur 
in  der  Herstellung  einer  möglichst  reinen  Oberfläche  liegen,  die  zu  mes- 
senden Kräfte  aber  bis  auf  wenige  Ausnahmen  einige  Zeit  constanl  blei- 
ben ,  treten  bei  den  nachfolgenden  Versuchen  ausserdem  durch  die  Ver- 
änderlichkeit der  zu  beobachtenden  elektrischen  Spannungen  neue  sehr 
erhebliche  Schwierigkeiten  ein,  wozu  noch  kommt,  dass  die  Schnelligkeit, 
mit  welcher  diese  Spannungen  sich  ändern ,  von  der  Beschaffenheit  der 
Metalloberflächen  und  der  Flüssigkeiten  abhängig  ist. 

Das  Reinigen  der  Metalloberflächen,  welche  mit  den  Flüssigkeiten 
in  Berührung  gebracht  werden  sollten ,  geschah  entweder  durch  Feilen 
oder  durch  Putzen  mit  Schmirgelpapier.  Nach  dem  Feilen  wurden  die 
Oberflächen  mit  einem  Handtuche  leicht  abgewischt  und  mit  einem  Haar- 
pinsel abgebürstet ,  nach  dem  Putzen  mit  Schmirgelpapier  dagegen  auf 
einem  reinen  durch  sorgfältiges  Auswaschen  von  Seife  befreiten  Hand- 
luche abgerieben.*)  Beim  Feilen  ward  für  jedes  Metall  eine  besondere 
Feile  angewandt.  Der  Kürze  wegen  sollen  die  mittelst  Schmirgelpapier 
gereinigten  Metallflächen  als  polirte ,  dagegen  die  mit  der  Feile  behan- 
delten als  gefeilte  bezeichnet  werden. 

Bevor  ich  indess  auf  die  Untersuchung  des  elektrischen  Verhal- 
tens der  Metalle  gegen  Flüssigkeiten  eingehe,  sei  es  mir  gestattet,  über 
die  im  ersten  Theile  dieser  Messungen  behandelten  elektrischen  Dine- 
renzen der  Metalle  noch  einige  Bemerkungen  theils  zur  Bestätigung,  theils 
zur  Verbesserung  der  Bd.  IX.  S.  51  zusammen  gestellten  Zahlenwerthe 
hinzuzufügen.  Denn  in  dem  seit  dem  Erscheinen  jenes  ersten  Theiles 
verflossenen  Zeiträume,  während  dessen  Verlauf  ich  unausgesetzt  mit 
der  Vervollständigung  meiner  Messungen  der  aus  Berührung  fesler  und 
flüssiger  Leiter  entstehenden  elektromotorischen  Kräfte  beschäftigt  ge- 


*)  Bei  leicht  oxydirboren  Metallen  darf  dies  Abreiben  nicht  zu  slart  und  nicht  zu 
lange  geschehen. 
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wesen  bin,  habe  ich  vielfache  Veranlassung  gehabt,  die  gegenseitigen 
Spannungen  der  Metalle  einer  erneuten  Prüfung  zu  unterwerfen ;  und  ich 
ging  auf  eine  solche  Prüfung  um  so  bereitwilliger  ein.  als  sie  mir  Gty 
legenheit  gab,  mit  Sicherheit  festzustellen,  dass  bei  den  früheren  Messun- 
gen sich  keine  IrrthUmer  infolge  eines  möglichen  Einflusses  seitens  de» 
elektrischen  Zustandes  der  Zimmerluft  eingeschlichen  hatten.  Wahrend 
früher  die  Annahme  gemacht  worden,  dass  dieser  Zustand  wahrend  einer 
Reihe  von  Messungen  ungeändert  geblieben,  ist  derselbe  jetzt  nach  dem 
im  Vorstehenden  beschriebenen  Verfahren  bei  jeder  Beobachtung  gemes- 
sen und  in  Rechnung  gebracht  worden. 

Ausserdem  suchte  ich  die  Genauigkeit  der  Messungen  noch  dadurch 
zu  steigern,  dass  ich  die  Spannung  in  den  Messingscheiben  des  Elektro- 
meters, zwischen  welchen  das  Goldblättchen  hing,  durch  Vermehrung 
der  Anzahl  der  Elemente  in  der  Volta'schen  Säule  erhöhte  und  dadurch 
unter  sonst  gleichen  Umständen  am  Condensator  die  Ausschlage  ver- 
grösserte.  Da  hierdurch  die  Spannung  der  dem  Goldblättchen  mitgetheü- 
ten  Elektricital  nicht  erhöht  wurde ,  so  traten  auch  keine  stärkeren  Ver- 
luste durch  Zerstreuung  oder  mangelhafte  Isolirung  ein,  als  sonst. 

Ich  hatte  früher  bereits  versucht ,  die  Anzahl  der  Elemente  zu  ver- 
mehren, musste  aber,  bei  dem  zu  grossem  Widerstande  der  kleinen  nur 
mit  Wasser  gefüllten  Elemente  davon  abstehen ,  weil  beim  Umlegen  des 
Bügels  am  Commutator  die  Pole  der  Säule  und  infolge  dessen  auch  die 
mit  ihnen  verbundenen  Messingscheiben  des  Elektrometers  nicht  augen- 
blicklich das  Maximum  der  Ladung  annahmen,  was  zur  Folge  hatte,  dass 
beim  Umlegen  des  Commutators  das  Goldblättchen  nicht  augenblicklich 
das  jedesmalige  Maximum  der  Ablenkung  zeigte.  Der  vollkommeneren 
Leitung  wegen,  und  zugleich  um  jedes  EfQoresciren  zu  vermeiden,  ver- 
suchte ich  das  reine  Wasser  durch  eine  10  p.  C.  haltige  Chlorcalcium- 
lösung  zu  ersetzen ,  aber  auch  jetzt  war  es  noch  zweckmässig ,  die  Lei- 
tung dadurch  zu  verbessern ,  dass  je  2  Elemente  neben  einander  ( also 
zu  einem  mit  doppeller  Oberfläche  verbunden)  angewandt  wurden. 

Eine  solche  mit  Chlorcalcium  gebaute  Säule  hielt  sich  zwar  auf 
einer  etwas  höheren  Spannung,  als  eine  aus  einer  gleichen  Anzahl  Zink- 
Kupfer-Wasser  gebildete  Säule,  und  zeigte  auch  bei  Temperaturverande- 
rungen  nur  geringe  Schwankungen  in  der  Intensität  ihrer  Pole ;  indess 
wurde  das  Zink  so  stark  angegriffen,  dass  die  Säule  nach  einigen  Wochen 
unbrauchbar  war.  Ich  kehrte  also  wieder  zu  den  früheren  Elementen 
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(Zink,  Kupfer,  Wasser)  zurück,  und  ermöglichte  auch  hierbei  die  Benutzung 
einer  grösseren  Anzahl,  indem  ich  den  Widersland  in  ähnlicher  Weise 
wie  zuvor  bei  der  ChlorcalciumsSule  durch  Nebeneinanderstellung  je 
zweier  Elemente  verringerte.  *\  Dabei  mache  ich  noch  darauf  aufmerk- 
sam, dass,  wenn  das  Goldblättchen  sofort  einen  festen  Stand  einnehmen 
soll,  die  Enden  des  CommutatorbUgels ,  welche  in  das  Quecksilber  tau- 
chen, stets  vollsländig  blank  amalgamirt  sein  müssen. 

Bei  allen  Metallen,  deren  Platten  unverändert  geblieben  waren  und 
sich  nicht  zu  schwierig  putzen  Hessen,  habe  ich  bei  meinen  wiederholten 
Messungen  genau  dieselben  oder  nur  um  sehr  geriuge  Grössen  (höch- 
stens \  Procent  der  Spannung  zwischen  Zink  und  Kupfer)  abweichende 
Werthe  erhalten.  Dies  gilt,  um  die  Reihe  dieser  Metalle  namentlich  auf- 
zufuhren, von  Zink.  Antimon,  Wismuth  (sehr  nahe),  Eisen,  Kupfer,  Silber, 
Platin,  Neusilber  und  Messing. 

Die  gegossene  Kadmiumplatte  war,  wie  Bd.  IX.  S.  37  angeführt,  klei- 
ner als  die  übrigen  Platten,  und  es  bedurfte  jedes  Mal  der  Messung  des 
Ausschlages,  den  eine  Zinkplatte  von  derselben  Grösse  gab,  um  ihre 
Stellung  in  der  Spannungsreihe  zu  bestimmen.  Um  diesen  Uebelsland 
zu  beseitigen,  Hess  ich  die  Platte,  da  sie  eine  hinreichende  Dicke  besass, 
durch  Hammern  ausdehnen  und  von  Neuem  abschleifen,  so  dass  sie  jetzt 
den  übrigen  Platten  in  ihrer  Grösse  gleich  kam.  Die  Platte ,  die  früher 
nur  schwierig  rein  erhallen  wurde,  und  beim  Putzen  leicht  an  einzelnen 
Stellen  ein  dunkles  Aussehen  annahm,  Hess  sich  jetzt,  wohl  eine  Folge  der 
durcli  das  Hammern  eingetretenen  grösseren  Dichte,  leichter  putzen,  und 
zeigte  eine  weissere  Oberfläche,  als  sonst.  Dafür  war  sie  jetzt  auch  dem 
Zink  in  der  Spannungsreihe  naher  gerückt .  und  es  betrug  die  Spannung 
(ZnCd)  nur  0,19  'ZnCu),  wahrend  dieselbe  früher  als  0,24  [ZnCu]  be- 
zeichnet worden  war ;  und  zwar  gaben  beide  Seiten  der  Platte  densel- 
ben Werth.") 

*)  Da  bei  dieser  Stärke  der  Säule  der  Ausschlag,  welchen  jeder  ihrer  Pole  bei 
seiner  Verbindung  mit  dem  Goldblättchen  des  zu  den  folgenden  Messungen  benutzten 
Elektrometers  erzeugte ,  zu  gross  war ,  um  noch  durch  das  Mikrometer  dieses  Instru- 
mentes gemessen  werden  zu  können ,  so  wurde  die  Spannung  in  den  Polen  der  Säule 
an  einem  zweiten  besonderen  Elektrometer  (an  dem  Bd.  IV.  S.  403  mit  C  bezeichne- 
ten) beobachtet. 

**)  Zur  Untersuchung  beider  Seiten  wurde  ich  besonders  durch  den  Umstand 
veranlasst ,  dass  bei  der  ersten  Prüfung  der  Platte  nach  dem  Hämmern  und  Abschlei- 
fen die  Spannung  [Zn  Cd)  nur  0,11  {ZnCu)  gefunden  wurde    ein  Werth,  den  ich 
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Die  Zinnplatle  hatte  nach  Bd.  IX.  S.  37  für  die  Spannung  (ZnSn) 
den  Werth  0,23  (Zw  Cm)  gegeben.  Bei  wiederholten  Versuchen  aber, 
wobei  die  Platte  von  Neuem  geputzt  wurde,  stieg  dieser  Werth  nach 
und  nach  bis  0,32  (ZnCu)  und  war  durch  kein  Mittel  wieder  zu  ver- 
ringern. Diese  Erscheinung  wies  also  auf  eine  Ungleichartigkeit  in  der 
Platte  hin,  und  eine  genauere  Nachforschung  ergab,  dass  der  Mechani- 
kus  die  ihm  ilbergebene  Zinnplatte  nicht ,  wie  vorgeschrieben ,  auf  die 
Zinkplatte  gelöthet,  sondern  das  Zinn  im  geschmolzenen  Zustande  auf 
die  mit  Bleiloth  überzogene  Zinkplatte  gegossen  hatte ;  ein  Vorgang,  der 
nothwendig  eine  Verunreinigung  der  oberen  Zinnmasse  zur  Folge  haben 
musste.  Es  wurde  daher  die  Anfertigung  einer  neuen  Zinnplatte  nöthig, 
und  um  ahnliche  Verunreinigungen  zu  verhüten ,  wurde  eine  so  dicke 
Zinnplalte  gegossen ,  dass  sie  ohne  Unterlage  einer  Zinkplatte  für  sich 
hinlängliche  Steifigkeit  besass. 

Diese  neue  Platte  liess  sich  leichter  putzen  und  sah  viel  heller  aus, 
als  die  frühere.  Sie  gab  die  Spannung  {ZnSn)  =  0,51  (ZnCu),  also 
mehr  als  noch  einmal  so  gross,  als  die  frühere.  Dieser  Werth  ist  also  an 
die  Stelle  des  Bd.  IX.  S.  37  dieser  Abhandlungen  angegebenen,  der,  wie 
erläutert,  einer  Legirung  angehört,  zu  setzen. 

Die  Spannung  einer  auf  galvanischem  Wege  vergoldeten  Kupfer- 
platte gegen  Zink  betrug  (nach  Bd. IX.  S.43)  1,01  {ZnCu).  Eine  dünne, 
auf  eine  Kupferplalte  aufgelöthele  Goldplatle  gab  (ebend.  S.  44)  die 
Spannung  zwischen  Zink  und  Gold  damals  noch  geringer,  als  die  zwi- 
schen Zink  und  Kupfer;  indess  war  die  Platte  auf  ihrer  Oberfläche  beim 
Auflöthen  wahrscheinlich  mit  Zinn  verunreinigt,  denn  ihre  Oberfläche 
zeigte ,  wie  bereits  früher  erwähnt ,  unter  dem  Mikroskope  zahlreiche 
kleine  weisse  Flecken,  die  sich  durch  kein  Mittel  von  der  festsitzenden 
Platte  entfernen  Hessen.  Die  Goldplatte  wurde  deshalb  abgelöthel  und 
mit  schmelzendem  sauren  schwefelsauren  Kali  behandelt;  diese  Be- 
handlung machte  sie  aber  so  brüchig,  dass  sie  nicht  wieder  aufgelüthel 
werden  konnte.  Das  Gold  musste  wieder  zusammengeschmolzen  und 
von  Neuem  zu  einer  Platte  geformt  werden.  Die  neue  Platte  (von  der- 
selben Grösse,  wie  die  frühere}  gab  für  (Zn  Au)  den  Werth  1,10 

durch  fortgesetzte  Messungen  nach  frischem  Putzen  nicht  wieder  habe  erreichen  kön- 
nen; dieselben  lieferten  vielmehr  nur  zwischen  0,18  und  0,10  (ZnCu)  liegende 
Werthe. 
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(ZnCu)  *);  sie  war  also  beträchtlich  negativer,  als  die  frühere,  und  auch 
als  die  galvanisch  vergoldete  Platte.  Nachdem  diese  Platte  einen  Tag 
lang  ruhig  und  unangerührt  auf  dem  Stative,  der  Luft  ausgesetzt ,  gele- 
gen hatte,  stieg  ihre  Spannung  gogon  Zink  bis  1,17  (ZnCu),  ein  Werth, 
der  nahe  mit  dem  übereinstimmt,  den  die  frühere  Coldplatte  durch  ein- 
tägiges Liegen  an  der  Luft  angenommen  halte  Bd.  IX.  S.  44).  Eben 
diesen  Werth  lieferte  auch  die  Platte,  nachdem  sie  seit  langer  Zeit  und 
zum  Theil  sogar  unbedeckt  an  der  Luft  gelegen  hatte;  durch  blosses 
Abreiben  mit  einem  Handtuche  nahm  diese  Spannung  bis  auf  1,13  (ZnCu) 
ab;  es  bedurfte  des  Putzens  mit  Schmirgelpapier,  um  den  Werth  1,10 
(Zn  Cu  wieder  zu  erhalten. 

Die  früher  benutzte  Stahlplatte,  deren  Oberflache  sonst  untadelhaft 
war,  hatte  etwas  abgerundete  Ränder,  die  ihre  genaue  Einstellung  er- 
schwerten. Zur  Beseitigung  dieses  Uebelstandes  Hess  ich  sie  bis  zur 
Bildung  eines  scharfen  Randes  abschleifen.  Nach  Entfernung  dieser 
oberflächlichen  Schicht  zeigte  die  Platte  gegen  Zink  nur  dieselbe  Span- 
nung wie  eine  Eisenplatte,  während  sie  früher  eine  höhere  gegeben 
hatte  (Bd.  IX.  S.  49).  Einer  ungenauen  Einstellung  allein  kann  diese 
beträchtliche  Differenz  nicht  zugeschrieben  werden,  da  die  Spannung  der 
Stahlplalle  gegen  die  obere  kupferne  Platte  nicht  sehr  gross  ist,  und 
folglich  der  Ausschlag  durch  eine  geringe  Aenderung  im  Abstände  der 
Condensatorplatlen  sich  nicht  beträchtlich  ändern  kann;  es  ist  also  die 
oberflächliche  Schicht  von  der  darunter  liegenden  verschieden  gewesen. 

Einen  gleichen  Einfluss  halte  auch  das  in  etwa  gleicher  Stärke  vor- 
genommene Abschleifen  der  Gusseisenplatte ;  während  sie  früher  in  glei- 
cher Weise  wie  der  Stahl  negativer  gewesen  war,  als  das  Schmiede- 


*)  Das  zur  Platte  verwandle  Gold  war  nicht  absolut  rein ,  sondern  enthielt  wahr- 
scheinlich eine ,  wenn  auch  nur  sehr  geringe  Beimengung  von  Silber ;  bei  dem  nahe 
übereinstimmenden  Verhallen  des  Goldes  und  Silbers  steht  indess  nicht  zu  befürchten, 
dass  diese  Beimengung  eine  wesentliche  Aenderung  in  der  Stellung  des  Goldes  in  der 
Spannungsrcihe  bewirkt  habe.  Leider  war  die  Platte  so  dünn,  dass  sich  von  ihrer  Ober- 
fläche nicht  wohl  eine  zu  einer  Analyse  hinreichende  Menge  Metall  abschaben  lies«. 

Die  Goldplalte  war  zwar  kleiner,  als  die  obere  Condensalorplaltc ;  jedoch  konnte 
im  vorliegenden  Falle  ihre  Stellung  in  der  Spannungsreihe  durch  den  Umstand  leicht 
bestimmt  werden  ,  dass  sie  der  durch  langes  Ausselzen  an  die  Luft  oxydirlen  Fläc  he 
der  oberen  kupfernen  Condensatorplattc  sehr  nahe  gleich  war,  d.h.  bei  geeigneter  Be- 
sehafTenheit  der  unteren  Flüche  der  oberen  Condensatorplalle  gegen  dieselbe  keine 
Spannung  zeigte. 

Abhtidl.  d.  K.  S.  GoMlUch.  ä.  WiMeMrh.  XI. 
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eisen,  nahm  sie  nach  der  neuen  Bearbeitung  ihre  Stellung  ebenfalls  caüt- 
heim  Eisen. 

Ich  wage  nicht  zu  entscheiden,  ob  etwa  die  oberflächlichen  Schieb- 
ten  der  Stahl-  und  Gusseisenplatte  kohlenstoffreicher,  oder  mehr  von 
Sauerstoff*}  durchdrungen  gewesen  sind,  als  die  tiefer  liegenden .  und 
weise  nur  noch  darauf  hin,  dass  die  früheren  Oberflüclien  der  Stahl- und 
Gusseisenplatte  nach  lüngerem  Liegen  an  der  Luft  nahe  denselben  Zu- 
stand angenommen  hatten,  als  die  Oberfläche  einer  ebenso  lange  der  Luit 
ausgesetzten  schmiedeeisernen  Platte  Rd.  IX.  S.  42  und  40). 

Die  Aluminiumpiatie  liess  sich,  wie  bereits  früher  bemerkt,  sehr 
schwer  reinigen;  ich  habe  die  früher  Bd.  IX.  S.  36  angegebene  Span- 
nung des  Aluminiums  gegen  Zink  (  =  0,25  ZnCu)  nicht  ganz  wieder 
erhalten  können.  Es  wäre,  namentlich  mit  Rucksicht  auf  die  früher 
unmittelbar  nach  dem  Putzen  eingetretene,  sehr  schnelle  Ahnahme  de* 
Ausschlags  (vgl.  Hd.  IX.  S.  3-">  nicht  unmöglich,  dass  hier  eine  Sfönrnc 
durch  die  Elektricitat  der  Luft  mitwirkend  gewesen;  doch  könnte  immer- 
hin der  frühere  hohe  Werth  auch  einer  durch  zufällige  Umstünde  besser 
gereinigten  Platte  angehören.  Bei  wiederholten  Versuchen  habe  ich  die 
Spannung  {AI  Zn)  nicht  höher  als  0.20  (ZnCu)  bringen  können:  ein 
Zahlenwerth,  der  aber,  wie  bereits  Bd.  IX.  S.  30  erwähnt,  nur  als  untere 
Grenze  betrachtet  werden  darf. 

Es  schien  nicht  ohne  Interesse,  auch  verschiedene  Kohlensorlen 
in  Bezug  auf  ihre  Stellung  in  der  Spannungsreihe  zu  uniersuchen,  falls 
sich  dieselben  dazu  eigneten.  Ans  mehreren  grossen  Stücken  si'böoeo 
ceylanischen  Graphits  war  es  der  zu  stark  blätterigen  Beschaffenheit 
wegen  nicht  möglich,  eine  brauchbare  Platte  herzustellen.  Dagegen 
Hessen  sich  aus  den  in  Paris  verfertigten  und  zu  negativen  Platten  in 
galvanischen  Elementen  bestimmten  Kohlenplatten,  die  (wahrscheinlich 
auf  ahnliche  Weise,  wie  sonst  üblich,  bereitet)  ein  ziemlich  feinkörnige» 
Gefüge  besitzen ,  Platten  mit  ebenen  Flachen  und  scharfen  Rändern 
darstellen. 

Eine  solche  Platte  zeigte  sehr  bald  nach  ihrer  Anfertigung  infolge 
eines  Gehaltes  an  Feuchtigkeit  gegen  Kupfer  nur  die  Spannung  —fttf* 

*)  Eine  lange  an  der  Luft  gelegene  Bleiplalte  z.  B.  muss  in  beträchtlicher  We'"' 
abgeschabt  und  abgefeilt  werden,  ehe  sie  möglichst  blank  erscheint.  Ebenso  muss"* 
einer  seit  iSngerer  Zeit  nicht  polirten  Zinkplalte  eine  Schicht  von  gewisser  Dicke  *fll" 
ferul  werden,  um  ihre  Oberflüche  rein  zu  erhalten. 
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(ZnCu);  nachdem  sie  drei  Monate  an  der  Luft  Gelegen  halle,  belrug  ihre 
Spannung  — O.IG  ZnCu);  unmittelbar  darauf  mit  dcslillirtem  Wasser 
angefeuchtet  erschien  sie  dem  Kupfer  genau  gleich. 

Da  später  auch  Beobachtungen  Uber  das  Verhallen  des  Wassers 
gegen  gefeilte  Metalle  niitgetheilt  werden,  so  ist  es.  namentlich  in  Belrefl 
derjenigen  Metalle,  die  sich  schwierig  putzen  lassen,  nicht  unwichtig, 
den  Ort,  welchen  die  gefeilten  Oberflächen  in  der  Spannungsreihe  ein- 
nehmen, kennen  zu  lernen. 

Kine  gefeilte  Kupferplalle  zeigt  gegen  Zink  eine  um  höchstens  0.01 
ZnCu  grossere  Spannung,  als  eine  polirte,  weicht  also  in  ihrer  Stellung 
nicht  erheblich  von  letzterer  ab  (S.  612). 

Dagegen  stellt  sich  eine  gefeilte  Zinkplalte  merklich  tiefer,  als  eine 
polirte.  Die  Spannung  zwischen  einer  polirten  und  gefeilten")  Ptolle 
fand  ich  =0,08  (ZnCu);  dieselbe  stieg  innerhalb  weniger  Minuten  bis 
0,14  {ZnCu). 

Der  Unterschied  zwischen  einer  polirten  und  gefeilten  Kadmium- 
platte  betrug  ungefähr  O.Ofi  [ZnCu). 

Ebenso  steht  eine  gefeilte  Wismiilhplatte  merklich  liefer  in  der 
Spannungsreihe  als  eine  polirte;  iu  einem  Versuche  war  bei  gefeiltem 
Wismulh  die  Spannung  (Zu  Iii)  =  0.82  ZnCu). 

Unter  Anwendung  einer  geleilten  Bleiplalte  fand  ich  die  Spannung 
(ZnPb)  =  0,49  ZnCu  -,  dieselbe  wuchs  aber  in  den  nächsten  .Minuten. 

Kine  Antimonpiatie  gab  |>olirt  und  gefeilt  dieselbe  Spannung 
gegen  Zink. 

Eine  gefeilte  Zinnplatte  gab  gegen  Zink  die  Spannung  ( Zu  Sn }  = 
0,55  ZnCu). 

Bei  einer  gefeilten  Aluminiumplatte  steigt  die  Spannung  (AI  Zu)  nicht 
höher  als  0,00  (ZnCu). 

Im  Allgemeinen  erscheinen  also  die  mittelst  Schmirgelpapiere.1?  und 
eines  leinenen  Tuches  geputzten  Metalle  mit  reinerer  Oberfläche,  als  die 
mittelst  selbst  sehr  feiner  Feilen  bearbeiteten. 

Bilden  wir  jetzt  nach  den  in  der  früheren  Abhandlung,  sowie  nach 
den  im  Vorstehenden  mitgetheillen  Zahlenwerthen  die  Spannungsreihe, 
so  erhalten  die  verschiedenen  Metalle  die  folgenden  Stellungen : 

*)  Die  Messungen  wurden  mit  einer  und  derselben  Platte  angestellt .  und  zwnr 
waren  au  der  Befehlen  Phile  noeli  Spuren  der  vorhergegangenen  Politur  sirlilh.ir. 
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Name 

Ort  in  der  Spannunpsreihe 

de*» 

bei  polirler 

bei  gefeilter 

Metalle». 

Oberfläche. 

Oberfläche. 

AI            ■  • 

Aluminium 

220 

.....    — 

209 

CIUK 

200 

192 

nanmium 

1  O  I 

181 

175 

Thallium 
1  llalllUIII 

»1,.: 

1  .»6 

i .» i 

7inn 

i  m 

145 

Antimon 

131 

1  31 

VV'    H<llllll  lt 

TT  18ITI  Ulli 

1 .11) 

IIB 
1  15 

\fMi6ilHf>r 

12o 

All  f\  O     ■  ä9 

IVICSMflg 

1  22 

Vjuecksiioer 

1  19 

msen 

1 1 G 

Qlal.l 

Main 

[litt—  I08i 

Gusseisen 

Kupfer 

100 

Gold 

90 

Palladium 

85 

Silber 

82 

Coke 

78 

Platin 

11 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zu  der  eigentlichen  Aufgabe 
dieses  zweiten  Thciles,  zu  der  Bestimmung  der  elektromotorischen  Kräfte 
zwischen  Metallen  und  Flüssigkeiten  zurück. 

Da  sich  manche  Vorgänge  in  dem  Verhalten  der  Flüssigkeiten  gegen 
die  Metalle  am  leichtesten  beim  Wasser,  das  auf  sie  die  geringste  chemi- 
sche Einwirkung  ausübt,  erkennen  lassen,  und  ausserdem  das  Wasser 
einen  wesentlichen  Ücstandtheil  der  übrigen  zu  untersuchenden  Flüssig- 
keiten ausmacht,  so  scheint  es  zweckmässig,  die  Untersuchung  Uber  jenes 
Verhalten  mit  den  beim  Eintauchen  der  verschiedenen  Metalle  in  Wasser 
eintretenden  Vorgängen  zu  beginnen. 
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I.  Verhalten  des  Kupfers  gegen  Wasser, 
o.  Erläuterung  de»  Verfahrens  und  der  Bezeichnungen. 

Um  eine  deutliche  Einsicht  in  die  Bestimmung  des  elektrischen  Ver- 
haltens zwischen  Wasser  und  Kupfer  zu  gehen ,  will  ich  eine  Versuchs- 
reihe ausführlich  mittheilen. 

Auf  den  Rand  des  leeren  Trichters  wurde  eine  in  der  früher  Bil.  IX. 
S.  il  angegebenen  Weise  polirte  Zinkplatle  gelegt ,  und  ihre  elektrische 
Differenz  gegen  die  obere,  seit  langer  Zeit  ruhig  in  der  Luft  schwebende 
Kupferplatte  in  bekannter  Weise  gemessen.  Das  Elektrometer  zeigte 
einen  Ausschlag  von  —8,49  Skth. 

Darauf  wurde  an  die  Stelle  der  Zinkplatte  eine  frisch  geputzte 
Kupferplalte  gelegt,  und  gleichfalls  ihre  Spannung  gegen  die  obere 
kupferne  Condensatorplalle  gemessen.  Der  erhaltene  Ausschlag  betrug 
—  0,18  Skth. 

Nach  Entfernung  der  Kupferpiatie  wurde  der  Trichter  mit  destillir- 
tem  Wasser  gefüllt,  und  sodann  nach  Niederlassung  der  oberen  Conden- 
satorplatte  bis  zu  einem  Abslande  von  10  Theilstrichen  dos  Ocularmikio- 
meters  (s.  Bd.  IX.  S.  20)  ein  durch  Putzen  mit  Schmirgelpapier  polirtes 
und  durch  einen  dünnen  Kupferdrahl  mit  der  Erde  in  leitender  Verbin- 
dung stehendes  Kupferslüek  in  die  Flüssigkeit  der  mit  dem  Trichter  zu- 
sammenhängenden seitlichen  Röhre  eingetaucht.  Die  obere  Condensator- 
plalle war  zuvor  ebenfalls  mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung  gesetzt ; 
diese  letztere  Verbindung  wurde  aber  noch  während  des  Einlauchens 
des  KupferstUckes  in  das  Wasser  aufgehoben.  Nach  dem  Aufziehen  der 
oberen  Condensatorplalle  mussle  das  Elektrometer  einen  Ausschlag  zei- 
gen, welcher  der  im  Augenblicke  der  Unterbrechung  der  zuletzt  ge- 
nannten Ableitung  vorhandenen  Spannung  entsprach.  Im  vorliegenden 
Versuche  beobachtete  ich  einen  Ausschlag  von  — 0,96  Skth. 

Das  Kupferstuck  blieb  ruhig  eingetaucht.  Als  dann  nach  ungefähr 
3/t  bis  I  Minute  die  obere  Condensatorplalle  wieder  niedergelassen  und 
nach  Aufhebung  ihrer  Ableitung  zur  Erde  emporgezogen  wurde,  gab  das 
Elektrometer  einen  Ausschlag  von  —  0,2 1  Skth. 

Bei  Wiederholung  eben  dieses  Verfahrens  nach  abermals  SA  bis  I 
Minute  fand  ich  einen  Ausschlag  von  +0,09  Skth.  Zehn  Minuten  nach 
dem  Eintauchen  betrug  der  Ausschlag  +  0.38  Skth.  und  blieb  von  da 
an  für  längere  Zeit  constant. 


606 


W.  G.  Hakkel. 


Aus  der  Differenz  der  mittelst  der  Zink  -  und  Kupferplaüe  erlialtf- 
nen  Ausschlage  8,49  —  0,18  Sklh.  ergibt  sich  die  Grösse  des  An- 
schlags, welcher  der  Spannung  (ZnCu)  entspricht,  =  8,31  Skth. 

Aus  der  Vergleichung  der  mit  der  Kupferplaüe  und  der  beim  Eid- 
tauchen  des  Kupferstucks  ins  Wasser  beobachteten  Ausschläge  lässig 
ferner  die  zwischen  Wasser  und  Kupfer  eintretende  elektrische  SpannnM 
berechnen ,  und  mittelst  des  so  eben  angegebenen  Werthes  in  der  w 
uns  gewählten  Einheit  (Zn  Cuj  ausdrücken. 

Bildete  nttmlich  die  polirte  Kupferplatte  die  untere  Condensator- 
flüche,  so  wurde  ein  Ausschlag  von  —0.18  Skth.  erhalten.  DerseJr# 
stieg  auf  —  0,90  Skth..  als  die  untere  Condcnsatorfläche  aus  Wasser  In- 
stand, in  welches  ein  frisch  polirtes  Kupferstück  so  eben  eingetaucht 
Winnie.  Daraus  folgt ,  dass  bei  diesem  Versuche  im  Momente  d* 
Eintauchens  das  Wasser  gegen  das  Kupfer  positiv  war*),  und  zwar  be- 
trug diese  Spannung  in  Skalentheilen  des  Elektrometers  0,96-01* 
sb  0,78  Skth.,  oder  nach  der  von  uns  gewählten  Einheit  +  Ö.0S 
ZnCu).'*) 

Die  vorstehenden  Beobachtungen  lehren  weiter,  dass  sich  diese 
positive  Spannung  des  Wassers  gegen  das  Kupfer  rasch  verminderte 
nach  Vi  Minuten  betrug  die  Spannung  (0,21  —  0,18)  =  0,03  Skth.  «kr 
0,004  (Zn  Cm).  Nach  weiteren  3/i  Minuten  war  die  Spannung  des  Wal- 
sers gegen  Kupfer  0,09  +  0,18  =  0,27  Skth.  oder  =  —  0,03  [Znü. 
also  bereits  in  die  entgegengesetzte  der  anfänglichen  übergegangen- 
Diese  letzte  Spannung,  in  welcher  also  das  Wasser  negativ  gegen  da* 
Kupfer  erscheint,  stieg  dann  noch  bis  0,38  -1-0.18  =  0,56  Skth..  oder 
bis  —0,07  {ZnCu). 

Die  mitgetheilten  Zahlenwerthe  beweisen ,  dass  die  Spannung  w 
sehen  Wasser  und  Kupfer  sich  mit  der  Dauer  ihrer  Beruhrum?  schoeJ! 
und  beträchllich  lindert,  geben  aber  durchaus  keine  Andeutung  über  de» 
Grund  jener  Aenderung.  Derselbe  kann  in  einer  Modifikation  entweder 
der  Metalloberflaehe  oder  des  sie  berührenden  Wassers  oder  beider  zu- 
sammen liegen.  Nehmen  wir  das  Letztere  an,  so  wird  es  ntithic,  d* 
durch  die  gegenseitige  Berührung  modificirte  Wasser  und  Kupfer  durch 


•j  Die  EleklririlUl  der  unteren  Platte  hat  stets  das  entgegengesetzte  Zeichen, 
die  in  der  oberen  beobachtete. 

**)  Die  Bedeutung  der  Vorzeichen  s.  gleich  nachher. 
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ein  besonderes  Zeichen  zu  unterscheiden.  Ich  wähle  dazu  die  Zeichen 
((.ii')  und  (Äff'),  wahrend  (Cm)  und  (Aq)  die  nicht  modificirten  Substanzen 
bezeichnen  sollen. 

Hiernach  ist  also  die  im  Momente  des  Einlauchens  des  Kupfers  in 
das  Wasser  entstehende  elektromotorische  Kraft  Zu  schreiben  \Aq  Cn), 
wahrend  die  z.  B.  10  Minuten  spater  beobachtete  Spannung  aus  der 
Summe  der  Spannungen  {Aq  Aq)  +  (Aq  Cu'  +  {Cu  Cu)  besieht.  In 
obigem  Versuche  war  nun 

(A</Cm)  =  +  O,09  (ZnCu) 
und         (AqAq)  -+-  (Aq  Cu)  +  (Cu  Cu)  =  —  0.07  (Zn  Cu). 

Das  positive  Vorzeichen  in  der  ersten  Gleichung  deutet  an.  dass  die 
an  den  Enden  eines  aus  (Aq)  und  (Cm>  gebildeten  Leitersyslemes  vor- 
handene freie  Elektricität  der  Art  nach  gerade  dieselbe  ist,  wie  an  einem 
aus  (Zn)  und  (Cm)  gebildeten  Leiter,  oder  anders  ausgedrückt:  Das  vor 
der  betreffenden  Spannung  stehende  Zeichen  gibt  stets  die  Art  der  sich 
auf  dem  Anfangsgliede  des  Leiters  entwickelnden  freien  Elektricität  an, 
das  Endglied  des  Leiters  als  zur  Erde  abgeleitet  vorausgesetzt. 

b.  Elektromotorische  Kraft  zwischen  Wasser  und  frisch  palirtem  oder 
gefeiltem  Kupfer  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  des  letzteren. 

Ich  wende  mich  zunächst  zur  genaueren  Feststellung  derjenigen 
elektromotorischen  Kraft .  welche  zwischen  Wasser  und  dem  genannten 
Metalle  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  besteht,  indem  diese  eine 
genauere  Bestimmung  gestattet,  als  die  unmittelbar  beim  Eintaueben 
auftretende  Spannung.  Der  zuvor  ausführlich  milgetheilte  Versuch  lehrt 
nämlich,  dass  die  Aenderungen  in  dem  Werthe  der  Spannung  zwischen 
Wasser  und  Kupfer  bereits  zwei  Minuten  nach  dem  Eintauchen  wenig 
beträchtlich  sind ,  und  anderweitige  Beobachtungen  (vgl.  unten  S.  6i  5) 
zeigen .  dass  sieben  bis  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  ein  als  con- 
stant  zu  betrachtender  Zustand  eingetreten  ist.  der  längere  Zeit  fort- 
dauert. Wahrend  dieser  constanten  Periode  kann  die  elektromotorische 
Kraft  wiederholt  geraessen  und  durch  Mittelwerthe  bestimmt  werden. 

Indess  unterliegt  auch  diese  Bestimmung  noch  grossen  Schwierig- 
keiten :  es  dürfte  nämlich  unter  tlen  gegebenen  Umständen  nicht  möglich 
sein,  die  Versuche  mit  absolut  reinem,  d.  h.  von  allen,  auch  den  gering- 
sten Spuren  von  Salzen  und  Gasarten  freiem  Wasser,  oder  auch  nur  mit 
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möglichst,  reinem  Wasser  von  stets  gleicher  Beschaffenheit  anzuslellea. 
Es  wird  sich  aher  spater  in  dein  dritten  Theile  dieser  Untersuchung 
zeigen,  dass  selbst  geringe  Beimengungen  schon  merkliche  Modißcatiww 
in  der  elektrischen  Spannung  zwischen  Wasser  und  Kupfer  hervorrufe« 

Das  zu  den  folgenden  Versuchen  verwandte  Wasser  war  in  <t« 
meisten  Fallen  aus  einer  verzinnten  kupfernen  Blase  mit  zinnernem  KuM- 
rohrc  aus  Flusswasser  mit  möglichster  Sorgfalt  im  chemischen  Labora- 
torium destillirt  worden.  Ein  solches  Wasser  zeigt,  wenn  es  einen f«Vi 
einige  Tage  in  verschlossener  Glasllasche  aufbewahrt  w  ird.  gegen  Kuj«k 
sehr  nahe  die  Spannung  —  0r08  (ZnCu).  Mehrere  Versuche  machend 
wahrscheinlich,  dass  unmittelbar  nach  der  Destillation  diese  negativ 
Spannung  etwas  kleiner  ist.  —  0,0ö  bis  —  0,00  (ZnCu). 

Bei  allen  späteren  Angaben,  wo  nichts  Besonderes  darüber  bemwif 
setze  ich  stets  ein  destillirtcs  Wasser  voraus,  das  bereits  einige  Tagen 
verschlossener  Glasflasehe  aufbewahrt  worden,  und  gegen  Kupfer,  zehn 
Minuten  nach  dem  Eintauchen,  eine  Spannung  von  — 0,08  (ZnCu  be- 
sitzt.  Wo  im  Nachfolgenden  schlechthin  von  der  Spannung  des  Wasser? 
gegen  Kupfer  die  Rede  ist ,  hat  man  stets  diese  zehn  Minuten  nach  d«n 
Eintauchen  vorhandene  constanle  Spannung  von  —  0,08  In  Cu  k 
verstehen. 

Alle  angewandten  Wassermassen  hinterliessen  beim  Abdampfen™ 
Platinschalen,  selbst  beim  Verdampfen  grösserer  Mengen,  keinen  beroeri- 
baren  Rückstand ,  so  dass  also  die  Beimengung  fester  Substanzen  sA 
jeder  Beobachtung  entzog.  Was  den  Gehalt  an  aus  der  Atmosphäre  aof- 
genommenen  Gasen  betrifft,  so  hatte  eine  Untersuchung  des  in  den  »er- 
schlossenen Flaschen  aufbewahrten  Wassers  keine  entscheidenden  RW- 
täte  geben  können,  da  bei  der  Messung  der  elektrischen  Spannunsib 
Wassers  gegen  Kupfer  die  Wasseroberflachen  nothwendig  längere  M 
mit  der  Luft  in  Berührung  sein  mussten.  Um  übrigens  vollkommen  ver- 
gleichbare Wcrthe  für  die  Spannungen  des  Wassers  gegen  die  verschie- 
denen Metalle  zu  erhallen,  wurde  das  Wasser  jeder  Destillation,  «fr 
vielmehr  jeder  einzelnen  grossen  Flasche ,  erst  auf  sein  Verhallen  geseo 
Kupfer  geprüft,  bevor  die  anderen  Metalle  eingetaucht  wurden;  bäofa 
wurde  auch  in  dieselbe  Wassermasse  des  Trichters  ;erst  das  Kupfer  ffld 
unmittelbar  darauf  eines  der  übrigen  Metalle  eingetaucht. 

Schliesslich  sei  hier  noch  eines  speziellen  Versuches  über  den  früher 
befürchteten  Einfluss  der  Wasserdampfe  auf  die  obere  kupferne  Lonfco- 
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satorplalle  [s.  oben  S.  596)  gedacht.  Die  nachfolgenden  Beobachtungen 
werden  zeigen,  das»  jene  Befürchtung,  wie  bereits  oben  erwähnt,  un- 
begründet war. 

Als  eino  drei  Tage  zuvor  frisch  polirte  und  dann  unberührt  der  Lud 
ausgesetzt  gewesene  Kupferplatte  als  obere  Condensatorplatte  einer  seit 
einem  halben  Jahre  an  der  Luft  gelegenen  Kupferplatte  entgegengesetzt 
wurde,  erhielt  ich  einen  Ausschlag  von  —0,13  Skth.  Nachdem  d;inu 
ilie  obere  Platte  behufs  der  Messung  der  elektrischen  Spannung  zw  ischen 
Wasser  und  Kupfer  wiederholt  dicht  oberhalb  einer  Wasserfläche  ge- 
schwebt hatte,  gab  sie  nach  Beendigung  dieser  Versuche  bei  neuer 
Prüfung  gegen  die  zuvor  erwähnte  Kupferplatte  einen  Ausschlag  von 

—  0,09  Skth. ,  hatte  also  nur  eine  geringe  dauernde  Veränderung  von 
0,06  Skth.  =  0,01  [ZnCu),  wie  solche  auch  wohl  ohne  Gegenwart  des 
Wassers  vorkommt,  erlitten. 

Aber  auch  wahrend  des  Schwebens  Uber  der  Wasserflache  selbst 
kann  die  obere  Platte  keine  erhebliche  Veränderung  durch  einen  feuch- 
ten Beschlag  erlitten  haben ,  indem  ich  bei  ihrer  Anwendung  die  Span- 
nung des  Wassers  gegen  Kupfer  —  0,09  {In  Ca)  fand,  wahrend  ich  kurz 
zuvor  unter  Anwendung  einer  stark  gefirnissten  Kupferplatte  als  oberer 
("ondensatorplatte  für  dieselbe  Spannung  den  Werth  —  0,08  (ZnCu)  er- 
halten hatte. 

Diese  Versuche  wurden  im  Sommer  angestellt,  wo  die  Luft  des 
Zimmers  und  die  in  ihm  aufbewahrten  Gegenstande  lange  Zeit  hindurch 
nahe  gleiche  und  constante  Temperaturen  bewahrten;  im  Winter,  bei 
nur  vorübergehender  Heizung  des  Zimmers  und  infolge  dessen  unglei- 
chen Temperaturen  des  Wassers  und  der  olwren  Condensatorplatten 
würden  unter  Umstanden  Störungen  durch  ein  Beschlagen  der  oberen 
Platte  wohl  möglich  sein.*) 

')  Ks  dürfte  nicht  ohne  Interesse  sein,  hier  wenigstens  ein  Beispiel  über  die 
Aenderung  der  Beschaffenheit  der  unteren  Flüche  der  oberen  Condcnsatorplallc  anzu- 
führen. 

Mehrere  Wochen  hindurch  hatlc  die  unlere  Fläche  der  seit  langer  Zeil  an  den 
Drähten  hängenden  oberen  kupfernen  Condensatorplattc  eine  solche  Beschaffenheit, 
das*  sie  f?egen  eine  frisch  polirto  untere  kupferne  Condensatorplatte  eine  Ladung  von 

—  0,70  Skth.  zeigte. 

Als  eines  Tages  bei  Darstellung  photographischer  GlasplaUen  alkoholische  und 
essigsaure  Dämpfe  aus  einem  Nebenzimmer,  wo  jene  Bereitung  stattfand,  in  die  Slubc, 
in  welcher  die  Condensatorplatte  hing ,  eingedrungen  waren .  zeigte  sich  die  obere 
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Wird  ein  gefeiltes  Kupferstück  anstatt  eiues  polirten  in  destülirtes 
Wasser  getaucht,  so  zeigt  dasselbe ,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  zwar 
beim  Eintauchen  ein  anderes  Verhalten,  dagegen  gibt  es  zehn  Minuten 
später  dieselbe  oder  eino  nur  um  ungefähr  0,01  \ZnCu)  grössere  Span- 
nung, als  das  polirte  Kupfer  bei  gleicher  Beschaffenheit  des  Wassers. 
Wir  werden  weiterhin  ein  Verfahren  kennen  lernen ,  um  diesen  Unter- 
schied auf  directem  Wege  zu  ermitteln. 

c.   Elektromotorische  Kraft  zwischen  Wasser  und  frisch  polirtem  oder 
gefeiltem  Kupfer  beim  Eintauchen  des  letzteren. 

Um  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Kupfer  im  Momente  des 
Kintauchens  zu  messen,  wurde,  wie  oben  erwähnt,  die  obere  Conden- 
satorplatlc  der  Obcrflilche  des  Wassers  im  Trichter  bis  auf  1 0  Theil- 
striche  des  Oculannikrometers  genähert  und  dann  allerdings  noch  wäh- 
rend des  Eintauchens  eines  mit  der  Erde  leitend  verbundenen  Kupfer- 
sttlckes  die  Verbindung  der  oberen  Condensatorplattc  mit  der  Erde 
aufgehoben.  Die  Ladung  dieser  Platte  entspricht  also  dem  Augenblicke, 
in  welchem  ihre  Ableitung  zur  Erde  unterbrochen  wurde.  Ich  glaube 
versichern  zu  können,  dass  zwischen  dem  Augenblicke  des  Beginnens 
des  Eintauchens  und  dem  Unterbrechen  der  Ableitung  der  oberen  Coo- 
densatorplatte  nicht  mehr  als  Ys  Secunde  verflossen,  dass  jedenfalls  noch 
Wöhrend  der  Bewegung  des  Eintauchens  jene  Ableitung  aufgehoben  wor- 
den ist ;  indess  können  auch  schon  selbst  während  des  Eintauchens  die 
zuerst  mit  dem  Wasser  in  Berührung  gekommenen  Stellen  des  Kupfer- 

Plallc  so  verändert,  dass  sie  gegen  eine  frisch  polirle  Kupferplnlte  unter  gleichen  Ver- 
hältnissen wie  zuvor  nur  noch  eine  Spannung  von  —  0,40  Sklh.  annahm.  Die  Diffe- 
renz von  0,30  Sklh.  entspricht  aber  0,04  (ZnCn),  da  der  Ausschlag  für  die  Spannung 
zwischen  Zink  und  Kupfer,  oder  (Znfu)  7,5  Skth.  betrug. 

Nach  einiger  Zeil  waren  in  einem  anderen  Nebenzimmer  grosse  Glaslafeln ,  die 
zu  elektrischen  Versuchen  dienen  sollten,  milteist  Alkohol  und  Kreide  geputzt  worden, 
und  durch  dio  wiederholt  geöffnete  Thür  reichliche  Alkoholdlimpfe  in  die  Umgebung 
des  Condensators  gekommen.  Wahrscheinlich  infolge  entstandener  Essigsäure  war  die 
Be  schaffen  heil  der  unteren  Fläche  der  oberen  Condensalorplalle  jetzt  soweit  geändert, 
dass  sie  gegen  eine  frisch  polirte  Kupfcrplatte  eine  Spannung  von  -4-0,05  Skth.  an- 
nahm ;  diese  Flache  hatte  sich  also  von  Neuem  um  0,06  (ZnCu)  geändert. 

Während  der  beschriebenen  Vorgänge  hafte  eine  andere,  gleichfalls  lange  Zeil  der 
Luft  ausgesetzte  Kupfcrplatte  auf  dem  Stative  unterhalb  der  oberen  Piatie  gelegen  : 
auch  sie  hatte  genau  dieselben  Veränderungen  auf  ihrer  Oberfläche  erlitten. 
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Stäbchens  eine  gewisse  Aenderung  erleiden,  so  dass  der  beobachtete 
Werth  eigentlich  nur  als  ein  Grenzwerth  betrachtet  werden  darf,  Uber 
welchen  hinaus  der  wahre  Werth  der  Spannung  zwischen  Wasser  und 
Kupfer  im  Augenblicke  des  ersten  Zusammentreffens  liegt. 

Wie  nun  die  conslanle  elektrische  Spannung  des  Wassers  gegen 
Kupfer  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  je  nach  der  Beschaffenheil 
des  Wassers  etwas  wechselt,  ebenso  finden  wir  auch  die  im  Augenblicke 
des  Eintauchens  eines  polirten  KupferstUckes  beobachtete  Spannung  ein 
wenig  verschieden,  und  zwar  ändert  sich  letztere  nahe  um  dieselbe 
Grösse,  wie  erstere.  Im  Allgemeinen  ist  beim  Eintauchen  eines  polirten 
Kupferstuckes  in  destillirtes  Wasser  die  Spannung  des  Wassers  gegen 
Kupfer  um  0,17  {ZnCu)  positiver  als  zehn  Minuten  später;  beim  Ein- 
tauchen eines  solchen  Kupfers  ist  folglich  das  Wasser  positiv  und  das 
Kupfer  negativ.  Betragt  also  die  constante  Spannung,  wie  dies  l>ei  dem 
einige  Tage  zuvor  deslillirten  Wasser  der  Fall  ist,  zehn  Minuten  nach 
dem  Eintauchen  —  0,08  (ZnCu),  so  wird  beim  Eintauchen  die  Span- 
nung -i-  0,09  (Zn  Cu)  beobachtet. 

Ganz  anders  aber  als  das  polirte  Knpfer  verhalt  sich  beim  Ein- 
tauchen ins  Wasser  ein  gefeiltes  Kupferstuck.  Wird  letzteres  in  destillir- 
tes Wasser  getaucht,  so  weicht  die  im  Momente  des  Eintauchens  be- 
obachtete Spannung  sehr  wenig  von  der  zehn  Minuten  später  eintretenden 
ab ;  im  Momente  des  Eintauchens  ist  die  Spannung  zwischen  Wasser  und 
gefeiltem  Kupfer  nur  ungefähr  0,03  (ZnCu)  weniger  negativ  als  zehn 
Minuten  später.  Mit  Rucksicht  auf  die  S.  610  gemachten  Angaben  ergibt 
sich  hieraus  der  Unterschied  in  der  Spannung  des  Wassers  gegen  polirtes 
und  gefeiltes  Kupfer  im  Augenblicke  des  Eintauchens  zu  0,15  {ZnCu). 

Die  beträchtliche  Grösse  dieses  Unterschiedes  könnte  vemiuthen 
lassen ,  dass  derselbe  durch  eine  Verunreinigung  der  Oberfläche  des 
polirten  Kupfers  hervorgebracht  werde,  indem  z.  B.  etwas  Leim,  womit 
das  Schmirgelpulver  auf  dem  Papiere  befestigt  worden,  beim  Putzen  auf 
der  Fläche  des  Metalls  hängen  geblieben.  Obwohl  eine  solche  Verun- 
reinigung der  Kupferoberfläche  sehr  unwahrscheinlich  ist,  indem  bei 
dem  sorgfältigen  Abreiben  des  Kupfers  auf  dem  leinenen  Tuche  alle  an- 
hängenden fremden  Theilchen  von  der  Oberfläche  entfernt  werden ,  und 
auch' als  Beweis  gegen  dieselbe  der  Umstand  angeführt  werden  kann, 
dass  wenige  Minuten  nach  dem  Eintauchen  eine  polirte  und  eine  gefeilte 
Kupferfläche  sich  sehr  nahe  gleich  verhalten,  so  glaubte  ich  doch  die  zu- 
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vor  ausgesprochene  Vermuthung  durch  einen  directen  Versuch  als  un- 
begründet zurückweisen  zu  müssen. 

Wenn  nämlich  durch  die  Behandlung  mit  Schmirgelpapier  eine  Ver- 
unreinigung der  Metalloberfläche  einträte,  so  müsste  auch  eine  mit  die- 
sem Papiere  geputzte  Kupferplatte  eine  um  die  ohige  Grosse  oder 
doch  wenigstens  um  ein  Beträchtliches  veränderte  Stellung  in  der  Span- 
nungsreihe zeigen.  Dies  ist  jedoch,  wie  t>ereits  oben  S.  003  erwähnt, 
nicht  der  Fall;  denn  als  ich  zuerst  die  Spannung  einer  mit  Schmirgel- 
papier in  der  gewöhnlichen  Weise  geputzten  Kupfcrplaltc  gegen  eine 
als  obere  Condensatorplatte  dienende  Plalinplatle  maass ,  und  dann  un- 
millelbar  darauf  jene  Kupferplatte  mit  einer  Feile  behandelte,  so  fand  ich 
bei  Wiederholung  der  Messung  ihrer  Spannung  gegen  die  Plalinplatle 
sehr  nahe  denselben  Werth  als  zuvor;  sie  erschien  nur  um  0,01  {ZnCu) 
negativer  als  zuvor.  Eben  dieses  Resultat  wurde  bei  Wiederholung 
eines  solchen  Versuchs  nach  längerer  Zeit  erhallen.  Die  Aenderung  von 
0,01  (ZnCu),  wofern  sie  nicht  etwa  durch  eine  infolge  des  Abfeilens 
entstandene  Aenderung  in  der  Einstellung  des  Abstandes  der  beiden 
Condensatorplalten  hervorgerufen  ist.  würde  ihre  naturgemässe  Erklä- 
rung darin  finden,  dass  die  gefeilte  Oberfläche  etwas  weniger  rein  ist*) ; 
denn  selbst  wenn  man  beim  Feilen  die  Platte  vertical  hält .  ist  es  nicht 
möglich ,  das  Anhängen  der  in  der  Feile  sitzenden  feinen  Kupferslaub- 
theilchen,  die  sich  in  mehr  oder  weniger  oxydirtem  Zustande  befln- 
den .  an  der  Platte  gänzlich  zu  vermeiden ,  und  ausserdem  werden  die 
feinen  hervorragenden  spitzen  Theilchen  der  Oberfläche ,  die  noch  dazu 
durch  den  Angriff  der  Feile  sich  erwärmen ,  leichter  Sauerstoff  aufneh- 
men als  die  mehr  geebneten  einer  polirten  Plalle.  Das  Abfegen  der 
Platte  mit  einem  Pinsel  vermag  jene  Staub-  oder  Oxydtheilchen  eben- 
falls nicht  völlig  zu  entfernen,  und  ein  Abreiben  mit  einem  leinenen  Tuche 
ist  wegen  der  Rauhigkeiten  der  Oberfläche  nicht  thunlich. 

Der  Unterschied  in  dem  Verhalten  einer  polirten  und  einer  gefeilten 
Oberfläche  im  Wasser  kann  also  nur  darin  seinen  Grund  haben,  dass 
die  hervorragenden  und  infolge  dessen  fast  allseitig  vom  Wasser  um- 
gebenen Metallspitzen  einer  gefeilten  Fläche  bei  der  Berührung  mit  dem 
Wasser  sehr  viel  schneller  ihren  Zustand  ändern,  als  die  dem  Wasser 
weniger  Angriffspunkte  darbietenden  Theilchen  einer  polirten  Fläche. 


*)  Damit  stimmt  auch  das  Verhallen  anderer  gefeilter  Platten  s.  oben  S.  603. 
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d.    Directe  Messung  der  Aenderuvg  der  elektromotorischen  Kraft  zwischen 
Weisser  und  frisch  polirlem  oder  gefeiltem  Kupfer  vom  Deginn  des  Ein- 
tauchens bis  zehn  Minuten  nach  demselben. 

Die  Aenderung  in  der  elektromotorischen  Kraft  zwischen  Wasser 
und  polirlem  Kupfer,  welche  von  dem  Augenblicke  des  Eintauchens  bis 
zehn  Minuten  nach  demselben  eintritt,  ergab  sich  im  Vorstehenden  durch 
die  Differenz  der  in  den  genannten  Zeitpunkten  ausgeführten  Messungen; 
dieselbe  lasst  sich  aber  auch  direel  beobachten. 

Die  elektromotorische  Kraft  zwischen  dem  einige  Tage  zuvor  deslil- 
lirten  Wasser  und  dem  frisch  polirten  Kupfer  im  Momente  des  Ein- 
tauchens haben  wir  gefunden 

(Aq  Cu)  =  +  0,09  (ZnCu) 
und  die  zehn  Minuten  spater  vorhandene  Spannung 

[Aq  Aq')  -h  (Aq  Cu)  -4-  {Cu  Cu)  =  —  0,08  (Zn  Cu). 
Ziehen  wir  die  erste  Formel  von  der  zweiten  ab,  so  erhallen  wir 
(Aq  Aq')  -h (Aq  Cu)  +  (Cu  Cu)  —  (Aq Cu)  =  —  0.17  (Zn  Cu) 
oder  in  anderer  Anordnung 

(Cu Cu)  ■+■  ( Cm'  Aq)  +{Aq  Aq)  -+•  (Aq Cu)  =  0 , 1 7  (Zn  Cu) . 
Die  letzte  Formel  drückt  die  elektrische  Spannung  eines  galvani- 
schen Elementes  aus ,  dessen  eines  Glied  aus  längere  Zeit  in  Wasser  ein- 
getauchtem Kupfer  besteht,  während  das  andere  Glied  durch  frisch 
polirtes  Kupfer  im  Augenblicke  seines  Eintauchens  gebildet  wird.  Die 
elektromotorische  Kraft  eines  solchen  Elementes  lasst  sich  milteist  eines 
Condensators  aus  zwei  Metallplatten  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Man  legt  auf  das  früher  Bd.  IX.  S.  10  beschriebene  Stativ  als  unlere 
Condensatorplatte  eine  Metallplatte ,  welche  gegen  die  obere  bewegliche 
Condensatorplatte  eine  möglichst  geringe  Spannung  zeigt,  und  bestimmt 
diese  Spannung  in  der  gewöhnlichen  Weise.  Darauf  verbindet  man  die 
unlere  Platte  mit  einem  seit  5  bis  10  Minuten  ins  Wasser  tauchenden 
polirlen  Kupferstiicke ,  nähert  die  obere  Platte  der  unteren  bis  auf  zehn 
Theilstriche  des  Ocularmikrometers ,  taucht  dann  ein  frisch  polirtes  und 
mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehendes  Kupfcrstück  in  dasselbe 
Glas,  in  dessen  Inhalt  das  erste  Kupferstuck  eingesenkt  wurde,  und 
hobt  schliesslich  noch  wahrend  des  Eintauchens  die  Verbindung  der 
oberen  Condensatorplatte  mit  dein  Erdboden  auf.  Beim  Emporziehen 
der  letzteren  Platte  entsteht  im  Elektrometer  ein  Ausschlag ,  der  eines 
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Theils  die  Folge  der  veränderten  Beschaffenheit  der  seit  einigen  Minuten 
l>ereils  mit  dem  Wasser  in  Berührung  sichenden  Kupfcrlliiche  ist.  andern 
Theils  aber  auch  von  der  ursprünglich  zwischen  den  beiden  Condeusa- 
torplattcn  vorhandenen  elektrischen  Differenz  herrührt.  Ist  nun  letzlere 
zuvor  gemessen  worden,  so  lässt  sich  die  durch  das  ungleichzeitige  Ein- 
tauchen des  Kupfers  erzeugte  Spannung  berechnen. 

Nehmen  wir,  im  Anschlüsse  an  die  früheren  Formeln  (S.  588) ,  die 
untere  Platte  als  aus  Platin  (Pl  bestehend  an.  und  bezeichnen  das  Melall 
der  oberen  Platte  mit  A\  so  entspricht  der  erste  Ausschlag  P,  welcher 
durch  die  elektrische  Differenz  der  beiden  Condensatorplalteri  erzeugt 
wird,  den  Spannungen 

/>=  (m  -  I ;  (  KPt  ■+■  </>/A))  -  n (PiA). 
dagegen  der  zweite  Ausschlag  P'  beim  Eintauchen  des  zweiten  Kupfer- 
Stückes  den  Spannungen 

J>WfM—  \  ){(KPt)  +  (PlA)) 
—  n([PlCu)  +  {CuCu)  +  {Cu'Aq')+(Aq'Aq)+{AqCu)  +  {CuPt)+{PtA) 

Wird  die  zweite  Gleichung  von  der  ersteu  abgezogen,  so  kommt, 
weil  {PtCu)  +  [CuPt}=0  ist. 

P  —  P'a=  n ((Cm Cu)  +  {Cu  Aq)  + (Aq'Aq)  ■+- : Aq Cu)), 
d.  h.  die  Differenz  der  beiden  Ausschlage  ist  ein  Maass  für  die  beim  un- 
gleichseitigen Eintauchen  der  beiden  Kupferstucke  entstehende  elektri- 
sche Spannung. 

Das  positive  Zeichen  dieser  Differenz  (auf  der  vorhergehenden  Seile) 
weist  daraufhin,  dass  das  im  ersten  Gliede  stehende  Cu  eine  positive  und 
das  im  letzten  Gliede  stehende  Cu  eine  negative  Spannung  zeigt,  oder 
dass  wenn  die  beiden  genannten  Kupferstucke  ausserhalb  der  Flüssigkeit 
metallisch  verbundeu  werden,  ein  Strom  entsteht,  welcher  in  diesem 
metallischen  Bogen  vom  erstgenannten  Cu  zum  zweiten,  oder  in  der 
Flüssigkeit  vom  zweiten  Cu  durch  Aq ,  Aq'  und  Cu'  nach  dem  ersten  Cu 
sich  bewegt ;  in  Bezug  auf  die  Art  der  elektrischen  Spannung  oder  auf 
die  Richtung  des  Stromes  nach  geschlossener  Kette  verhält  es  sich  also 
gerade  so ,  als  ob  das  langer  eingetauchte  Metall  sich  in  Platin  verwan- 
delt hätte.*) 

*  l'ni  bei  derartigen  Versuchen  zu  veihiudern  ,  dass  durch  das  Eintauchen  des 
zweiten  Kupfeisliit-kes  die  Flüssigkeil  in  der  Nähe  des  ersten  in  Bewegung  gesetzt  und 
dadurch  möglicherweise  eine  Aenderung  In  den  Spannungen  hervorgerufen  wird ,  ist 
es  nothwendig ,  jedes  McUllstück  in  ein  besonderes  durch  Schellarkunterlagen  isolir- 
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Als  z.  B.  eines  Tages  die  Spannung  (Zn  Cu)  einem  Ausschlage  von 
4,70  Sktli.  Mitsprach,  erhielt  ich  heim  Eintauchen  eines  frisch  polirten 
Kupferstückes  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  eines  andern  einen 
Ausschlag  von  — 0,80  Skth.,  woraus  die  Summe  der  elektromotorischen 
Kräfte  [Cm  Cu)  +  (Cm'  Aq)  +  {Aq' Aq)  [Aq Cu)  =-1-0,17  (Zn  Cu) .  also 
ein  mit  den  früheren  Messungen  Uhereinstimmender  Werth,  sich  ergihl. 

Bleiben  beide  Kupferstücke  längere  Zeit  ruhig  eingetaucht,  so  sinkt 
die  Spannung  des  aus  ihnen  gebildeten  galvanischen  Elementes  nach 
und  nach  auf  Null,  wofern  dte  beiden  Metalle  streng  gleichartig  sind. 

Von  dieser  Gleichartigkeit  der  beiden  Kupferstücke  kann  man  sich 
am  besten  Uberzeugen,  wenn  man  ihre  Verbindungen  respective  mit  der 
unleren  Condensatorplattc  und  dem  Erdhoden  durch  einen  Commutator 
vermittelt,  der  durch  Umlegen  seines  Bügels  eine  leichte  Verwechselung 
dieser  Verbindungen  gestaltet.  Sind  die  beiden  Kupferstücke  genau 
gleich  geworden,  so  muss  nach  dem  Umlegen  des  Commutators  der  Aus- 
schlag im  Elektrometer  derselbe  bleiben,  und  zwar  in  beiden  Lagen  des 
Bügels  genau  dem  durch  die  Spannung  der  unteren  Condensatorplattc 
gegen  die  obere  erzeugten  gleich  sein. 

Mit  Kucksicht  auf  den  später  zu  berichtenden  Gang  der  Verände- 
rungen, welche  die  elektromotorische  Kraft,  z.  B.  zwischen  Platin  und 
Wasser  im  Laufe  der  Zeit  erleidet,  liedarf  die  Frage,  ob  bei  Berührung 
des  Kupfers  mit  dem  Wasser  bereits  zehn  Minuten  nach  den  Eintauchen 
der  Zustand  völlig  conslant  geworden  ist.  noch  einer  bestimmten  Ant- 
wort. Dieselbe  lflsst  sich  leicht  durch  einen  dem  vorstehenden  analogen 
Versuch  geben. 

Nachdem  ein  frisch  polirtes  KupferstUck  40  Minuten  lang  in  destil- 
lirtem  Wasser  ruhig  gestanden  hatte .  wurde  in  dasselbe  Wasser  ein 
zweites  frisch  polirtes  KupferstUck  eingetaucht.  Die  Spannung  dieses 
Elementes  betrug 

beim  Eintauchen  des  zweiten  Kupferstuckes  0,17  [ZiiCu) 
Vi  Minuten  nach  dem     ,.         ,.       „  ..  0,11 
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tes ,  mil  Wasser  gefülltes  Glas  zu  tauchen ,  und  beide  Gläser  durch  einen  mit  dem- 
selben Wasser  gefüllten  Heber  zu  verbinden.  Der  Querschnitt  dieses  Hebers  darf 
nicht  zu  eng  sein,  um  nicht  beim  Eintauchen,  wo  die  Ableitung  der  unteren  Condcn- 
salorplatten  nur  sehr  kurze  Zeit  dauert ,  die  Ladung  des  Condensalors  zu  beein- 
trächtigen. 
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5  Minuten  nach  dem  Eintauchen  des  zweiten  Kupfcrslückes  0,01  (ZnCus 


In  zolin  Minuten  hatte  also  das  zweite  Kupferstuck  denselben  Zustand 
angenommen,  wie  das  bereits  50  Minuten  lang  eingetauchte  erste.  *)  , 

Durch  analoge  Versuche  lasst  sich  nun  auch  die  Aendening  im  Ver- 
hallen des  gereilten  Kupfers  nachweisen.  Wird  zehn  Minuten  nach  «lern 
Eintauchen  eines  ersten  gefeilten  Kupierstuckes  ein  zweites  in  das  deslil- 
lirte  Wasser  eingesenkt,  so  entsteht  ein  Ausschlag  von  0,03  {Zu  Cm)  in 
demselben  Sinne,  wie  zuvor  bei  polirtem  Kupfer,  so  dass  also  in  diesem 
Elemente  das  erste  Kupferslikk  (bei  Ableitung  des  zweiten:  eine  positive 
Spannung  von  der  angegebenen  Stärke  zeigt.  Kurze  Zeit  nach  «lein  Ein- 
tauchen des  zweiten  Kupferstucks  ist  bei  gleichartigen  Metallen  jede 
Spannung  verschwunden. 

Mittelst  des  im  Vorstehenden  beschriebenen  Verfahrens  kann  ferner 
der  Unterschied  im  Verhalten  des  polirlen  und  des  gefeilten  Kupfers  fest- 
gestellt werden.  Werden  beide  genannte  Metalle  gleichzeitig  in  destil 
/irtes  Wasser  eingetaucht ,  so  muss  ein  solches  Element  eine  Spannung 
von  nahe  0, 1 5  {ZnCu)  zeigen ,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  das  polirte 
Kupfer  eine  negative;,  das  gefeilte  eine  positive  Spannung  besitzt ,  wenn 
das  andere  Ende  zur  Erde  abgeleitet  ist.  Zehn  Minuten  nach  dem 
Eintauchen  ist  diese  Spannung  entweder  gleich  Null  oder  betrügt  in 
demselben  Sinne  wie  zuvor  noch  0,01  (ZnCu). 

Behufs  leichlerer  Uebersichl  stelle  ich  die  zuvor  ermittelten  ver- 
schiedenen Spannungen  nochmals  zusammen,  indem  ich  zur  Unterschei- 
dung das  gefeilte  Kupfer  mit  Am  bezeichne,  wahrend  (las  Zeichen  Cu  der 
polirten  Kupferoberfläche  und  der  inneren  Kupfermasse  verbleibt.  Es 
ist  dann 


*)  Während  nach  dem  Ergebnisse  des  obigen  Versuchs  die  Spannung  zwischen 
Wasser  und  Kupfer  von  10  bis  50  Minuten  nach  dem  Eintauchen  des  Metalles  keine 
merkliche  Veränderung  zeigt,  tritt  jedoch  (infolge  der  Bildung  ton  Salzen)  eine  solche 
im  Verlaufe  von  8  4  Stunden  ein;  bleibt  das  Metall  während  dieser  Zeit  ruhig  eingetaucht, 
so  erscheint  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Kupfer  noch  um  0,0i  bi.s  0,03  (ZnC u) 
negati\er,  als  sie  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  ist.  Dasselbe  gilt  auch,  wenn 
das  Kupfer  vier  Tage  lang  in  Wasser  eingetaucht  gewesen. 


0,00 


{Aq  Cu)  =  + 0,09  {Zu  Cu) 

(AqKu)  =  —  0,06  [ZnCu) 

{Aq Aq)  +  (Aq  Cu)  +  (Cu  Cu)  =  —  0,08(Z» Cu) 

(AqAq)  +  iAq'Ku')     (AV  Cu)  =  -  0,09  Zu  Cu). 
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Hieraus  ergchen  sich  weiter  folgende  Spannungen : 
(Cu  Cm)  -+-  {Cu  Aq')  •+■  [Aq'  Aq)  +  (Aq  Cu  =  +  0.17  (Zn  6m) 
(Ku  Ku)  +  [Ku  Aq')  -f-  {Aq  Aq)  +  {Aq Ku  =  -h  0,03  (/«  6m) 
(Cu  Ku)  +  (Ku  Aq') (Aq' Cu)  +  (6Y  Cu)  =  +  0,01  (Zn  Cu). 

Oben  habe  ich  erwähnt,  dass  die  absoluten  Werlhe  der  Spannungen 
zwischen  Wasser  und  Kupfer  von  der  Beschaffenheit  des  destillirten  Was- 
sers und  der  Kupferoberflüche  abhängen ;  eben  diese  Umstände  sind  aber 
auch  von  Einfluss  auf  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  die  sofort  beim 
Eintauchen  beginnenden  Aenderungen  bis  zum  Eintritt  des  constantcn 
Zustandes  verlaufen,  was  zur  Folge  hat,  dass  die  Spannungen  eines  aus 
zwei  polirten  und  in  zwei  Sorten  destillirten  Wassers  von  etwas  unglei- 
cher Beschaffenheit  eingetauchten  Kupferstucken  bestehenden  Elementes 
vom  Augenblicke  des  Eintauchens  an  bis  zum  Eintritt  des  constanten 
Werthes  je  nach  den  vorliegenden  Bedingungen  einen  etwas  verschiede- 
nen Gang  zeigen. 

Die  in  vorliegender  Abhandlung  beschriebenen  Messungen  der  elek- 
tromotorischen Kräfte  zwischen  dem  Wasser  und  den  Metallen  sind  inner- 
halb der  Temperaturen  von  12"  bis  20"  R.  ausgeführt  worden;  durch 
einen  speciellen  Versuch  habe  ich  mich  überzeugt,  dass  eine  Aenderung 
der  Temperatur  von  wenigen  Graden  die  betreffenden  Kräfte  nicht 
wesentlich  ändert;  in  wiefern  grossere  Aenderungen  der  Temperaturen 
einen  merklichen  Einfluss  darauf  ausüben,  muss  einer  spateren  Unter- 
suchung vorbehalten  bleiben.  Ich  habe  zwar  schon  in  dem  ersten  Theile 
meiner  elektrischen  Untersuchungen  (Bd.  V.  S.  437)  durch  den  Versuch 
nachgewiesen ,  dass  die  Spannung  an  den  Polen  eines  aus  Zink,  Kupfer 
und  Wasser  bestehenden  Elementes  selbst  durch  ziemlich  beträchtliche 
Temperaturerhöhungen  nicht  merklich  geändert  wurde,  wofern  die 
Metallstücke  erst  kurze  Zeit  zuvor  ins  Wasser  eingesenkt  waren.  Dies 
Resultat  genügte  für  den  damals  vorliegenden  Zweck ,  wo  es  sich  blos 
um  die  Benutzung  "dieser  Spannung  zur  Construction  eines  Elektrometers 
handelte;  dagegen  lässt  sich  aus  ihm  nicht  mit  Sicherheit  schliessen, 
dass  eine  Erhöhung  der  Temperatur  auf  die  Spannung  zwischen  Wasser 
und  Kupfer  ohne  Einfluss  sei,  indem  ja  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlos- 
sen ist ,  dass  eine  Erhöhung  der  Temperatur  in  den  elektrischen  Span- 
nungen des  Wassers  gegen  Kupfer  und  gegen  Zink  gleich  grosse  und 
gleich  gerichtete  Aenderungen ,  die  sich  also  in  der  Spannung  des  ge- 
rammten Elementes  aufheben  würden,  zu  erzeugen  vermag. 

AMimJI.  d.  K.  S.  Ce»ellMb.  d.  WiMMMcb.  XI.  40 
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Im  Folgenden  werden  meistens  anstatt  der  vollständigen  Zei<k 
für  die  auftretenden  elektromotorischen  Kralle  nur  die  Namen  der  an- 
einander folgenden  und  also  beziehungsweise  mit  einander  in  Benin  c 
befindlichen  Substanzen  genannt  werden.  Für  diese  Falle  will  ich  Wer- 
ken ,  dass  das  vor  dem  Zahlenwertbe .  sei  es  einer  einzigen .  sei  «  -ie 
Summe  mehrerer  elektrischer  Spannungen,  befindliche  Zeichen  +  *m 
—  stets  auf  das  erste  Glied  in  der  Reihe  der  genannten  Sutataiuen  a 
beziehen  ist,  so  dass  dieses  also  die  angegebene  Spannung  zeigt,  wm 
das  Endglied  zur  Erde  abgeleitet  ist.  Heisst  es  z.  B..  die  Spannung 
Wassers  gegen  Kupfer  sei  zehn  Minuten  nach  dein  Eintaueben  = 
[Zn  Cu) ,  so  zeigt  dies  an ,  dass  das  Wasser  in  jenem  Zeilnunlte  A 
Spannung  — 0.08  (ZnCu)  annimmt,  wenn  das  Kupfer  auf  einer  S|*i- 
nung  =  0  erhalten  wird.  Wird  ferner  gesagt,  ein  Element  aus  polirtri 
Kupfer,  Wasser,  polirtem  Platin  und  Kupfer,  oder  auch  da  kein  Mfcw- 
ständniss  obwalten  kann)  in  kürzerer  Bezeichnung  ein  Element  ai« 
polirtem  Kupfer.  Wasser  und  polirtem  Platin  gibt  beim  Eintauchen tr. 
Spannung  —  0, 1 8  [Zn  Cu) ,  so  zeigt  das  erste  Kupier  dieses  Eleiwm* 
die  Spannung  — 0,18  [ZnCu),  wenn  das  letzte  Kupfer  zur  Erde  -M- 
leilel  oder,  richtiger  gesagt,  in  seiner  Spannung  auf  Null  gebracht  viri 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  will  ich  noch  einen  Einwand  ent- 
kräften ,  den  mau  vielleicht  erheben  könnte.  Es  liegen  bis  jetzt  iei* 
Versuche  darüber  vor.  ob  die  Vertheil ung,  bei  Luft  als  trennendem  Jk- 
dium,  durch  Beimengung  von  Wasserdampfen  zur  Luft  geändert  wiri 
oder  nicht.  Jedenfalls  ist  die  Luft  zwischen  der  Wasserfläche  und  & 
darüber  schwebenden  Mctallfläche ,  auch  wenn  letztere  nur  weii? 
Secunden  nahe  Uber  dem  FlUssigkeitsspiegel  gehangen ,  etwas  fe***' 
als  zwischen  zwei  einander  genäherten  Metallplatten  ;  würden  oundüre* 
diese  etwas  grössere  Feuchtigkeit  die  Condensationsverhälinisse  ertefa- 
lich  geändert,  so  w  ären  die  über  der  Wasserfläche  ausgeführten  Melan- 
gen nicht  mehr  milden  blos  bei  Anwendung  der  Metallflächen  erhallt 
Werthen  vergleichbar.  Aus  den  im  Vorstehenden  berichteten  Versack* 
lässt  sich  aber  der  Scbluss  ziehen,  dass  bei  dem  angewandten  Verjähren 
keine  merkliche  Modification  eintritt. 


Nach  S.  611  und  S.  Gl  5  beträgt  nämlich  die  Aenderung  » 
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unter  Anwendung  zweier  metallischer  Condensatorplallen  gefunden 
wurde.  Die  Gleichheit  heider  Wer  die  Linn  als  Beweis  der  Vergleieh- 
barkeil  der  hei  beiden  Verfiihren  erhaltenen  Kesullate  dienen,  wofern 
man  bedenkt,  dass,  hei  Wasser  als  unterer  (londensalorplattc,  die  Feuch- 
tigkeit der  Luft  auf  die  zehn  Minuten  nach  dein  Eintauchen  des  Kupfers 
vorhandene  Spannung  ohne  allen  Einfluss  sein  imiss.  wenn  diese  Spannung 
bei  geeigneter  Beschaffenheit  der  oberen  Condensatorplalle  fast  Null  ist. 
also  durch  Modificalion  des  Condensationscoelficenten  keine  Aenderung 
erleiden  kann.  Ware  eine  solche  Modilicatiou  in  merklicher  Weise  vor- 
handen, so  wurde  sie  allein  den  heim  Eintauchen  des  Kupfers  in  die 
Trichlervorrichlimg  heohachleten  Ausschlag  Irelfen,  und  die  zuvor  er- 
wähnte Gleichheil  der  heiden  nach  verschiedenen  Methoden  erhaltenen 
Werthe  konnte  nicht  statt  haben. 

e.    Verhallen  des  Werners  gegen  Kupfer,  das  nach  dem  Poliren  oder  Feilen 
einige  Zeil  der  Luft  ausgesetzt  gewesen  ist. 

Zum  Verstandniss  der  im  Vorstehenden  mitgethciltcn  Beobachtun- 
gen (Iber  die  Aenderungen  im  Verhalten  des  Wassers  gegen  Kupfer,  so- 
wie zur  Beurt Heilung  des  Einflusses,  den  eine  unvollkommene  Reinigung 
der  Oberfläclie  des  Mctalles  Hussein  kann,  wird  es  erforderlich,  auch 
das  Verhalten  des  Wassers  gegen  solches  Kupfer,  das  einige  Zeit  nach 
dem  Poliren  oder  Feilen  der  Luft  ausgesetzt  gewesen  ist,  zu  unter- 
suchen. 

Um  die  der  Luft  ausgesetzten  metallischen  Oberflächen  gegen 
Staub  und  sonstige  Verunreinigungen  zu  schützen,  wurden  dieselben 
sofort  nach  dem  Poliren  oder  Keilen  unter  Glasglocken  aufbewahrt,  und 
bei  ihrer  Handhabung  jede  Berührung  der  ins  Wasser  zu  tauchenden 
Stellen  mit  den  Fingern  aufs  Sorgfältigste  vermieden. 

Die  Messung  der  elektrischen  Erregung  bei  Berührung  des  Wassers 
mit  dem  an  der  Luft  gelegenen  und  dadurch  an  seiner  Oberflaehe  ver- 
änderten Kupfer  geschah  in  der  Weise,  dass  ich  dieses  Kupfer  in  Wasser 
eintauchte,  in  welches  bereits  zehn  Minuten  zuvor  ein  frisch  polirtes 
Kupferstuck  eingesenkt  worden  war.  Da  die  constante  Spannung  des 
Wassers  gegen  dieses  letztere  Metall  nach  S.  608  bekannt  ist,  so 
konnte  aus  der  Grösse  der  Spannung  an  den  Polen  des  aus  den  beiden 
Kupferstücken  und  dem  Wasser  besiehenden  Elementes  die  Span- 
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nung  des  Wassers  gegen  das  an  der  Luft  veränderte  Kupfer  Iterechij, 
werden. 

Nach  S.  Ol  I  zeigt  Wasser  gegen  frisch  polirtes  Kupfer  im  Moment 
des  Eintauchens  eine  positive  Spannung  von  -1-0,09  (ZnCu  .    Wird  .L*- 
gcgen  ein  der  Luft  ausgesetzt  gewesenes  Kupfers! Uck  eingetaucht,  - 
erscheint  je  nach  der  seit  dein  Poliren  verflossenen  Zeit  diese  poWi.v- 
Spannung  geringer  oder  gehl  sogar  in  <lie  entgegengesetzte  über,  >> 
zeigte  z.  B.  das  Wasser  gegen  ein  nach  dem  Poliren  noch  nicht  gat: 
zwei  Tage  mit  der  Luft  in  Berührung  gewesenes  Kupferstück  heim  Eib- 
lauchen  bereits  die  Spannung  — (ZnCuj ,  und  gegen  ein  seit  Ü 
'lagen  der  Luft  ausgesetzt  gewesenes  Kupferstück  sogar  die  Spannon: 
—  0,07  [ZnCu:,  so  dass  dies  letztere  Kupferstück  in  seinem  Verhalt: 
sehr  nahe  einem  seit  zehn  Minuten  in  Wasser  getauchten  Kupferstudr 
gleich  kam. 

Selbst  verständlich  ist  hiernach,  dass  wenn  ein  frisch  polirtes  und  est 
vor  einiger  Zeit  polirtes  und  seitdem  der  Luft  ausgesetztes  KupterstiKl 
gleichzeitig  ins  Wasser  getaucht  werden,  im  Augenblicke  des  Eintauchen« 
die  Spannung  an  den  Polen  dieses  Elementes  eine  solche  Richtung  l-~ 
silzt,  als  ob  an  Stelle  des  frisch  polirten  Kupfersein  Zinkstück  eing-- 
taucht  wurde;  die  Grosse  dieser  Spannung  hangt  von  der  seit  uYa 
Poliren  des  zweiten  Kupferstückes  verflossenen  Zeit  ab .  und  kann  nad 
dem  Vorhergehenden  nahe  bis  zu  der  Höhe  steigen,  w  ie  sie  frisch  par- 
tes Kupfer  gegen  bereits  zehn  Minuten  lang  eingesenktes  im  Montau 
des  Eintauchens  darbietet. 

Der  beim  Eintauchen  zwischen  den  beiden  eben  bezeichnet* 
Kupferstücken  eintretende  Unterschied  beginnt  sofort  abzunehmen,  uiw 
nach  Verlauf  von  zehn  Minuten  erscheinen  beide  KupferstUcke  völlig  oder 
sehr  nahe  gleich  (höchstens  um  0.01  (ZnCü)  verschieden).  *) 


')  Die  durch  ungleiche  Reschaflenheil  .ler  O.ondensalorplatten  entstehende  Sf>an- 
nuiiü  scheidet  mau  .  wenn  es  sich  um  die  .Messung  constant  bleibender  SpawiuDü* 
handelt,  am  leiclilcslen  und  genauesten  aus,  wenn  man  die  beiden  Pole  des  Elemen- 
tes durch  einen  Commutalor  abwechselnd  mit  den  beiden  Coiideiisatorpiatten  verbin- 
det,  und  aus  den  erhaltenen  beiden  Ausschlügen  das  Mittel  nimmt.  Der  griis*frM. 
Sicherheit  wegen  habe  ich  stets  ih  n  Ausschlag  erst  in  der  einen  Lage  des  Condei»«*- 
tors,  dann  in  der  zweiten  ,  und  darauf  wieder  in  der  ersten  gemessen  ;  die  Gleich!** 
der  Wci  the  bei  der  ersten  und  dritten  Messung  beweist  die  umeriinderl  gebliebe« 
Bcschallenbeit  der  Coudensatoi  platten  uud  der  Luft. 
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In  den  vorstehenden  Versuchen  war  es  den  Umstünden  nach  nicht 
öglieh,  den  Zustand  der  Oberfläche  des  an  der  Lull  gelegenen  Kupfci- 
abehens  zu  bestimmen,  wogegen  die  Messung  der  elektrischen  Spalt- 
ung beim  Eintauchen  desselben  ausgeführt  werden  konnte.  Wollen  wir 
af  diesen  letzleren  Vorlheil  verzichten,  indem  wir  das  Stäbchen  durch 
ine  Platte  ersetzen,  so  lässt  sich  dafür  eine  genaue  Bestimmung  des 
.nstandes  der  Kupferoberilaehe  vor  ihrer  Berührung  mit  Wasser  ge- 
v  innen. 

In  dem  ersten  Thcile  dieser  Abhandlung  Bd.  IX.  S.  33  ist  bereits 
lrtgcftihrt,  dass  eine  polirte  Kupferplatte  durch  Liegen  an  der  Luit  nega- 
tiver wird.  Eine  nach  dem  Poliren  19  Tage  lang  der  Luft  ausgesetzte 
Kupferplattc  erschien,  als  untere  Kupfcrplatte  benutzt,  um  0,15  (ZnCu) 
negativer  als  eine  frisch  polirte.   Als  auf  die  so  beschaffene  horizontal 
gelegte  Kupfcrplatte  ein  Tropfen  Wasser  gebracht  und  in  dieses  Wasser 
das  unlere  Ende  eines  frisch  polirten  Kupfersliibchens  getaucht  wurde, 
erschien  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  nur  eine  Spannung  von 
-1-0,02  {ZnCu)'),  d.  h.  in  dem  Sinne,  als  ob  anstatt  des  frisch  polirten 
Kupferstabehens  Zink  eingetaucht  worden.   Eben  diese  Spannung  be- 
obachtete ich  in  gleichem  Zeitpunkte,  als  ich  an  Stelle  der  vorigen 
Kupferplatte  eine  frisch  polirte  Kupfcrplatte  legte;  es  verhielt  sich  also 
zehn  Minuten  nach  eingetretener  Berührung  mit  Wasser  eine  durch 
Aussetzen  an  die  Luft  um  0,15  (ZnCu)  negativer  gewordene  Platte 
einer  frisch  polirten  gleich,   was  mit  den  obigen  Resultaten  überein- 
stimmt.   Ein  gleiches  Ergebniss  fand  sich  bei  der  Untersuchung  einer 
seit  einem  halben  Jahre  an  der  Luft  gelegenen  Kupferplatte;  vor  dem 
Benetzen  mit  einem  Wassertropfen  war  sie  0, 1  i  (Zn  Ctt)  negativer  als 
eine  frisch  polirte;  nach  dem  Versuche,  mittelst  eines  trocknen  Hand- 
tuches stark  abgerieben,  erschien  sie  nur  noch  0,0S  [ZnCu)  negativer 
als  eine  frisch  polirte. 

Dass  eine  gefeilte  KupferoberflJiche  bei  dem  Ausselzen  an  die  Luft 
gleiche  Aenderungen  erleidet ,  wie  eine  polirte,  bedarf  nach  dem  Frühe- 
ren keines  weiteren  Beweises. 


*';  Es  mag  genügen  ,  hier  kurz  zu  bemerken  ,  «las»  dieser  Ausschlug  von  -f-  0,0* 
(ZnCu)  zum  grössten  Theile  eine  Folge  de*  Eintauchens  der  Spitze  gegenüber  einer 
Fläche  ist. 


w.  <;.  Ha>m  i  . 
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/.    Verhalten  des  Wassel*  gegen  bereits  in  W  asser  eingetaucht  gmesene* 

Kupfer. 

Wird  ein  poliitcs  Kupferstück  in  Wasser  getaucht,  so  zeigt  zehn 
Minuten  nach  der  Berührung  das  Wasser  gegen  dieses  Kupfer  eine  Span- 
nung —  0,08  ZnCu)  (S.  G08). 

Hebt  man  das  Kupfer  aus.  und  taucht  es  sofort  oder  nach  wenigen 
Minuten  wieder  ein,  so  erscheint  gleich  heim  Eintauchen  die  zuvor  an- 
gegebene Spannung  unverändert  wieder  oder  infolge  der  Bewegung 
(vergl.  den  nächsten  Paragraphen)  um  ein  wenig  vermindert. 

Wird  dagegen  nach  dem  Herausheben  das  an  dem  Kupfer  in  ein- 
zelnen Tropfen  hängende  Wasser  durch  rasches  Herumschleudern  mög- 
lichst entfernt ,  und  dann  das  Kupfer  unter  einer  Glasglocke  einige  Zeil 
aufbewahrt,  so  zeigt  sich  nachher  bei  neuem  Eintauchen  dieses  Kupfers 
im  Momente  des  Eintauchens  das  Wasser  sogar  noch  starker  negativ. 
So  betrug  die  Spannung  des  Wassers  gegen  solches  Kupfer  (jedes  Mal  im 
Momente  des  Eintauchens  gemessen) ,  nachdem  das  Kupfer  an  der  Luft 
gestanden  hatte 

ungefähr  1  Stunde  — 0,09  (ZnCu) 
t— 0  Stunden  —  0.10 
2  Tage  —  0, 1 3 
6  Tage  —0,1 4  ., 

Merkwürdigerweise  nimmt  nun ,  wenn  dieses  Kupfer  eingetaucht 
bleibt,  die  negative  Spannung  ab,  und  nach  10  oder  20  Minuten  langer 
Berührung  mit  dem  Wasser  beträgt  die  Spannung  des  Wassers  gegen 
dasselbe,  ebenso  wie  gegen  frisch  polirtcs  Kupfer  in  gleicher  Zeil  nach 
dem  Eintauchen,  wieder  — 0,08  (ZnCu  . 

g.   Verhalten  de*  in  Wasser  bewegten  Kupfers  gegen  ruhendes. 

Im  H.  Bande  der  3.  Reihe  der  Annfiles  de  Chimie  et  de  l'hysigue 
vom  Jahre  IX.'i'i  hat  E.  Becqucrel  Versuche  beschrieben  über  Ent- 
stehung elektrischer  Strome  durch  Bewegung  eines  von  zwei  gleich- 
artigen Metallstucken  in  einer  Flüssigkeit,  während  das  andere  feststand  ; 


*)  Das  zu  diesem  Versuche  benutzte  Kupfer  war  6  Tage  zuvor  zwei  Mal,  uinl 
zwar  jedes  Mal  12  bis  4  5  Minuten,  in  Wasser  eingetaucht  gewesen. 
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tuless  beziehen  sich  diese  Versuche  nicht  auf  destillirtes  Wasser,  das 
seiner  sehr  geringen  Leitungsfähigkeil  wegen  vermied.  Als  er  die 
-ine  von  zwei  in  eine  Lösung  von  schwefelsaurem  Kupferoxyd  oder 
andere  nicht  namhaft  gemachte  Lösungen  eintauchenden  Kupferplatten 
l>ewegte,  erhielt  er  wenig  kräftige  Ströme  und  noch  dazu  von  veränder- 
licher Richtung. 

Bei  destillirtem  Wasser  ist  letzteres  nicht  der  Fall ,  der  Strom  hat 
stets  eine  constanle  Richtung,  wenn  auch  keine  erhebliche  elektromoto- 
rische Kraft. 

An  die  Seilenwand  eines  Glases  wurde  eine  Glasröhre  von  20  mm 
Durchmesser  und  45 mm  Länge  mit  Siegellack  befestigt,  und  in  das  Glas 
dann  so  viel  Wasser  gegossen ,  dass  das  Niveau  der  Flüssigkeit  einige 
Millimeter  unter  dem  oberen  Rande  der  Glasröhre  stand;  das  untere 
Ende  der  Röhre  stand  noch  30 mm  vom  Boden  des  Glases  ab.    In  das 
Innere  der  Glasröhre  wurde  das  eine  KupferstUck  eingesenkt,  während 
das  zweite,  an  einer  drehbaren  Axe  befestigt,  ausserhalb  der  Röhre  in 
das  Wasser  des  Glases  eintauchte.  Um  nicht  Störungen  durch  Berührung 
des  Wassers  mit  zuvor  nicht  benetzten  Theilen  des  Mctallcs  zu  veran- 
lassen, waren  beide  Kupferstücke  vor  den  Versuchen  gegen  \0mm  liefer 
eingesenkt  gewesen,  als  dies  nachher  bei  der  Bewegung  statt  fand. 

Nachdem  die  frisch  polirten  Kupferstäbe  länger  als  zehn  Minuten 
eingetaucht  gewesen,  und  die  Spannung  beider  gegen  das  Wasser  sehr 
nahe  gleich  war  (der  Unterschied  betrug  nicht  0,005  (Zw Ca)),  wurde 
der  eine  Stab  in  Umdrehung  versetzt.  Die  hierdurch  erzeugte  Ungleich- 
heit in  den  Spannungen  zwischen  den  Kupferflächen  und  dem  Wasser 
konnte  entweder  mittelst  des  Condensalors  oder  milteist  des  früher 
Bd.  IX.  S.  18  erwähnten  Galvanometers  mit  9960  Windungen,  Doppel- 
nadel und  Spiegelvorrichlung  gemessen  werden. 

Milteist  des  Condensalors  ergab  sich  ein  Unterschied  in  den  Span- 
nungen des  Wassers  gegen  ruhendes  und  bewegtes  Kupfer  von  0,03  bis 
0,04  \ZnCti)  in  dem  Sinne  als  ob  anstatt  des  bewegten  Kupfers  Zink 
eingetaucht  wäre ;  durch  die  Bewegung  des  Kupfers  in  Wasser  war  also 
die  negative  Spannung  des  Wassers  gegen  ruhendes  Kupfer  um  0,03  bis 
0,04  (Zw  Cu)  verringert  worden. 

Dasselbe  Resultat  erhielt  ich  durch  die  Messungen  mittelst  des  Gal- 
vanometers. Ucbrigens  kehrte  das  asiatische  Nadelsystem  nach  Aufhören 
des  Drehens  nicht  sofort  in  die  Lage ,  wie  sie  vor  dem  Drehen  gewesen 
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war,  zurück.  Selbst  zwei  Minuten  nach  dem  Aufhören  «Irr  Bewegung 
betrug  die  Verringerung  der  negativen  Spannung  des  Was>ers  gegen 
Kupfer  noch  0,01  bis  0,02  \ZnCa).') 

2.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Platin. 
a.   Verhalten  des  Wassers  gegen  frisch  polirlcs  oder  gefeiltes  Platin. 

Nachdem  im  vorhergehenden  Abschnitte  die  bei  Berührung  des 
Wassers  mit  dein  Kupfer  eintretenden  elektrischen  Vorgänge,  sowie  die 
zu  ihrer  Beobachtung  dienenden  Verfahren  ausführlich  dargelegl  sind, 
wird  es  jetzt,  ohne  .Mangel  an  Deutlichkeit  befürchten  zu  müssen,  in  den 
meisten  Fallen  möglich  sein,  in  Kürze  über  diejenigen  Erscheinungen  zu 
berichten,  welche  beim  Eintauchen  und  Verweilen  der  übrigen  Metalle  im 
Wasser  eintreten. 

Wird  frisch  polirtes  Platin  in  Wasser  getaucht ,  so  ist  beim  Ein- 
tauchen selbst  das  Wasser  gegen  dieses  Platin  ebenso  wie  gegen  Kupfer 
positiv,  und  zwar  übersteigt  bei  guter  Politur  des  Melnlles  durch  lan^e- 
res  Abreiben  auf  dem  Handtuchc  erzeugt)  diese  positive  Spannung  die 
zwischen  Wasser  und  Kupfer  in  gleichem  Zeitmomenle  eintretende  selbst 
um  0.05  (ZnCu),  so  dass  also,  wenn  beim  Eintauchen  die  Spannung  des 
Wassers  gegen  Kupfer  +0,09  (ZnCti  betrügt,  die  entsprechende  Span- 
nung zwischen  Wasser  und  Platin  +0,14  [ZnCu-,  erreicht. 

Sofort  mit  dem  Eintauchen  beginnt  aber  die  positive  Spannung 
zwischen  Wasser  und  Platin,  ebenso  wie  die  Spannung  zwischen  Wasser 
und  Kupfer,  abzunehmen,  und  nach  dem  Durchgange  durch  Null  in  die 
entgegengesetzte,  also  negative  überzugehen.  Diese  Aenderung  der 
Spannung  erfolgt,  wie  ich  später  noch  specieller  nachweisen  werde, 
anfangs  sehr  rasch  und  wird  dann  allnütlich  langsamer.  Innerhalb  zehn 
Minuten  ist  die  negative  Spannung  schon  bis  —  0, 1 1  Zn  Ctt)  gestiegen, 
jedoch  ohne  damit  ihren  höchsten  Werth  erreicht  zu  haben. 


*)  ITm  Missverstnndnissc  zu  vermeiden  ,  bemerke  ich,  dass  ich  mich  Reu  ähnlich 
darauf  beschränkt  habe,  die  Genauigkeit  der  Messungen  bis  auf  0,01  [Zn  <'u  im  trei- 
ben; nur  in  einzelnen  Fallen,  wo  es  besonders  darauf  ankam,  bin  ich  bis  zu  0,00;t 
oder  0,005  {ZnCu)  gegangen.  Wenn  es  daher  im  Folgenden  heissl,  dass  zwei  Metall- 
stücke gegen  Wasser  ein  gleiches  Verhalten  zeigten,  so  soll  dies,  wofern  nicht  genauere 
Wcrtho  speciell  angegeben  werden  ,  nur  bedeuten .  dass  ihre  Verschiedenheit  noch 
nicht  0,01  (ZnCu)  erreichte. 
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Eine  Bestätigung  der  vorsiehenden  Resultate  liesssich  noch  auf  an- 
derem Wege  erhalten. 

Es  wurden  gleichzeitig  frisch  polirlcs  Kupfer  und  frisch  polirlcs 
Platin  in  destillirlcs  Wasser  getaucht,  und  die  Spannung  an  den  Enden 
dieses  galvanischen  Elementes  in  der  S.  6 1  3  beschriebenen  Weise  ge- 
messen. Die  unmittelbare  Beobachtung  gab  die  Spannung  des  Elemen- 
tes Kupfer -Wasser -Platin  genauer  Kupfer  -Wasser- Platin  -Kupfer)  im 
Momente  des  Eintauchens,  oder  CuAq)  +  (AqPi)  +  [PlCu)  ==—0,18 
(ZnCu).' 

Eben  diese  Spannung  lltsst  sich  aber  auch  aus  den  früher  erhalte- 
nen Zahlenwerthen  berechnen. 

Nach  S.  604  ist  iCuPl)  =     0,23  (ZnCu) 
nach  dem  Vorstehenden  [Aq  Pl)  =  +  0, 1  4 
und  (AqCu)  =  + 0,09 
woraus  (CuAq)  +  [AqlH)  ■+•  (PlCu)  =  —  0.18  (ZnCu),  also  ein  mit  dem 
direct  erhaltenen  Werthe  übereinstimmendes  Resultat  folgt. 

Zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  war  in  dem  erwähnten  speciel- 
len  Versuche  die  Kraft  des  genannten  Elementes  fCuCu)-t-Cn'Aq'j-k- 
.Aq'Aq)  +'{AlW>  +  AqPf)+  PfPl)  +  {PlCu)  bis  -0.27  ZnCu)  ge- 
stiegen. Die  früheren  Messungen  geben  nun 

(Cm  Pf;  =  +0,23;ZmCm) 
{Aq  Aq)  -+-  {Aq  Pf)  +  (Pf  PI )  =  —  0,  II  „ 
[Aq  Aq)  +  (Aq  Cu)  •+■  (Cu  Cu)  =  —  0,08  ,. 

folglich 

(CuCu)  +(Cu'Aq)  +  (Aq'Aq)  +  [Aq Aq)  +  {Aq' Pf)  •+■  [Pf Pf)  +  (PI Cu) 

=  —  0.26  (Zm  Cm). 
ein  Werth,  der  mit  der  directen  Beobachtung  nahe  zusammenrollt.*) 

Die  obigen  Zahlen  wert  he  geben  den  Betrag  der  Aenderung  der 
Spannung  zwischen  Wasser  und  Platin  innerhalb  der  ersten  zehn  Minu- 
ten des  Eintauchens  =0,25  (ZnCu);  ein  Resultat,  das  ich  noch  weiter 
bestätigt  habe,  indem  ich  zehn  Minuten  nach  dem  Einsenken  eines  polir- 
ten  Platinstabchens  in  destillirtes  Wasser  ein  zweites  frisch  polirtes 

')  Ich  erinnere  ausdrücklich  daran,  dass  diese  letzten  Versuche  nur  die  Differen- 
zen der  Spannungen  des  Wassers  gegen  Platin  und  Kupfer  controliren  ,  dagegen  in 
keiner  Weise  die  früher  festgestellten  elektrischen  Spannungen  der  Metalle  unter  ein- 
ander, indem  die  oben  für  (AqPt)  und  (Alf  Aq'\  +  <  Äff  /'/')  -f-  [Pl'Pl]  angeführten  Werthe 
uur  mit  Zugrundlegung  der  Spannung  {Cul'lj  =  ■+■  0, 23  (ZnCu)  berechnet  wurden. 


«26 


W.  G.  Hamsel, 


[42 


Platinslähchen  eintauchte,  und  die  Spannung  dieses  Elementes  im  Augen 
blicke  des  Eintauchens  roaass. 

Indessen  gibt,  wie  schon  angedeutet,  die  Zahl  0,2;i  (ZnCu)  noch 
nicht  den  ganzen  Betrag,  um  welchen  sich  die  Spannung  des  Wassers 
gegen  Platin  ändert;  diese  Aenderuog  ist  innerhalb  der  ersten  zehn 
Minuten  nach  dem  Eintauchen  noch  keineswegs  vollendet,  sondern 
wachst  im  Laufe  der  nächsten  halben  Stunde  noch  um  mehrere  Procente 
in  demselben  Sinne  wie  zuvor,  so  dass  die  gesammte  Aenderung, 
welche  in  der  fraglichen  Spannung  eintritt,  0,30  (ZnCu),  noch  etwas 
übersteigt. 

Am  besten  lassen  sich  diese  Aenderungen,  sowie  auch  die  Schnel- 
ligkeit ,  mit  welcher  sie  eintreten ,  aus  Versuchsreihen ,  wie  die  folgende, 
erkennen. 

Ein  polirtes  Platinstabehen  wurde  in  destillirtes  Wasser  eingesenkt, 
und  nach  einer  Stunde ,  wahrend  welcher  es  ruhig  darin  gestanden ,  ein 
zweites  genau  gleichartiges  frisch  polirtes  Platinslübchen  eingetaucht. 
An  diesem  galvanischen  Elemente  wurden  folgende  Spannungen  be- 
obachtet : 

beim  Eintauchen  +0,34  (ZnCu) 
%  Minute  nach  dem       „         +  0,23 

1'/2   +0.18  ,, 

5        „       ,,      „  +0.12  ,, 

10    +0.09  „ 

20   ,         „         +0,03  ,. 

30    +0,01 

M    +0,01 

Wie  das  Vorzeichen  lehrt,  erfolgte  die  elektrische  Spannung  in  dem 
Sinne,  als  ob  an  Stelle  des  zweiten  spater  eingetauchten  Platins  ein 
Zinkstück  eingetaucht  worden.  Nach  diesem  Versuche  hat  sich,  entspre- 
chend den  früheren  Messungen ,  die  Spannung  wahrend  der  ersten  zehn 
Minuten  um  0,23  ZnCu)  geändert.  Wahrend  also  schon  in  den  ersten 
zehn  Minuten  die  elektrische  Spannung  zwischen  Wasser  und  Platin  be- 
trachtlich stärker  variirt,  als  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Kupfer, 
ist  die  gesammte  Aenderung  bei  ersterem  Metalle  fast  doppelt  so  gross 
als  beim  zweiten.*) 

*)  Srhrbder  hat  in  PoggendoiTs  Annalon  Bd.  54.  S.75  aus  seinen  gnlvanome- 
irischen  Messungen  bereits  den  Schluss  gezogen ,  dass  das  Platin  durch  andauernde 
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Zur  Bestimmung  des  Ortes,  welchen  das  Platin  in  der  Spannungs- 
roi he  einnimmt,  war  (vergl.  Bd.  IX.  S.  40)  eine  aus  in  Frankreich  l>e- 
arbeitetem  Platin  bestehende  Platte  verwandt  worden ;  dagegen  hatte  ich 
zu  den  eben  berichteten  Messungen  Platinstabchen  von  3,5  mm  Durch- 
messer aus  angeblich  russischem  Platin  benutzen  müssen,  indem  ich  an- 
fanglich keine  hinreichenden  dicken  DrUhte  französischen  Platins  zu  er- 
langen vermochte.  Indess  schien  es  mir,  mit  Rücksicht  auf  das  thermo- 
elektrische  Verhalten  verschiedener  Platinsorten ,  durchaus  nothwendig, 
auch  die  Spannung  des  Wassers  gegen  die  letztere  Platinsorte  zu  prü- 
fen. Dies  konnte  nach  Erlangung  eines  Drahtes  aus  französischem  Platin 
von  3,2 m  Durchmesser  leicht  dadurch  geschehen,  dass  ich  ein  frisch 
polirtes  Stabchen  vor.  russischem  und  ein  eben  solches  von  französi- 
schem Platin  gleichzeitig  in  deslillirtes  Wasser  tauchte ,  und  die  Span- 
nungen an  den  Polen  dieses  aus  den  beiden  Platinsorten  und  Wasser 
bestehenden  Elementes  maass. 

Aus  solchen  Beobachtungen  ergab  sich,  dass  die  positive  Spannung 
des  Wassels  gegen  französisches  Platin  im  Momente  des  Eintauchens 
um  0,02  bis  0,03  (ZnCu)  grösser  war  als  gegen  russisches  Platin;  der 
Ausschlag  des  Elektrometers  erfolgte  also  in  dem  Sinne,  als  ob  an  Stelle 
des  französischen  Platins  ein  Zinkstück  eingetaucht  worden.  Auch  nach 
sechs  Stunden  erschienen  die  leiden  Stabchen  noch  nicht  völlig  gleich, 
obwohl  der  anfängliche  Ausschlag,  jedoch  ohne  seine  Richtung  zu  ändern, 
allrnälich  abgenommen  hatte :  nach  zehn  Minuten  nämlich  betrug  die  Span- 
nung des  Elementes  aus  russischem  Platin,  Wasser  und  französischem  Pla- 
tin noch  -fr-  0,02  {ZnCu},  nach  zwei,  vier  und  sechs  Stunden  noch  -fr- 0,01 
(Zn  Cm).  Daraus  folgt ,  dass  mehrere  Stunden  nach  dem  Eintauchen  die 
negative  Spannung  des  Wassers  gegen  das  angewandte  französische  Pla- 
tin um  0,01  (ZnCu)  geringer  war  als  die  gegen  das  zu  diesen  Versuchen 
benutzte  russische  Platin  beobachtete  Spannung.  *) 

Berührung  mit  Wasser  negativ  verändert  wird,  und  dass  die  Grösse  dieser  Aenderung 
beim  Platin  viel  beträchtlicher  ist  als  beim  Kupfer. 

•i  Wenn  die  Ladungen  des  Elektrometers  «o  schwach  sind,  wie  in  diesen  lelzlen 
Messungen,  so  lSsst  sich,  falls  das  Zimmer  völlig  uneleklrisch  ist,  wio  dies  bei  mftssig 
feuchter  Luft  während  des  Sommers  statt  findet,  die  Genauigkeit  der  Messungen  bis  auf 
weniger  als  0,005  {ZnCu)  verbürgen,  indem  man  cbpn  wegen  der  äusserst  geringen 
Spannung  bei  den  unmittelbar  nach  einander  in  beiden  Lagen  des  Commulators  aus- 
gerührten Messungen  keine  Störung  durch  einen  ungleichen  ElektricitStsvorlust  zu  he- 
fürchlen  hat. 
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Beim  Kupfer  zeigte  sieh  im  Momente  des  Eintaueheus  nvixta 
polirlem  unil  gefeiltem  Metall  ein  grosser  Unterschied  S.  Gl!  ,  dir 
negative  Spannuni!  des  Wassers  gegen  gefeiltes  Kupfer  war  nur  w 
0.03  Zn  Cu\  geringer  als  die  zehn  Minuten  spater  eintretende  «*■ 
stanle  Kraft 

Eine  ähnliche  Erscheinung  bietet  auch  das  Platin  dar.  Als  ein  sx- 
feiltcs  Plalinstübehen  eine  Stunde  nach  dem  Einsenken  eines  andern 
polirten  Stühchens  in  destillirtes  Wasser  getaucht  wurde,  zoisrte  das  *o 
gebildete  Element  im  Augenblicke  des  Eintauchens  des  gefeilten  Stäb- 
chens nur  eine  elektromotorische  Kraft  von  —  0.09  ZnCu.  worw* 
folgt,  dass  die  negative  Spannung  des  Wassers  gegen  das  gefeilte  eLw 
im  Eintauchen  begriffene  Stäbchen  nur  um  diesen  Betrag  geringer  war. 
als  gegen  das  bereits  eine  Stunde  lang  eingetauchte  andere  polirte  Siiilr 
chen.  Setzen  w  ir  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Platin,  eine  Stund? 
nach  dem  Eintauchen,  =  —  0,1 9  (ZnCu) .  so  würde  für  gefeiltes  Platin 
beim  Eintauchen  die  Spannung  [AqPt)  =  —  0.10  {ZnCu)  sein,  wahrend 
sie  für  polirtes  +  0,U  (ZnCu)  betrug. 

Während  am  polirten  Platin  die  nach  dem  Eintauchen  in  Waser 
eintretende  Aenderung  sich  verhaltnissmässig  langsam  vollzieht,  ist  ^ 
ebenso  wie  beim  Kupfer,  beim  gefeilten  Platin  viel  schneller  beendig. 
In  dem  so  eben  beschriebenen  Versuche  betrug  die  Spannung  des  Ele- 
mentes 

beim  Eintauchen  des  gefeilten  Platins  —0.09  ;Mn 
Vi  Minute  nach  dem       ,,         ,,       ,,  ,,     —  0,05  ,. 

V/2  .«    —0.°-  " 

10    „  ..     -0.00  .. 

so  dass  also  das  gefeilte  Platin  bereits  durch  eine  zehn  Minuten  dauernd 
Berührung  mit  Wasser  in  denselben  Zustand  versetzt  wird,  den  u* 
polirte  erst  nach  Verlauf  von  mehr  als  einer  halben  Stunde  annimmt. 

Wenn  ein  gefeiltes  und  ein  polirtes  Platinstabchcn  gfeichzeiüg  iß 
destillirtes  Wasser  eingetaucht  werden,  so  muss  nach  dem  Vorstehend«! 
im  Momente  des  Eintauchens  eine  starke  Spannung  hervortreten.  Bf» 
einem  speciellen  Versuche  betrug  dieselbe  z.  B.  ■+■  0,24  'ZnCu),  d.n.» 
dem  Sinne,  als  ob  an  Stelle  des  polirten  Platins  ein  Stück  Zink  ein- 
getaucht würde.  Wird  eben  diese  Spannung  aus  den  früheren  Versuch« 
berechnet  ,  so  ergibt  sich  ein  mit  der  directen  Messung  (übereinstim- 
mender Werth. 
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/*.  Verhüllet!  des  Wassers  gegen  Platin,  das  der  Laß  ausgesetzt  gewesen, 
oder  zuvor  in  Wasser  getaucht  oder  ausgeglüht  worden,  oder  in  Heirrguug 

befindlich  ist. 

Wahrend  »las  Kupfer  durch  Aussetzen  an  die  Luft  nicht  unerheb- 
liche Veränderungen  in  seiner  01>erflaehe  erleidet,  scheinen  solche  beim 
Fiatin  nicht  einzutreten,  denn  die  sehr  gelingen  Abweichungen,  welche 
sich  bisweilen  zwischen  dem  frisch  polirten  und  dem  nach  dem  Poliren 
mehrere  Tage  der  Luft  ausgesetzt  gewesenen  Platin  zeigen,  könnten  ihre 
genügende  Erklärung  in  der  Schwierigkeit  finden .  der  Oberflache  des 
nicht  belrachtlich  harten  Metalles  stets  dieselbe  Politur  zu  ertheilen. 
Eine  etwas  geringere  Politur  wird  aber,  wie  aus  den  zuvor  berichteten 
Verschiedenheiten  im  Verhallen  des  polirten  und  gefeilten  Metalles  her- 
vorgeht, gerade  bei  der  grossen  und  sehr  schnell  eintretenden  Ver- 
änderung in  der  Spannung  zwischen  Wasser  und  Platin,  leicht  Abwei- 
chungen von  0,02  und  selbst  0,03  (ZnCu)  zur  Folge  haben  müssen. 

Wird  ein  Platinstabchcn,  das  bereits  zehn  Minuten  mit  Wasser  in 
Berührung  gewesen  ist.  aus  demselben  herausgehoben .  und  nach  weni- 
gen Secunden  wieder  eingetaucht,  so  zeigt  es  sehr  nahe  dieselbe  Span- 
nung, wie  vor  dein  Herausheben. 

Wird  aber  das  Platinstabchcn  nach  dem  Herausziehen  aus  dem 
Wasser,  ohne  es  abzuwischen,  längere  Zeit  an  der  Luft  aufbewahrt,  so 
/ei^l  Ihm  neuem  Eintauchen  das  Wasser  keine  oder  mir  eine  sehr  geringe 
Spannung  gegen  das  Platin;  zehn  oder  zwanzig  Minuten  nach  dem  Ein- 
tauchen steigt  die  negative  Spannung  wieder  zu  dem  Werthe,  der  bei 
frisch  polirtem  Platin  nach  gleich  langer  Berührung  mit  dem  Wasser  be- 
obachtet wird. 

Das  Platin  wird  zwar  durch  Erhitzen  an  der  Luft  chemisch  nicht 
geündert ;  doch  erleidet  seine  Oberflache  durch  Glühen  eine  beträchtliche 
physikalische  Veränderung,  ich  möchte  sagen.  Auflockerung.  Denn,  wenn 
ein  Platinstabchcn  durch  Putzen  mit  Schmirgelpapier  und  Abreiben  auf 
einem  Handtuche  polirt  ist,  so  gleitet  es,  wenn  man  es  zwischen  einem 
mit  den  Fingern  angedrückten  Handluche  hinzieht,  leicht  hindurch,  wah- 
rend es  nach  dem  Glühen  bei  gleichem  Verfahren  wie  mit  einer  rauhen 
Oberflache  versehen  erscheint.  Ich  hielt  es  daher  für  nolhwendig,  auch 
das  Verhalten  zwischen  Wasser  und  Plalin  nach  dem  Glühen  des  letzteren 
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zu  untersuchen.  Des  liesseren  Verständnisses  wegen  möge  es  mir  ge- 
staltet sein,  eine  specielle  Versuchsreihe  inilzutheilcn. 

Nachdem  ein  polirles  Kupferslück  zehn  Minuten  lang  bereits  ins 
Wasser  eingesenkt  worden,  wurde  ein  frisch  polirles  Platinstabehen  ein- 
getaucht, und  die  Spannung  dieses  Elementes  uns  Kupfer.  Wasser  und 
Platin  erhallen : 

beim  Eintauchen  =  —  0,02  {Zn  €u\ 
%  Minute  nach  dem       „  —0,13 
^  Vi  "      «'  •»  ^—0,14  ,. 

10    —0.28      .,  etc. 

Daraus  folgt  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Platin  in  den  be- 
zeichneten Zeitpunkten  der  Reihe  nach:  +0.13;  +0,02;  +0,01; 
—  0,13(Z»Cu)  etc. 

Wahrend  das  Kupfer  eingetaucht  blieb,  wurde  das  Platin  von 
Neuem  polirt  und  dann  in  einer  Spirituslampe  mit  doppeltem  Luftzüge 
geglüht ;  die  Temperatur  erreichte  bei  der  Dicke  und  der  guten  Leitung 
und  Strahlung  des  Platins  nicht  die  Wcissgluhhitze.  Als  dieses  Platin  nach 
dem  Erkalten  eingetaucht  wurde .  betrug  die  Spannung  des  Elementes 
aus  Kupfer.  Wasser  und  Platin 

beim  Eintauchen  =  —  0,1 5  (ZnCu) 
%  Minute  nach  dem       .,  — 0,26 

1%     „       „     „         »i  — 0,30  „ 

10        ,,       ,,     m         »i  — 0,37  t, 

1  Vi  Stunde   —0,35  „ 

4  »»     »»         ».  — 0,30  ,, 

Hieraus  folgt  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Platin  in  dem 
angegebenen  Zeitpunkte  der  Reihe  nach:  0,00;  —0,11;  —0,15; 
-0,22;  -0,20;  —  0,1  ö  {Zn Ca). 

Das  Kupfer  ward  von  Neuem  polirt,  und  das  Platin,  ohne  seine 
Oberflache  weiter  zu  berühren,  nochmals  ausgeglüht.  Als  zehn  Minuten 
nach  dem  Einsenken  des  Kupfers  das  Platin  eingetaucht  wurde,  betrug 
die  Spannung  des  Elementes  Kupfer.  Wasser  und  Platin 

beim  Eintauchen  =  —  0,24  [ZnCu) 
3/4  Minute  nach  dem       „  — 0.32 

17*    -0,34  ,. 

3'/,    —  0,36  .. 

42        ,,       ,,     M         ,.  —0,37  , 
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V/4  Stunde  nach  dem  Eintauchen  =  —  0,31  (Zu  Cm) 
2'/»      ,,  ,,  —  0,32 

Hieraus  folgen  die  Spannungen  zwischen  Wasser  und  Platin  in  den 
angegebenen  Zeitpunkten  der  Reihe  nach:  —0,09;  —0.17;  —0.19; 
—  0,21;  -0.22;  -0.19;  -0.17  (Z»Cu). 

Durch  Glühen  des  polirten  Platins  wird  also  die  Spannung  des 
Wassers  gegen  dasselbe  gleich  beim  Eintauchen  negativ.  In  den  vor- 
stehenden Versuchen  wurde  diese  negative  Spannung  durch  ein  zweites 
Ausglühen  noch  erhöht.  Dieser  letztere  erhöhte  Werth  lasst  sich  indess 
auch  durch  die  intensivere  Hitze  eines  Bunsen'schen  Gasbrenners  mit 
doppeltem  Luftzüge  mittelst  einmaligen  Glühens  erreichen.  *) 

Auffallend  ist.  dass  nach  dem  Eintauchen  des  geglühleu  Platins  die 
negative  Spannung  zwischen  Wasser  und  Platin  rasch  Uber  das  Maxi- 
mum der  bei  ungeglühtem  Platin  beobachteten  Spannung  ( —  0.19  (Z»  Cm)) 
sieigt  (bis  —  0,23  (Zw  Cu)).  und  dann  allmälich  wieder  auf  das  eben  er- 
wähnte Maximum  zurücksinkt.  Beim  Kupfer  hatten  wir  auch  ein  Ueber- 
schreiten  der  gewöhnlichen  grössten  negativen  Spannung  (S.  622). 
jedoch  in  etwas  anderer  Weise;  früher  in  Wasser  getauchtes  und  dann 
einige  Tage  der  Luft  ausgesetztes  Kupfer  zeigte  beim  Eintauchen  eine 
grössere  Spannung  als  frisch  polirtes  zehn  Minuten  nach  uem  Ein- 
tauchen ,  und  ging  dann  ebenfalls  langsam  auf  die  Spannung  des  frisch 
polirten  Metalles  zurück. 

Das  eben  bezeichnete  Verhalten  des  geglühten  Platins  wird  durch 
den  nachfolgenden  Versuch  noch  weiter  bestätigt. 

Von  zwei  frisch  polirten  Platinstaben  ward  der  eine  sofort  in  de- 
stillirtes  Wasser  getaucht,  der  andere  dagegen  in  der  zuvor  genannten 
Gasflamme  stark  geglüht,  und  IG  Minuten  nach  dem  Einsenken  des 
ersteren  in  das  Wasser  getaucht.  Die  Spannung  dieser  Kette  betrug  im 
Augenblicke  des  Eintauchens  des  zweiten  Stäbchens 

+  0,06  (ZwCu) 
nach  y,  Minute  +0.04  „ 
„   2     „         0.00  „ 
„    3     ,,      — 0,03  ,, 


•)  Beim  Glühen  des  Plalinsläbchens  wurde  die  Spitze  stcls  in  die  Flamme  ge- 
bucht ,  so  dass  die  beim  ersten  Eintauchen  möglicherweise  darauf  nieder  geschlagene 
Kohle  wieder  verbrennen  mussle. 
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Das  geglühte  Platin  verhielt  sich  in  Bezug  auf  die  Richtung  der 
elektrischen  Spannung  also  anfangs  so,  als  ob  an  seiner  Stelle  Zink  em- 
getaucht  wäre,  nach  drei  Minuten  aber  umgekehrt. 

Durch  die  Bewegung  dos  Platins  im  Wasser  wird  die  Spannung  «fe 
Wassers  gegen  dasselbe,  wenn  das  Metall  durch  längeres  (roehrstündk-^ 
Eintauchen  den  conslanlen  Zustand  angenommen  hat,  nicht  media 
geändert. 

3.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Silber. 
a.   Verhalten  des  frisch  polirten  oder  gefeilten  Silbers. 

Die  zu  den  folgenden  Messungen  benutzten  Silberstäbchen  voc 
nahe  i1001  Durchmesser  stammten  aus  derselben  Masse  chemisch  reine« 
Silbers,  aus  welcher  die  Bd.  IX.  S.  45  beschriebene  Platte  gefertigt  war. 
Die  elektrische  Differenz  dieses  Metalles  gegen  Kupfer  ist  nach  der  ebes 
angefbhrt.cn  Stelle  =  0, 1 8  (Zu  Cu). 

Da  das  reine  Silber  ausserordentlich  weich  ist,  so  lässt  es  sich  nach 
dem  gewöhnlich  angewandten  Verfahren  wohl  nicht  mit  vollkommen 
polirter,  d.  h.  von  Rissen  freier  Oberfläche  darstellen ,  und  je  nach  der 
mehr  oder  weniger  vollkommenen  Politur,  welche  es  durch  das  Be- 
handeln mit  Schmirgelpapier  und  durch  Abreiben  auf  einem  Handtuche 
annimmt,  wird,  wie  man  nach  den  vorhergegangenen  Erfahrungen 
bei  polirten  und  gefeilten  Metallen  erwarten  muss ,  die  Grösse  der 
Spannung  zwischen  Wasser  und  Silber  beim  Eintauchen  des  Metalles 
schwanken.  Bei  guter  Politur  ist  es  mir  gelungen,  eine  Spannung  des 
Wassers  gegen  Silber  von  -+•  0,08  (Zn  Cu)  zu  beobachten  ;  bei  weniger 
vollkommener  Politur  sinkt  dieselbe  bis  zu  Null  oder  auch  selbst  b* 
—  0,02  {ZnCu}  herab. 

Dagegen  gewähren  die  einige  Zeit  nach  dem  Eintauchen  ausgeführ- 
ten Messungen  sehr  constante  Werthe ;  zehn  oder  zwanzig  Minuten  nach 
dem  Eintauchen  ist  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Silber  sehr  nahe 
der  Spannung  des  Wassers  gegen  Kupfer  gleich;  der  Unterschied  beträd 
ungefähr  0,01  (ZnCu),  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass.  wenn  die  Span- 
nung zwischen  Wasser  und  Kupfer  — 0,08  [ZnCu)  beträgt,  die  Spannung 
zwischen  Wasser  und  Silber  nur  bis  —  0?07  (ZnCu)  steigt. 

In  recht  auffälliger  Weise  lässt  sich  diese  nahe  Uebereinslimmuat; 
der  beiden  Spannungen  darlhun ,  wenn  polirtes  Kupfer  und  Silber  in 
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Wasser  zu  einem  Elemente  zusammengefügt  werden.  Nach  dem  Ein- 
tritte der  constantcn  Werlhe  .zehn  Iiis  zwanzig  Minuten  nach  dem  Ein- 
tauchen) ist  die  Spannung  an  den  Polen  dieses  Elementes  aus  Kupfer. 
Wasser  und  Silber  nahe  der  Spannung  zwischen  Kupfer  und  Silber 
gleich ;  sie  beträgt  —  0, 1 7  Zn  Cu, .  wahrend  ■  CuAg)  =  ■+-  0, 1 8  (Zn  Cu) 
ist .  so  dass  also  die  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkendeu  Spannun- 
gen zwischen  Wasser  und  Kupfer  einerseits .  und  zwischen  Wasser  und 
Silber  andererseits  sich  nahezu  aufheben. 

Die  Aenderung.  welche  bei  guter  Politur  des  Metalles  innerhalb  der 
ersten  zehn  oder  zwanzig  Minuten  nach  dem  Eintauchen  in  der  Span- 
nung zwischen  Wasser  und  Silber  eintritt,  ist  also  nahe  der  beim  Kupfer 
beobachteten  Aenderung  gleich. 

Das  gefeilte  Silber  verhalt  sich  ahnlich  wie  das  gefeilte  Kupfer ; 
die  Spannung  zwischen  Wasser  und  gefeiltem  Silber  beim  Eintauchen  ist 
nur  einige  Procente  weniger  negativ  als  zehn  oder  zwanzig  Minuten 
spater. 

h.  Verhallen  des  Wassers  gegen  an  der  Luft  gelegenes  oder  zuvor 
eingetauchtes  oder  geglühtes  oder  bewegtes  Silber. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  ist  der  Schwierigkeit,  das  Silber 
hinreichend  zu  poliren .  gedacht  worden  und  mit  Rücksicht  auf  diesen 
Umstand  wage  ich  keinen  bestimmten  Ausspruch  darüber,  ob  Uberhaupt 
und  um  welchen  Betrag  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Silber,  das 
einen  bis  zwei  Tage  an  der  Luft  gelegen  hat,  von  der  Spannung  des 
Wassers  gegen  frisch  polirtes  Metall  beim  Eintauchen  abweicht. 

Wird  ein  polirtes  Silbcrstübchen  bis  zum  Eintritt  der  constanten 
Spannung  ins  Wasser  eingetaucht,  so  erscheint,  wenn  das  Stabchen  aus 
dem  Wasser  herausgehoben  und  wenige  Secunden  darauf  wieder  ein- 
getaucht wird,  die  vor  dem  Herausheben  beobachtete  Spannung  sogleich 
beim  Eintauchen  wieder. 

Wird  das  Stabchen  nach  dem  Herausheben  aus  dem  Wasser  mehrere 
Tage  der  Luft  ausgesetzt ,  so  tritt  beim  Eintauchen  in  Wasser  sofort  die 
constantc  Spannung  —  0.07  (Zn  Cu)  ein,  oder  es  zeigt  sich  auch  eine  bis 
—  0,08  oder  — 0,09  (ZnCu)  erhöhte  Spannung,  die  jedoch  bald  wieder 
auf  den  Werth  —  0,07  (ZnCu)  herabsinkt. 

Nach  dem  Glühen  eines  polirten  Silberstäbchens  erscheint  beim 
Eintauchen  die  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe  beträchtlich  nega- 

M.h.u-U  .1.  K.  R.  r.w|l«h.  i.  \Vi«,r„,rl..    XI.  4| 
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tiv.  In  einem  Versuche  ward  dieselbe  beim  Eintauchen  — 0,14  Znü. 
gefunden  und  ging  dann  in  zehn  Minuten  auf  —  0.07  (Zn  Cu)  zuiuci 
in  einem  andern  stieg  die  Spannung  beim  Eintauchen  sogar  bis  —  tf.tS 
(Zn Cu  und  nahm  dann  so  langsam  ab ,  dass  sie  in  3  Stunden  erst  bt 
—  0.1 1  (ZnCu)  gesunken  war. 

Das  Glühen  geschah  Uber  einer  Spirituslampe  mit  doppeltem  Lafl- 
zuge .  und  erreichte  bei  der  Dicke  und  guten  Wärnieleitung  der  Stii* 
keine  grosse  Höhe;  es  wurde  namentlich  das  eine  Ende  des  Stäbchen 
der  Flamme  ausgesetzt,  und  auch  nur  dieses  ins  Wasser  getaucht;  & 
entfernteren  etwas  mit  Kohle  belegten  Theile  kamen  mit  dem  Was«« 
nicht  in  Berührung.  Die  Oberflüche  des  Silbers  erschien  nach  dem  Glü- 
hen überall  matt. 

Ein  gleiches  Resultat  erhielt  ich  durch  Glühen  des  Silbers  in 
Flamme  eines  Bunsen'schen  Gasbrenners  mit  doppeltem  Luftzuge;  d* 
Spitze  des  Silberstübchens  war  geschmolzen  und  nirgends  ein  Beschiß 
von  Kohle  wahrnehmbar.  Beim  Eintauchen  betrug  die  Spannuni: 
Wassers  gegen  dieses  Silber  —  0.20  {ZnCu). 

Die  Bewegung  des  Silbers  ändert  an  der  negativen  Spannung  zi- 
schen Wasser  und  Silbernach  längerem  (%  stundigem'  Eintauchen  nur 
äusserst  wenig.  Die  Beobachtungen  mittelst  des  Galvanometers  ergab« 
eine  Verminderung  derselben  um  etwa  0,005  [ZnCu). 

i.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Gold, 
a.    Verhallen  des  Wassers  gegen  frisch  polirtes  und  gefeiltes  Gold. 

Das  zu  den  nächstfolgenden  Messungen  verwandte  Goldsläbcbm 
war  ebenso  wie  das  Metall  der  entsprechenden  Platte  (S.  600)  nicht  ab- 
solut chemisch  rein ;  es  war  von  dem  Münzscheider  als  möglichst  feines 
Gold  geliefert  worden  und  enthielt  also  jedenfalls  noch  geringe  fremd 
artige  Beimengungen.  Die  Dicke  des  Goldstäbchens  betrug  nur  2mm;« 
Hess  sich  daher  schwierig  poliren. 

Nach  S.  000  ist  die  Spannung  [CuAu)  =+0,10  (ZnCu)\  unter 
Zugrundlegung  dieses  Werthes  ergibt  sich  beim  Eintauchen  die  Span- 
nung des  Wassers  gegen  Gold  =  -f- 0, 1 0  (ZnCu);  diese  positive  Span- 
nung nimmt  rasch  ab,  und  verwandelt  sich  in  eine  negative,  welche  nach 
zehn  bis  zwanzig  Minuten  bis  —  0,10  (Zn  Cu)  steigt. 


Digitized  by  Google 


Elektrische  Untersuhungen. 


635 


Nach  vorstehenden  Messungen  beirügt  die  Gesammtünderung.  wel- 
•he  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Gold  erleidet,  0.2G  [ZnCu). 
Dieselbe  habe  ich  auch  direct  bestimmt .  indem  ich  eine  halbe  Stunde 
lach  dem  Eintauchen  eines  Golddrahtes  das  polirle  Goldslübchen  in  das- 
selbe Wasser  tauchte,  und  die  Spannung  dieses  Elementes  beim  Ein- 
tauchen und  nach  dem  Eintritt  des  constanten  Zustandes  maass.  Der 
Unterschied  beider  Beobachtungen  gab  jene  Aenderung  =  0.29  (Zu  Cm). 
Uebrigcns  hangt  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Aenderung  vor- 
schreitet ,  von  der  Beschaffenheit  des  Wassers  und  der  Oberflüche  des 
Metalles  ab,  so  dass  in  manchen  Füllen  bereits  nach  zehn  Minuten,  in 
anderen  erst  nach  zwanzig  Minuten  oder  auch  noch  etwas  längerer  Zeit 
ein  constanter  Zustand  in  der  Spannung  eingetreten  ist. 

Der  Unterschied  in  den  Geschwindigkeiten .  mit  welchen  die  Modi- 
fikationen in  den  Spannungen  zwischen  Wasser  und  polirtem  Kupfer 
einerseits,  und  zwischen  Wasser  und  polirtem  Golde  andererseits  ver- 
laufen, tritt  recht  deutlich  hervor,  wenn  gleichzeitig  ein  polirtes  Kupfer- 
und  ein  polirtes  Goldslübchen  in  Wasser  getaucht  werden.  Die  Spannung 
eines  solchen  aus  Kupfer,  Wasser  und  Gold  gebildeten  Elementes  betrug 

beim  Eintauchen  —0,08  (ZnCu) 
ungefähr  3/4  Minute  nach  dem       ,.  —0,06 

<>    I V2     1«       h      1»         «t         —0,04  ,, 
2'/*      »1       11      „         »1         — 0,03  ,, 
,,    10       ,,       ..      ,,         ,,         —0,12      ,.  etc. 
Die  Aenderung  in  der  Spannung  zwischen  Wasser  und  Gold  ist 
also  in  den  ersten  Minuten  nach  dem  Eintauchen  geringer  als  die  Aen- 
derung zwischen  Wasser  und  Kupfer,  spüler  aher  beträchtlich  grösser, 
üebrigens  war  in  dem  vorstehenden  Versuche  die  Aenderung  in  der 
Spannung  zwischen  Wasser  und  Gold  in  zehn  Minuten  noch  nicht  voll- 
endet, wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  Spannung  berechnet,  welche 
ein  Element  aus  bereits  zehn  Minuten  in  Wasser  eingesenktem  Kupfer 
und  eben  eintauchendem  polirten  Golde  zeigen  muss;  diese  Spannung 
beträgt  -1-0,08  (ZnCu),  so  dass  also  die  im  vorstehenden  Versuche 
innerhalb  zehn  Minuten  am  Golde  allein  vollzogene  Veränderung  nur  auf 
0,20  (Zn  Cu)  steigt.  Nach  Eintritt  des  constanten  Zustandes  würde  obiges 
Element  anstatt  der  Spannung  — 0,12  (ZnCu)  die  Spannung  — 0.18 
{ZnCu)  dargeboten  haben. 

Die  gleich  zu  erwähnenden  Beobachtungen  über  den  Verlauf  der 
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elektrischen  Spannung  dos  Wassers  gegen  gefeilies  Gold  machten  es 
nothwendig,  auch  ein  absolut  reines  Goldstäbchen  in  Bezug  auf  sein 
Verhalten  gegen  Wasser  zu  vergleichen.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  das 
Gold  aus  einer  Lösung  von  Goldchlorid  durch  Eisenvitriol  niedergeschla- 
gen .  der  gut  ausgewaschene  Niederschlag  in  einem  kleinen  Tiegel  ge- 
schmolzen und  die  erhaltene  rundliche  Masse  ohne  Weiteres  in  die  Form 
eines  23  mm  langen  und  3,4mm  dicken  Stäbchens  gebracht. 

Das  Wasser  verhielt  sich  gegen  dieses  polirle  Stäbchen  im  Allge- 
meinen ebenso  wie  gegen  das  vorher  benutzte.  Da  infolge  der  grösseren 
Steifigkeit  das  neue  Stabchen  sich  vollkommener  poliren  Hess,  als  das 
frühere  dttnnere ,  so  gelang  es  auch .  beim  Eintauchen  eine  noch  etwas 
höhere  positive  Spannung  des  Wassers,  selbst  bis  zu  +0.15  (ZnCu)  zu 
beobachten.  Die  nach  längerer  Berührung  mit  dem  Wasser  vorhandene 
Spannung  war  der  früheren  gleich,  wie  dies  auch  die  directe  Verglei- 
chung  beider  Stabchen  ergab ;  dagegen  war  infolge  der  verschiedenen 
Beschaffenheit  (Politur)  der  Oberfläche  der  Verlauf  der  Aenderung  in  der 
Spannung  der  beiden  Stäbchen  nicht  derselbe. 

Wurde  das  Stabchen  aus  chemisch  reinem  Golde  gefeilt .  und  dann 
in  das  Wasser  getaucht ,  so  war  die  beim  Eintauchen  zu  beobachtende 
Spannung  des  Wassers  gegen  das  gefeilte  Gold  etwas  geringer  als  gegen 
das  polirte  (-1-  0.07  bis  -t-  0.09  (ZnCu));  dagegen  ging  diese  positive 
Spannung  langsamer  in  die  negative  Uber,  und  wuchs  die  letztere  viel 
weniger  rasch  als  beim  polirten  Golde;  ja  es  trat  sogar  in  der  Aen- 
derung der  Spannung  nach  der  negativen  Seite  hin  auf  einige  Zeit  ein 
Stillstan<l  oder  selbst  schwache  Umkehr  ein ,  worauf  dann  von  Neuem 
die  Aenderung  nach  der  negativen  Seile  hin  langsam  vorzuschreiten  be- 
gann. Es  möge  gleich  die  erste  Versuchsreihe  mit  dem  gefeilten  Drahte 
aus  chemisch  reinem  Golde  hier  Platz  finden.  Die  Spannung  des  Wassers 
gegen  dieses  Gold  betrug    beim  Eintauchen  -|-0,09  {ZnCu) 
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Also  selbst  in  einer  Stunde  ist  die  Spannung  des  Wassers  gegen  ge- 
illes  Gold  noch  lange  nicht  so  weit  negativ  als  in  zehn  Minuten  gegen 
o\irtes;  erst  am  andern  Tage  wurde  eine  fast  ebenso  hohe  negative 
pannung  beobachtet. 

In  der  vorstehenden  Versuchsreihe  ist  die  positive  Spannung  in  den 
.uf  das  Eintauchen  folgenden  nächsten  Minuten  nicht  negativ  geworden, 
.ondern  nur  zum  Verschwinden  gekommen;  bei  anderen  Beobachtun- 
gen, wo  der  Oberflächenzustand  ein  etwas  verschiedener  gewesen,  trat 
\ber  bald  nach  dem  Eintauchen  die  negative  Spannung  ein.  So  z.  B. 
wurde  in  einer  zweiten  Versuchsreihe  die  Spannung  zwischen  Wasser 
und  gefeiltem  Golde  gefunden  : 

beim  Eintauchen  -1-0,07  (ZnCu) 
+  0,01 
—  0,01 


Minute  nach  dem 

V/2 


4 

7 
13 
20 

I 


Tag 


—  0,05 

—  0,04 

—  0,04 

—  0,05 

—  0,12 


In  ahnlicher  Weise  verhielt  sich  im  Allgemeinen  auch  das  gefeilte 
Stäbchen  aus  nicht  chemisch  reinem  Golde ;  nur  trat  bei  ihm ,  wenn  die 
positive  Spannung  bald  nach  dem  Eintauchen  verschwunden,  oder  selbst 
schwach  negativ  geworden  war,  die  Umkehr  nach  der  positiven  Seite  oa 
so  stark  ein ,  dass  die  beim  Eintauchen  beobachtete  Spannung  fast  er- 
reicht (ja  in  einzelnen  Fallen  selbst  überschritten)  wurde ;  diese  positive 
Spannung  erhielt  sich  je  nach  ihrer  Höhe  längere  Zeit,  und  ging  dann 
später  in  die  negative  Uber.  Des  besseren  Verständnisses  wegen  will  ich 
eine  Versuchsreihe  im  Auszuge  mittheilen.  Die  Spannung  des  Wassers 
gegen  den  frisch  gefeilten  Golddraht  betrug 

beim  Eintauchen 
3  Minuten  nach  dem 
15 
25 

50  „ 
4'/a  Stunde 

Wurde  das  gefeilte  Gold  wieder  mässig  polirt,  so  blieb  noch  eine 
Neigung  für  die  zuletzt  erwähnten  Vorgänge,  die  sich  namentlich  auch 


0,09  (Zu  Cm) 
+  0,01 
+  0,06 
+  0,07 
+  0.03 
—  0,09 
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in  dem  sehr  langsamen  und  geringeren  Wachsen  der  negativen  Span- 
nung während  der  Berührung  mit  dem  Wasser  aussprach.  Erst  nach 
wiederholtem  sorgfältigen  Poliren  erschienen  die  zu  Anfang  dieses  Ab- 
schnittes fltr  polirtes  Gold  angegebenen  Werthe  wieder.  Das  Gesagte 
gilt  namentlich  von  dem  dünneren  Drahte,  der  sich  schlecht  poliren  liess. 

b.   Verhallen  des  Wasser«  gegen  an  der  Luft  gelegenes  oder  zuvor 
eingetauchtes  oder  geglühtes  oder  bewegtes  GoLL 

Wahrend  Platin,  wenn  es  nach  dem  Poliren  einige  Tage  der  Luft 
ausgesetzt  wird,  keine  Aenderung  in  seinem  Verhalten  gegen  Wasser 
zeigt,  und  beim  Silber  unter  gleichen  Umständen  wenigstens  keine  sehr 
beträchtlichen  Modifikationen  eintreten ,  Übt  das  Aussetzen  an  die  Lufl 
auf  das  Gold  einen  erheblichen  Einfluss  aus.  Als  die  beiden  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  beschriebenen  Goldstähchen  ein  Mal  13,  ein 
anderes  Mal  1  4  Tage  lang  unter  einer  Glasglocke  gestanden  hatten ,  be- 
trug im  Momente  des  Kintauchens  die  Spannung  des  Wassers  gegen 
dieselben  in  der  ersten  Versuchsreihe  —  0,07  (Zn  Cu),  und  in  der  zweiten 
—  0,09  {ZnCu);  innerhalb  der  nächsten  zehn  Minuten  stieg  diese  nega- 
tive Spannung  respective  auf  —  0,17  und  —0,19  (ZnCu). 

Als  beide  Goldstabeben  nach  den  eben  erwähnten  Versuchen  aus 
dem  Wasser  gehoben  worden,  und,  ohne  wieder  berührt  zu  sein,  einen 
Tag  an  der  Luft  geslanden  hatten,  betrug  die  Spannung  des  Wassers 
gegen  dieselben  im  Momente  des  Eintauchens  —0,10  {ZnCu)  und  erhöhte 
sich  innerhalb  der  nächsten  zehn  Minuten  bis  —  0,)$(ZnCu). 

Wurde  das  frisch  polirte  Stabchen  aus  dem  nicht  chemisch  reinen 
Golde  geglüht  *),  so  erschien  die  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe 
beim  Eintauchen  =  —  0.0 i  [ZnCu),  und  stieg  in  I  o  Minuten  bis  —  0.20 
{ZnCu). 

Die  Bewegung  des  längere  Zeit  bereits  in  Wasser  eingetauchten 
Goldstäbchens  rief  keine  erliebliche  Aenderung  in  der  Spannung  zwischen 
Wasser  und  Gold  hervor. 


*)  Beim  Glühen  war  die  Spitze  des  Drahtes  geschmolzen :  an  einer  Stelle  zeigten 
sich  Flecken  von  hellrother  Bronzefarbe ,  wohl  ein  Beweis ,  das«  dieses  Goldstäbeben 
auch  nichl  frei  von  Kupfer  war. 
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5.  Verhallen  des  Wassers  gegen  Palladium. 
a.    Spannung  des  Wassers  gegen  frisch  geputztes  Palladium. 

Für  den  Ort  des  Palladiums  in  der  Spannungsreihe  nehme  ich  den 
Bd.  IX.  S.  45  angegebenen,  wonach  die  Spannung  zwischen  Kupfer  und 
Palladium  =0,15  {ZnCu)  beträgt.  Die  an  der  eben  citirten  Stelle  aus- 
gesprochene Ansicht,  dass  dieser  Werth  sich  nicht  sehr  von  der  Wahr- 
heit entfernen  werde,  erhalt  durch  die  nachfolgenden  Versuche  eine  Art 
von  Bestätigung. 

Der  zu  diesen  Versuchen  angewandte  Palladiumdraht  war  nur 
\  4  mm  djck;  durch  die  geringe  Steifigkeit  wurden  die  Schwierigkeiten 
des  Reinigens  und  Polirens  seiner  Oberfläche  sehr  vermehrt,  und  «'s 
schwankten  daher  die  Messungen  der  Spannungen,  als  der  möglichst 
sorgfältig  polirte  Draht  in  das  Wasser  der  seitlichen  Rühre  an  der  Trichter- 
vorrichtung getaucht  wurde,  zwischen  -4-0,03  und  H- 0,07  (ZnCu).  Das 
Mittel  mehrerer  Versuche  betrug  -1-0,04  (ZnCu).  Mit  den  vorstehenden 
Angaben  stimmen  die  Messungen  der  Spannung  an  den  Polen  eines 
Elementes,  das  aus  zehn  Minuten  lang  eingetauchtem  Kupfer,  Wasser 
und  eben  eintauchendem  polirten  Palladium  gebildet  wurde,  überein 

Zehn  Minuten  nach  dem  Hintauchen  des  polirten  Palladiumdrahtes 
in  das  Wasser  betrug  die  Spannung  des  letzteren  gegen  das  Metall 
—  0,15  (ZnCu).  nach  einer  halben  Stunde  —0,23  (ZnCu)  und  schien 
dann  in  der  nächsten  Zeit  keine  merkliche  Aenderung  weiter  zu  erleiden. 

Die  GesammtSnderung,  welche  sich  in  der  Spannung  zwischen 
Wasser  und  polirtem  Palladium  im  Verlaufe  einer  halben  Stunde  nach 
dem  Eintauchen  beobachten  liess,  stieg  also  im  Durchschnitt  auf  0,27 
(ZnCu).  *) 

Das  Verhalten  des  gefeilten  Palladiums  hat  eine  gewisse  Aehnlich- 
keit  mit  dem  Verhallen  des  gefeilten  Goldes;  beim  Eintauchen  ist  die 
Spannung  des  Wassers  gegen  gefeiltes  Palladium  nur  sehr  schwach  negativ 
(—0,0 1  bis  —  0,03  (Zn  Cu)) ;  bei  geeigneter  Beschaffenheit  der  Oberfläche 
nimmt  dann  diese  negative  Spannung  ab,  geht  sogar  bis  ius  Positive  in 
einer  Versuchsreihe  war  sie  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  bis 
+  0,03  ZnCu)  gestiegen  und  kehrt  dann  allmalich  wieder  zumNegati- 

•)  Gelingt  es  das  Palladium  vollkommener  zu  poliren ,  als  oben  im  Mittel  ange- 
nommen wurde,  so  dass  ein  höherer  Anfannswerlh  eintritt,  so  wird  selbstverständlich 
die  Gesammläudcrung  grösser  und  steigt  bis  0,30  {ZnCu). 
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ven  zurück,  so  dass  diese  negative  Spannung  nach  einer  Stunde  dieselbe 
Grösse  erreicht,  wie  beim  polirten  Palladium.  Doch  kann  auch  der  Zu- 
stand der  Oberfläche  dergestalt  sein,  dass  die  negative  Spannung,  wie 
sie  beim  Eintauchen  eintritt,  nicht  in  die  positive  Ubergeht,  sondern, 
wenn  auch  anfangs  nur  sehr  langsam,  in  dem  anfänglichen  negativen 
Sinne  weiter  wachst;  in  diesem  Falle  langt  dann  die  negative  Spannung 
früher  auf  ihrem  Maximum  an ,  als  bei  der  zuvor  erwähnten  Beschaffen- 
heit (1er  Oberfläche. 

Dies  Verhalten  des  gefeilten  Palladiums  bringt  einen  eigenthüm- 
lichen  Gang  der  Spanuung  eines  aus  polirtem  Palladium,  dcstillii lein 
Wasser  und  gefeiltem  Palladium  gebildeten  Elementes  hervor.  Beim 
gleichzeitigen  Eintauchen  beider  Metalle  war  z.  B.  in  einem  Versuche 
die  Spannung  dieses  Elementes  (auf  Seiten  des  polirten  Palladiums! 

—  0,07  {ZnCu),  ein  Werth,  der  mit  den  früheren  Messungen  überein- 
stimmt, wenn  wir  die  Spannung  des  Wassers  gegen  polirtes  Palladium 
=  -+-  0,03  (ZnCu),  und  gegen  gefeiltes  Palladium  =  —  0,02  (ZnCu) 
setzen.  Da  nun  die  erstere  positive  Spannung  (Wasser  gegen  polirtes 
Metall)  rasch  abnimmt  und  in  die  negative  Ubergeht,  während  die  zweite 
negative  {Wasser  gegen  gefeiltes  Metall)  sich  nahe  erhält  oder  gar  in 
eine  positive  verwandelt,  so  muss  die  anfängliche  negative  Spannung  des 
obigen  Elementes  (auf  Seite  des  polirten  Metalles  rasch  abnehmen  und 
in  die  positive  Ubergehen,  welche  letztere  bis  +0,13  ZnCu)  steigen 
kann  und  dann  allmälich  je  nach  der  ObcrflächenbeschafTenheit  des  ge- 
feilten Metalles  in  kürzerer  oder  längerer  Zeit  verschwindet. 

b.   Verhallen  des  zuvor  mit  Luft  oder  Wasser  in  ßenihntny  gewesenen 
oder  geglühten  oder  bewegten  Palladiums. 

Wird  ein  polirter,  einige  Zeit  der  Luft  ausgesetzt  gewesener  Palla- 
diumdraht in  Wasser  getaucht,  so  ist  im  Momente  des  Eintauchens  die 
Spannung  des  Wassers  gegen  Palladium  sofort  negativ  { —  0.06  bis 

—  0,09  [ZnCu)).  Diese  negative  Spannung  steigt  nun  im  Laufe  der  Zeit, 
doch  scheint  die  Zunahme  etwas  langsamer  als  bei  frisch  polirtem  Metall 
zu  erfolgen. 

Ebenso  verhält  sich  das  Wasser  gegen  Palladium ,  welches  einige 
Tage  zuvor  bereits  mit  Wasser  in  Berührung  und  dann  der  Luft  aus- 
gesetzt gewesen  ist. 
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Wurde  ein  zuvor  polirter  Palladiumdraht  heftig  in  der  Flamme  eines 
B  unsen'schen  Brenners  mit  doppeltem  Luftzüge  geglüht,  so  zeigte  das 
Wasser  beim  Eintauchen  des  Drahtes  die  Spannung  — 0,09  [ZnCu),  die 
in  zehn  Minuten  bis  — 0,12  (ZnCu)  stieg. 

Als  der  zu  dem  vorstehenden  Versuche  benutzte  Palladiumdraht 
von  Neuem  polirt,  und  dann  eine  Zeit  lang  nur  so  weit  von  oben  her  der 
Flamme  des  genannten  Brenners  genähert  wurde,  dass  er  kaum  in 
schwache  Rolhglühhitze  kam  und  nach  dem  Abkühlen  stark  blau  ange- 
laufen erschien ,  so  betrug  die  Spannung  des  Wassers  gegen  denselben 
beim  Eintauchen  —0,23  {ZnCu);  in  zehn  Alinuten  wuchs  dieselbe  bis 
—  0,26  {ZnCu). 

Die  Bewegung  ändert  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  einem 
bereits  zehn  Minuten  lang  eingetauchten  Stück  Palladium  nicht. 

6.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Neusilber. 

a.    Verhalten  des  Wassels  gegen  frisch  geputztes  Neusilber. 

Von  demselben  Neusilberblerhe,  aus  welchem  die  Bd.  IX.  S.  47 
beschriebene  und  zur  Bestimmung  des  Ortes  dieses  Metalles  in  der 
Spannungsreihe  benutzte  Platte  angefertigt  war,  wurden  zwei  Stückchen 
für  die  Ermittelung  der  Spannung  des  Wassers  gegen  diese  Legirung 
verwendet. 

Die  Spannung  des  Wassers  gegen  polirtes  Neusilber  betrug 

beim  Eintauchen  =  +  0,08  [ZnCu) 
10  Minuten  nach  dem       ,,        =  —  0,21  „ 

Die  Aenderung,  welche  die  beim  Eintauchen  auftretende  Spannung 
zwischen  Wasser  und  polirtem  Neusilber  innerhalb  zehn  Minuten  erfährt, 
steigt  hiernach  auf  0,29  [ZnCu).  Eine  directe  Messung,  bei  welcher 
zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  eines  ersten  polirten  Stückes  Neu- 
silber ein  zweites  eingetaucht  wurde,  gab  für  diese  Aenderung  den 
Werth  0,30  {ZnCu) 

Uebrigens  erfolgt  diese  Aenderung  beim  Neusilber  sehr  rasch. 
Schon  vor  Verlauf  von  Vi  Minuten  nach  dem  Eintauchen  ist  die  positive 
Spannung  verschwunden,  und  bereits  innerhalb  fünf  Minuten  scheint  die 
eintretende  negative  Spannung  für  eine  längere  Zeit  ihren  grossten  Werth 
erreicht  zu  haben,  indem  sich  in  den  hierauf  folgenden  nächsten  Minuten 
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selbst  bis  zum  Verlauf  einer  Stunde,  keine  merkliche  Aenderung  wahr- 
nehmen lasst. 

Indess  ist,  obschon  nach  einstundigem  Eintauchen  die  Oberflache 
des  Neusilbers  bereits  braunlich  aussieht  *) ,  doch  die  Aenderung  in  «fcr 
Spannung  zwischen  Wasser  und  Neusilber  noch  nicht  vollendet.  Nadi 
20stündigem  Eintauchen  erscheint  vielmehr  das  Neusilber  dem  Kupfer 
gleich;  zu  dieser  Zeit  betragt  die  Spannung  eines  aus  Kupfer.  Wasser 
und  Neusilber  gebildeten  Elementes  höchstens  noch  -t-  0,005  [Zn  Ca. 
Nehmen  wir  an,  dass  die  Spannung  dieses  Elementes  zuletzt  =  Null  wird, 
so  muss  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Neusilber  genau  gleich  und 
entgegengesetzt  der  Summe  der  Spannungen  zwischen  Neusilber  und 
Kupfer,  und  Kupfer  und  Wasser  (vergl.  S.  608),  also  =  —  0,33 
(Zn  Cu)  sein. 

Das  gefeilte  Neusilber  verhalt  sich  beim  Eintauchen  ins  Wasser  dem 
polirten  Metalle  fast  gleich,  was  man  am  besten  durch  gleichzeitiges 
Eintauchen  eines  polirten  und  gefeilten  Metallstückes  erkennt.  Ein  der- 
artiger Versuch  gibt  durch  seinen  weitern  Verlauf  über  die  verschiedene 
Geschwindigkeit ,  mit  welcher  die  Aenderungen  an  den  beiden  Ober- 
flächenzustanden  erfolgen,  Aufschluss. 

Wahrend,  wie  so  eben  erwähnt,  beim  gleichzeitigen  Eintauchen 
eines  polirten  und  eines  gefeilten  Neusilberstuckes  fast  gar  keine  Span- 
nung eintrat,  erschien  schon  nach  Vi  Minute  eine  Spannung  =  +  0.13 
{ZnCu).  die  nach  1  •/,  Minute  auf  -+-  0,10  (ZnCu)  und  bereits  sechs  Minu- 
ten nach  dem  Eintauchen  auf  Null  gesunken  war.  Wie  das  Vorzeichen 
angibt ,  erfolgte  die  Spannung  in  dem  Sinne ,  als  ob  anstatt  des  gefeilten 
Neusilbers  ein  Zinkstück  eingetaucht  worden  wäre.  Hieraus  folgt  nun. 
dass  während  beim  Kupfer  und  Platin  die  Aenderungen  der  Spannung 
auf  dem  gefeilten  Metalle  rascher  verlaufen ,  als  auf  dem  polirten ,  beim 
Neusilber,  ahnlich  wie  beim  Golde  und  Palladium,  der  umgekehrte  Fall 
eintritt.  Eben  dieses  Verhalten  des  gefeilten  Neusilbers  giug  auch  aus 
den  Beobachtungen  der  Spannungen  an  den  Polen  zweier  Elemente  her- 
vor, von  denen  das  eine  aus  zehn  Minuten  lang  mit  Wasser  in  Berührung 
befindlichen)  Kupfer  und  später  eingetauchtem  polirten  Neusilber,  das 
zweite  aus  eben  diesem  Kupfer  und  spater  eingetauchtem  gefeilten  Neu- 
silber bestand. 


•)  Die  bräunliche  Schiebt  iSsst  sicli  durch  Abwisciiou  mit  Papier  entfernen. 
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b.   Verhalten  des  zuvor  mit  Luft  oder  Wasser  in  Berührung  gewesenen 

oder  bewegten  Neusilbers. 

Die  Spannung  des  Wassers  gegen  Neusilber,  das  nach  dem  Poliren 
einige  Zeit  der  Luft  ausgesetzt  gewesen  ist,  erscheint  sofort  negativ, 
nach  litägigem  Ausselzen  an  die  Luft  =  —  0,11  (ZnCu),  nach  sechs- 
wöchentlichem =  —  0,19  (ZnCu),  und  steigt  dann  innerhalb  zehn  Minu- 
ten auf  —  0,22  bis  —  0,24  [ZnCu). 

Wird  aber  Neusilber,  das  nach  dem  Poliren  zehn  Minuten  in  Wasser 
getaucht  und  dann  einige  Tage  an  die  Luft  gestellt  worden,  wieder  in 
Wasser  getaucht,  so  erscheint  im  Augenblicke  des  Eintauchens  die  Span- 
nung des  Wassers  gegen  dasselbe,  ahnlich  wie  unter  gleichen  Umstän- 
den beim  Kupfer  (S.  622),  beträchtlich  in  negativem  Sinne  erhöht;  sie 
stieg  in  einem  Versuche  bis  — 0,39  (ZnCu);  diese  hohe  negative  Span- 
nung verminderte  sich  aber,  ebenso  wie  beim  Kupfer,  und  betrug  nach 
zehn  Minuten  nur  noch  —  0,25  (ZnCu). 

Durch  Bewegung  scheint  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  be- 
reits zehn  Minuten  lang  eingetauchtem  Neusilber  nicht  geändert  zu  wer- 
den ;  sollte  eine  solche  vorhanden  sein ,  so  ist  sie  jedenfalls  geringer  als 
0,01  {ZnCu). 

7.  Verhallen  des  Wassers  gegen  Messing. 
a.   Verhalten  des  frisch  geputzten  Metalles. 

Aus  demselben  dicken  Messingbleche ,  welches  die  Bd.  IX.  S.  48 
zur  Bestimmung  des  Ortes  dieser  Legirung  in  der  Spannungsreihe  be- 
nutzte Condensatorplatte  geliefert  hatte,  wurden  zwei  Stäbchen  ge- 
schnitten, um  sie  für  die  Ermittelung  der  Spannung  zwischen  Wasser 
und  diesem  Messing  zu  verwenden. 

Sowohl  aus  Beobachtungen,  bei  welchen  eines  dieser  Stäbchen  mit 
polirter  Oberfläche  in  das  Wasser  der  seitlich  an  der  Trichtervorrichtung 
befindlichen  Röhre  getaucht  wurde,  als  auch  aus  den  Messungen  der 
Spannungen  eines  aus  Kupfer,  Wasser  und  Messing  gebildeten  Elemen- 
tes ergab  sich  im  Mittel  für  die  Spannung  des  Wassers  gegen  polirtes 
Messing  beim  Eintauchen  =  -1-0,08  {ZnCu) 

zehn  Minuten  nach  dem       „        =  —  0,28 
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wahrend  die  Spannung  dieses  Wassers  gegen  Kupfer  zehn  Minuten  nvh 
dem  Einlauehen  —  0,08  ZnCu)  betrug. 

Die  Aenderung  der  Spannung  tritt  gleich  nach  dem  Eintauchen 
polirten  Melalles  sehr  stark  ein.  so  dass  die  Aenderung  innerhalb  *t  Mi- 
nute bis  0,21  ZnCu)  steigt,  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Messin; 
innerhalb  dieser  Zeit  also  bereits  den  Werth  — 0,13  (Zn  Cu)  erreicht. 

Indess  ist  die  Aenderung  innerhalb  zehn  Minuten  noch  nicht  ganz 
vollendet,  sondern  schreitet  noch  etwas  vorwärts.  Ein  Element  aus  poür- 
tem  Kupfer  und  polirtem  Messing  zeigt  eine  halbe  Stunde  nach  dem  Ein- 
tauchen  nur  eine  sehr  geringe  Spannung ,  und  eine  Stunde  nach  dem- 
selben keine  Spannung  mehr.  Da  nun  die  Spannung  eines  solchen 
Elementes,  wenn  das  polirtc  Messing  zehn  Minuten  nach  dem  Kupfer 
eingetaucht  wird,  im  Momente  des  Eintauchens  =-|-0,38  (ZnCu  ist 
so  beträgt  die  Gesammtänderung  der  Spannung  zwischen  Wasser  und 
polirtem  Messing  0,38  {ZnCu). 

Aus  der  vorstehenden  Angabc ,  dass  eine  Stunde  nach  dem  Ein- 
tauchen in  Wasser  das  Messing  dem  Kupfer  gleich  erscheint ,  folgt,  da» 
die  Spannung  des  Wassers  gegen  Messing  um  diese  Zeit  gerade  um  die 
Spannung  des  Kupfers  gegen  Messing,  also  um  0,22  {Zn  Cu)  grösser  ist. 
als  die  des  Wassers  gegen  Kupfer. 

Die  beim  Eintauchen  des  gefeilten  Mossings  in  Wasser  eintretenden 
Erscheinungen  gleichen  den  beim  Eintauchen  des  Neusilbers  berichteten 
Vorgängen.  Beim  Eintauchen  selbst  ist  die  positive  Spannung  des  Was- 
sers  gegen  gefeiltes  Messing  nur  wenig  geringer  als  gegen  polirtes ;  in 
den  darauf  folgenden  nächsten  Minuten  erfolgt  aber  die  Aenderung  in 
dieser  Spannung,  ebenso  wie  bei  Gold,  Palladium  und  Neusilber,  lang» 
samer  als  beim  polirten  Metall;  nach  zwei  Minuten  ist  die  negative 
Spannung  des  Wassers  gegen  gefeiltes  Messing  um  ungefähr  0,06  (ZnCu 
kleiner  als  die  zu  gleicher  Zeit  zwischen  Wasser  und  polirtem  Messing 
vorhandene  Spannung.  Auf  diesem  Warthe  erhält  sich  die  Spannung 
zwischen  Wasser  und  gefeiltem  Messing  mehrere  Minuten  fast  ungeän- 
dert,  und  beginnt  dann  erst  langsam  bis  zu  der  zuvor  beim  polirten 
Messing  angegebenen  Grösse  zu  steigen. 

Eben  diese  Erscheinungen  traten  bei  einer  anderen  Messingsorte, 
bei  zwei  runden  einem  dicken  Messingdrahte  entnommenen  Stabeben 
ein.  Zum  besseren  Verständniss  des  Vorstehenden  mögen  hier  einige  mit 
diesen  Stäbchen  erhaltene  specielle  Resultate  folgen. 
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I  Minute  nach  dem  Eintauchen  =  -+-  0, 1  2  [ZnCu] 

3    =-|-0,07 

5    =  +  0,09 

*0    =  +  0,10  ,. 

I  »    =-|-0,1  1 

3»    =  +  0,06  „ 

1    Stunde   ,,  ,,         =  0,00 

Die  Ausschlage  des  Elektrometers  erfolgten,  wie  die  Zeichen  lebra. 
in  dem  Sinne,  als  ob  man  zuerst  anstatt  des  polirten,  spater  aber  anstat; 
des  gefeilten  Messings  ein  Zinkstuck  eingetaucht  hatte. 

b.   Verhalten  des  mit  Luft  oder  Wasser  in  Berührung  gewesenen 

oder  bewegten  Messings. 

Wenn  Messing  nach  dem  Poliren  einige  Zeit  an  der  Luft  gestandet 
hat ,  so  erscheint  beim  Eintauchen  sofort  eine  negative  Spannung  de 
Wassers  gegen  Messing ;  nach  1  itagigem  Aussetzen  an  die  Lufi  beim 
sie  —0,11  (ZnCu),  nach  6wöchentlichem  war  sie  bis  —  O.IGMu 
gewachsen.  Im  Verlauf  von  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  sn>? die- 
selbe in  den  beiden  Versuchen  resp.  bis  —0,22  und  — 0,26  {ZnCu. 

Ist  polirtes  Messing  zehn  Minuten  lang  in  Wasser  getaucht  und 
dann  wieder  einige  Zeit  der  Luft  ausgesetzt  worden ,  so  tritt  beim  Ein- 
tauchen eine  Spannung  des  Wassers  gegen  das  genannte  Metall  in  der 
Höhe  von  —  0,20 [ZnCu)  auf.  die  nach  zehn  Minuten  bis  —  0,28(Ziür 
steigt.  Als  ein  Messingstuck  längere  Zeit  in  Wasser  getaucht  gewesen 
und  dann  fast  drei  Wochen  wieder  an  der  Luft  gestanden  hatte,  zo^f 
sich  dieselbe  Erscheinung  wie  beim  Kupfer;  es  trat  beim  Eintauchen 
eine  Spannung  des  Wassers  gegen  Messing  =  —  0,40  (ZnCu)  ein.  die 
innerhalb  zehn  Minuten  bis  zu  — 0,28  {ZnCu)  herabsank. 

Ebenso  wie  beim  Neusilber  scheint  durch  Bewegung  die  Spannung 
zwischen  Wasser  und  bereits  zehn  Minuten  lang  eingetauchten)  MessM 
nicht  geändert  zu  werden. 

8.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Eisen. 

o.   Verhalten  des  frisch  geputzten  Metalles. 

Leider  waren  bei  Anfertigung  der  Bd.  IX.  S.  41  beschriebenen 
Eisenplatte  die  Abteile  nicht  aufbewahrt  worden ,  so  dass  ich  rur 
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Kupferslückes  ein  polirles  Eisenstäbchen  eingetaucht,  so  ist  die  Spanne 
dieses  Elementes  heim  Eintauchen  des  Eisens  = -f  0,34  'ZnCvi  .m 
zehn  Minuten  später  = -|- O.öl  (ZnCu).  Wird  nun  die  Spannung 
sehen  Wasser  und  Kupfer  =  —0.08  (ZnCu),  und  'FeCu)  =  +uji 
{ZnCu}  gesetzt,  so  folgt  aus  den  zuvor  angeführten  Zahleo  die  Spanne 
zwischen  Wasser  und  Eisen  im  Momente  des  Eintauchens  =  +  ■•.'• 
[Zn  Cu)  und  zehn  Minuten  später  =  -|-  0,27  Zn  Cu) :  Werthe,  welch«  k 
den  S.  647  gemachten  Angaben  nahe  übereinstimmen. 

Uebrigcns  ist,  wie  man  nach  dem  eben  Gesagten  leicht  vermutk 
wird,  das  Wachsen  der  positiven  Spannung  zwischen  Wasser  und  Em 
innerhalb  zehn  Minuten  noch  keineswegs  beendigt,  und  hängt  überkipi 
die  Schnelligkeit,  mit  welcher  jenes  Wachsen  eintritt,  gar  sehr  tot  <fe 
Beschaffenheit  der  polirten  Metallfläche  und  des  Wassers  ab.  AU  i.  ß 
zu  einer  anderen  Zeil  in  Wasser,  in  welches  bereits  zehn  Minuten  lau 
ein  Kupferstuck  eingetaucht  war.  das  zu  den  früheren  Messungen  fcc- 
nutzte, jetzt  wieder  frisch  polirte  Eisenstäbchen  eingesenkt  wurde.  \d 
ich  die  Spannung  dieses  Elementes 

beim  Eintauchen  =  +0,33  [ZnCu] 

10  Minuten  nach  dem       „        =  +  0,40 
ii        »>     i«         i,  ^=^H0,43 

1    Stunde    „     „        „        =  +  0,49     „  elf. 
woraus  ein  viel  langsameres  und  selbst  innerhalb  einer  Stunde  gerinfr 
res  Steigen  als  zuvor  in  zehn  Minuten  folgt.  Bei  noch  längerer  Benitt- 
rung  des  Eisens  mit  dem  Wasser  würde  die  Spannung  noch  etwas  & 
stiegen  sein.  *) 

Da ,  wie  bereits  erwähnt .  die  mit  dem  Wasser  in  Berührung  ge- 
brachten Eisenstäbchen  nicht  von  derselben  Masse  stammten,  welcher 
die  eiserne  Condensatorplatte  entnommen  war,  so  hielt  ich  es  liir  nok 
wendig,  noch  eine  andere  Eisensorte  mit  den  bisher  benutzten  Sttbcta 
zu  vergleichen.  Als  ein  aus  einer  beliebigen  Eisenmasse  stammend* 
Eisenstäbchen  gleichzeitig  mit  dem  zuvor  benutzten  in  Wasser  gelancbi 
wurde ,  zeigte  dies  Element  im  Momente  des  Eintauchens  so  gut 
keine  Spannung;  später  entwickelte  sich  aber  eine  solche,  die  innerhalb 

•)  Die  grössere  oder  geringere  Geschwindigkeit  in  der  Aendcruog  der  Spane* 
des  Wassers  gegen  das  Eisen  hKngt  unmittelbar  von  der  Geschwindigkeit  des  EWr* 
und  der  Zunahme  der  Oxydation  ab,  wie  dies  auch  die  weiter  unten  berichteteu Be- 
obachtungen am  Stahl  nachweisen. 
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allmillich  verringert,  nml  sogar  in  eine  betrachtlich  hohe  negative  ve-- 
wandelt. 

Die  Spannung  des  Wassers  gegen  ein  1  4  Tage  der  Luft  ausgevü- 
tes  Eisen  betrug  beim  Eintauchen  —0,10  (ZnCu),  nach  3  ,  Mnra> 
-1-0,15  (ZnCu)  u.  s.  w.  Die  Spannung  des  Wassers  gegen  ein  vir 
Wochen  mit  der  Luft  in  Berührung  gewesenes  Eisen  war 

im  Momente  des  Eintauchens  —0,16  (ZnCu) 
Vi  Minute  nach  dem  Eintauchen  -|-0,06 
1  Vi     ».      i«     »i         «t  +0,13  ,, 

20    +  0,25 

Ist  das  Eisen  früher  bereits  einige  Zeit  mit  Wasser  in  BerühruiL 
gewcsen.  so  erscheint  die  anfängliche  negative  Spannung  noch  grosse 
Nachdem  das  zu  dem  vorstellenden  ersten  Versuche  benutzte  Eisea- 
stiibchen  nach  dem  Herausheben  aus  dem  Wasser,  in  welches  es  ungefähr 
eine  Viertelstunde  eingetaucht  gewesen  war,  14  Tage  lang  an  der  Löf: 
gestanden  und  sich  mit  einzelnen  Hoststreiren  bedeckt  hatte,  fand  i& 
die  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe 

beim  Eintauchen  —0,23  (ZnCu) 


74  Minute  nach  dem       „  —0,11 

1  Vi     ».       n     »i         ii  — 0,03  „ 

2Vj             ,,  -4-0,05  ,, 

10    -1-0,19  „ 

20  +  0,19  „ 


Nach  Beendigung  dieser  Versuchsreihe,  wurde  das  Eisenstabckn 
wieder  14  Tage  lang  der  Luft  ausgesetzt;  die  Spannung  des  Wasser« 
gegen  dasselbe  betrug       beim  Eintauchen  —  0,29  (Zn  Cu) 
Minute  nach  dem        „  —0,21 
1  Vj     it       «i      H  m  0,1 7 

10    „  +0,17 

Zwei  bereits  früher  mit  dem  Wasser  einige  Zeit  in  Berührung  ge- 
wesene EisenstUbchen  wurden  von  Neuem  eingetaucht ,  und  erschienen 
nach  mehreren  Minuten  in  ihrem  Verhalten  gegen  Wasser  genau  gleich. 
Als  nun  das  eine  derselben  in  Umdrehung  gesetzt  wurde ,  entstand  eine 
Spannung  0,08  (ZnCu)  in  dem  Sinne,  als  ob  an  Stelle  des  bewegtem 
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einer  bis  zwei  Minuten  auf  -1-0,17  (Zn  Cu),  welcher  Werth  auch  noch  zehn 
Minuten  fortbestand.  Im  Augenblicke  deß  Eintauchens  war  also  die 
Spannung  des  Wassers  gegen  Schmiedeeisen  und  gegen  Gusseisen  gleich 
gross  (nach  S.  647  -1-0,09  [ZnCu));  dagegen  wuchs  bei  fortdauernder 
Berührung  die  positive  Spannung  des  Wassers  gegen  Gusseisen  rascher 
als  gegen  Schmiedeeisen ,  so  dass  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen 
erslere  -4-0,44(Zn  Cu)  betrug,  wenn  letztere  nach  S.  647  =  0,27  (Zn  Cu) 
gesetzt  wird. 

Zu  sehr  nahe  denselben  Werthen  führte  die  Messung  der  Spannung 
eines  Elementes  aus  Kupfer,  Wasser  und  Gusseisen.  Als  zehn  Minuten 
nach  dem  Einsenken  eines  Kupferstuckes  in  Wasser  ein  frisch  polirtes 
Stück  Gusseisen  eingetaucht  wurde,  fand  ich  die  Spannung  0,33 
(ZnCu);  dieselbe  stieg  in  zehn  Minuten  bis  0,70 (ZnCu).  Hieraus  folgt 
die  Spannung  des  Wassers  gegen  Gusseisen  l>eim  Eintauchen  0,09 
(ZnCu)  und  zehn  Minuten  spater  4-0,46  (ZnCu). 

d.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Stahl. 

Die  zu  den  folgenden  Messungen  verwandten  Stahlstabe  bestanden 
aus  rundem  Gussstahl  von  fast  4nun  Dicke.  Einige  derselben  wurden 
in  dem  Zustande,  welchen  sie  durch  ihre  Verfertigung  angenommen 
hatten,  belassen,  andere  dagegen  wurden  gehartet  (glashart). 

Die  Spannung  des  Wassers  gegen  glasharten  polirten  Stahl  fand  ich 
beim  Eintauchen  der  Spannung  des  Wassers  gegen  polirtes  Eisen  nahe 
gleich;*)  sie  betrug  je  nach  den  Umstanden  0,06  bis  +0,09  (ZnCu). 
Sofort  nach  dem  Eintauchen  begann  aber  diese  positive  Spannung  abzu- 
nehmen, kam  binnen  wenigen  Minuten  fast  zum  Verschwinden  oder  ging 
sogar  in  eine  schwache  negative  Uber.  Dieser  Zustand  dauerte  fort,  so 
lange  der  Stahl  blank  erschien;  so  blieb  die  Spannung  z.B.  in  einer  Ver- 
suchsreihe wahrend  I1/«  Stunde  =  —  0,02  (ZnCu),  und  war  nach  18 
Stunden ,  in  welcher  Zeit  der  Stahlstab  sich  schwach  zu  oxydiren  be- 
gonnen hatte,  bis  ■+■  0,08  wieder  gestiegen. 

*)  Die  Stellung  des  gehärteten  Stahles  (überhaupt  des  Gussstahles)  in  der  Span- 
nungsreihe war  nicht  bestimmt  worden ;  ich  habe  dieselbe  namentlich  auch  mit  Rück- 
sicht auf  sein  Verhallen  beim  Eintauchen  in  Wasser  gleich  der  des  Bisens  genommen ; 
die  obigen  Warthe  sind  also  erhalten,  indem  ich  die  Spannung  des  Stahles  gegen 
Kupfer  ss-t- 0,t6  (ZnCu)  setzte. 
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Das  gefeilte  Wismuth  verhalt  sich  beim  Eintauchen  dem  polirten 
nicht  gleich ,  sondern  das  Wasser  zeigt  gleich  beim  Eintauchen  des  ge- 
feilten Metalles  eine  um  0,10  bis  ti,12  {ZnCu)  grössere  negative  Span- 
nung als  beim  Eintauchen  des  polirten.  Am  directesten  gewinnt  man 
dies  Resultat  durch  gleichzeitiges  Eintauchen  eines  polirten  und  eines 
gefeilten  Wismuthstückes  in  destillirtes  Wasser.  Nach  S.  603  beträgt  die 
Spannung  einer  gefeilten  Wismuthplalte  gegen  Kupfer  nur  0,18  (ZnCu\ 
ist  also  um  0,12  (ZnCu)  geringer  als  die  des  polirten  Wismuths  gegen 
Kupfer. 

Sehr  bald  nach  dem  Eintauchen  eines  aus  polirtem  und  gefeiltem 
Wismulh  bestehenden  Elementes  wird  die  Spannung  desselben  gleich 
Null,  so  dass  also  auch  die  Spannung  des  Wassers  gegen  gefeiltes  Wis- 
muth  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  —0,20  {ZnCu)  betragt. 

b.   Verhalten  des  mit  Luft  oder  Wasser  in  Berührung  gewesenen  oder 

bewegten  Wismuths. 

Durch  Aussetzen  des  Wismuths  an  die  Luft  wird  die  negative  Span- 
nung des  Wassers  gegen  dasselbe  beträchtlich  erhöht.  Als  ein  Wismuth- 
stabchen  1 4  Tage  lang  an  der  Luft  gestanden  hatte,  betrug  die  Spannung 
des  Wassers  gegen  dasselbe  im  Momente  des  Eintauchens  —  0,1 6  {Zn  Cu  ; 
gegen  ein  sechs  Wochen  an  der  Luft  gestandenes  Wismuthstabchen  fand 
ich  dieselbe  beim  Eintauchen  —  0, 1 8  {Zn  Cu) ,  und  zehn  Minuten  nach 
dem  Eintauchen  war  diese  Spannung  in  beiden  Fallen  bis  —  0,21  {Zn  Cu] 
gestiegen. 

Noch  weiter  erhöht  wird  die  negative  Spannung,  wenn  das  Wis- 
mulh zuvor  einige  Zeit  in  Wasser  eingetaucht  und  dann  wieder  der  Luft 
ausgesetzt  worden  ist.  Unter  solchen  Umstanden  betrug  die  Spannung 
des  Wassers  gegen  Wismuth  im  Momente  des  Eintauchens  —  0,26  {Zn  Cu . 
und  behielt  diesen  Werth  bis  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  fast 
umgeändert  bei.  Gegen  ein  anderes  zuvor  in  Wasser  getauchtes  und 
dann  einige  Zeit  der  Luft  ausgesetztes  Wismulhstück  zeigte  das  Wasser 
beim  Eintauchen  die  Spannung  —  0,25  {ZnCu);  dieselbe  nahm  in  einer 
halben  Stunde  bis  —0,22  {ZnCu)  ab. 

Durch  Bewegung  des  zehn  Minuten  lang  eingetauchten  polirten 
Wismuths  wird  die  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe  nicht  ge- 
ändert. 
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wesen.  und  in  noch  höherem  Grade,  wenn  das  Metall  zuvor  zehn  Minu- 
ten in  Wasser  getaucht  gewesen  ist  und  darauf  wieder  an  der  Luft 
gestanden  hat.  Sofort  nach  dem  Eintauchen  nimmt  aber  diese  negative 
Spannung  ab ,  so  dass  sie  je  nach  der  Grösse  des  Anfangswertbes  sieb 
dein  Verschwinden  nähert  oder  auch  selbst  in  eine  sehr  schwache  posi- 
tive Ubergeht.  Nach  wenigen  Minuten  beginnt  schliesslich  die  negative 
Spannung  wieder  zu  wachsen  und  sich  dem  Werthe  —  0,06  {ZnCu)  zu 
nahern. 

So  war  bei  einem  polirten  und  sechs  Tage  lang  der  Luft  ausgesetz- 
ten Antimon  die  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe 

beim  Eintauchen  — 0,01  (ZnCu) 
3/i  Minute  nach  dem       „         -1-0,01  „ 

l'/a     ,   0,00  m 

10      „       „      „         „         —0,04  „ 

Gegen  ein  gleich  lange  der  Luft  ausgesetztes  gefeiltes  Antimot 
zeigte  Wasser  die  Spannung 

beim  Eintauchen  —0,04  (ZnCu) 
V«  Minute  nach  dem       „  —0,02 

Vh   —0,02  „ 

10    —0,05 

Als  beide  Melallstücke  nach  dem  Herausheben  aus  dem  Wasser 
w  ieder  drei  Tage  an  der  Luft  gestanden  hatten,  betrug  die  Spannung  des 
Wassers  im  Momente  des  Eintauchens  gegen  das  polirte  Metall  —  0,06 
(ZnCu),  und  gegen  das  gefeilte  Metall  — 0.08  (ZnCu).  Beide  Spannun- 
gen nahmen  in  einer  Minute  bis  — 0,01  (ZnCu)  ab;  nach  1 0  Minuten 
betrugen  dieselben  resp.  — 0,01  und  — 0,03  (ZnCu). 

Eine  Bewegung  des  Antimons  im  W'asser  ändert  die  Spannung  des 
Wassers  gegen  dieses  Metall  nicht. 

11.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Zinn. 
a.  Verhalten  des  frisch  geputzten  Metaües. 

Die  zu  den  nachfolgenden  Versuchen  benutzten  Stäbchen  waren 
den  Zinnstangen  entnommen ,  welche  das  Material  zum  Guss  der  oben 
S.  600  beschriebenen  Condensalorplatte  geliefert  hatten. 
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tauchen  die  Spannung  des  Wassers  gegen  das  genannte  Metall  negativ, 
und  zwar  um  so  starker,  je  länger  das  Metall  mit  Luft  und  Wasser  in 
Berührung  gewesen  ist.  Die  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  vor- 
handene negative  Spannung  ist  ebenfalls  beträchtlich  grösser  als  in  glei- 
chem Zeitmomenle  bei  frisch  polirtem  Metall ;  dagegen  ist  der  Betrag 
der  innerhalb  der  ersten  zehn  Minuten  in  dieser  Spannung  eintretenden 
Aenderung  geringer  als  bei  dem  frisch  polirten  Metall. 

Gegen  ein  polirtes  und  ein  gefeiltes  seit  sechs  Tagen  der  Luft  aus- 
gesetztes ZinnstUck  betrug  die  Spannung  des  Wassers  beim  Eintaucbeo 
resp.  —0,08  und  — 0,09  ZnCu),  und  stieg  in  zehn  Minuten  bis  resp. 
—  0,22  und  —0,20  (ZnCu]. 

Nachdem  beide  Metallstücke  nach  dem  Herausheben  aus  dem  Was- 
ser wieder  drei  Tage  an  der  Luft  gestanden ,  war  die  Spannung  des 
Wassers  gegen  dieselbe  beim  Eintauchen  resp.  —  0,22  und  —  0,21 
(ZnCu),  und  stieg  in  zehn  Minuten  bis  —0,27  (ZnCu). 

Nach  noch  längerer  Berührung  mit  Luft  und  Wasser  steigt  die 
negative  Spannung  des  Wassers  gegen  das  Metall  noch  höher.  Gesen 
gefeiltes  Zinn ,  das  sechs  Wochen  an  der  Luft  gestanden ,  betrug  die 
Spannung  des  Wassers  beim  Eintauchen  —0,29  {ZnCu),  und  stieg  in 
zwanzig  Minuten  bis  — 0,40  (ZnCu). 

Als  ein  Zinnstück  einen  Tag  in  Wasser  gestanden  und  darauf  zwei 
Tage  noch  der  Luft  ausgesetzt  gewesen  war,  ergab  siel»  die  Spannung  des 
Wassers  gegen  dasselbe  beim  Eintauchen  =  —  0,27  (Zn  Cu)  und  sties 
dann  in  zehn  Minuten  bis  —  0,36  (ZnCu).  Gegen  ein  vier  Tage  lang  in 
Wasser  gestandenes  Zinnstuck  fand  ich  die  Spannung  des  Wassers  einige 
Zeit  nach  dem  Eintauchen  sogar  bis  gegen  — 0,50  (ZnCu)  gestiegen. 

Die  Bewegung  eines  zehn  Minuten  lang  eingetauchten  Zinnstückes 
ändert  die  negative  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe  entweder  gar 
nicht  oder  vergrössert  sie  höchstens  um  0,01  (ZnCu). 

12.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Blei. 
a.   Verfallen  des  frisch  gefeilten  Metalks. 

Da  das  Blei  sich  seiner  Weichheil  halber  nicht  poliren  lässt,  so  habe 
ich  nur  das  Verhalten  des  gefeilten  Bleis  in  Wasser  untersucht.  Die  fol- 
genden Angaben  sind  unter  Zugrundlegung  der  Bd.  IX.  S.  51  über  die 


Digitized  by  Goog 


W.  G.  Hamcel, 


Die  Spannung  dos  Wassers  gegen  Kadmium  erscheint  bereits  beim 
Einlaucben  stark  negativ ;  es  war  im  Mittel  mehrerer  Versuche  (AqCi, 
äs  —  0,16  (ZnCu).  Diese  negative  Spannung  wachst  langsam  und  er- 
reicht nach  zehn  Minutenden  Werth  —  0,24 (ZnCu);  auch  nach  2*stün- 
diger  Berührung  des  Wassers  mit  dem  Kadmium  war  sie  nur  bis  —  0,i" 
(Zn  Cm)  gestiegen.  Die  Aenderung.  welche  innerhalb  der  ersten  zehn  Minu- 
ten nach  dem  Eintauchen  beobachtet  wird,  ist  also  nicht  betrachtlich. 

Gefeiltes  Kadmium  zeigt  gegen  Wasser  im  Momente  des  Eintauchens 
die  Spannung  von  —0,22  [ZnCu). 

b.   Verhallen  des  mit  Luft  oder  Wasser  in  Berührung  gacesenen  oder 

bewegten  Kadmiums. 

Die  Spannung  des  Wassers  gegen  ein  polirtes ,  1 4  Tage  lang  der 
Luft  ausgesetzt  gewesenes  Kadmiumstäbchen  betrug  beim  Eintauchen 

—  0,20  (ZnCu)  und  stieg  dann  in  10  Minuten  bis  —0,25  (ZnCu). 

Als  dasselbe  Stäbchen  nach  dem  Herausheben  aus  dem  Wasser 
mehrere  Wochen  der  Luft  ausgesetzt  gewesen,  fand  ich  beim  Eintauchen 
die  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe  =  —  0,16  (ZnCu),  und  diese 
Spannung  blieb  im  Laufe  der  nächsten  zehn  Minuten  ungeändert. 

In  einer  anderen  Versuchsreihe  betrug  die  Spannung  des  Wassers 
gegen  ein  polirtes  und  ein  gefeiltes  KadmiumslUck ,  welche  beide  sechs 
Tage  der  Luft  ausgesetzt  gewesen  waren,  beim  Eintauchen  resp.  —  0.20 
und  —0,17  (ZnCu),  und  stieg  in  zehn  Minuten  resp.  bis  —0.22  und 

—  0,27  (Zn  Cu),  und  bei  der  gefeilten  Oberfläche  in  V,  Stunde  bis  — 0.29 
(Zn  Cm).  Nachdem  beide  Melallstücke  nach  dem  Herausheben  aus  dem 
Wasser  wieder  drei  Tage  an  der  Luft  gestanden  hatten,  betrug  die 
Spannung  des  Wassers  gegen  dieselben  beim  Eintauchen  resp.  —0,18 
und  —0,21  (ZnCu),  und  zehn  Minuten  spater  resp.  —0,23  und 

—  0,21  (ZnCu). 

Als  das  polirte  Stück  Kadmium  einen  Tag  lang  im  Wasser  gestanden 
hatte  und  dann  noch  zwei  Tage  der  Luft  ausgesetzt  worden ,  wodurch 
seine  Oberfläche  sich  stcllenvveis  stark  oxydirt  hatte,  fand  ich  beim  Ein- 
tauchen die  Spannung  des  Wassers  —0,28  (ZnCu);  in  zehn  Minuten 
sank  dieselbe  bis  —  0,18  (ZnCu).  Gegen  ein  auf  gleiche  Weise  behan- 
deltes gefeiltes  Kadmiumstuck,  das  nur  streifenweis  und  im  Ganzen 
weniger  oxydirt  erschien  als  das  polirte,  betrug  die  Spannung  des  Was* 
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nute  in  +0.02  [ZnCu)  übergegangen  war;  innerhalb  zehn  Minuten  stieg 
diese  positive  Spannung  noch  weiter  bis  H-0.07  {ZnCu). 

Nach  den  vorstehenden  Angaben  lassen  sich  leicht  die  Spannun- 
gen berechnen,  welche  ein  aus  Kupfer,  Wasser  und  Zink  gebildet« 
Element  in  den  verschiedenen  Zeitpunkten  zeigen  muss.  Wird  gleich- 
zeitig polirtes  Kupfer  und  polirtes  Zink  in  destillirtes  Wasser  getaucht, 
so  wirken  die  Spannungen  (AqCu)  =  +0,09  und  [AqZn)  =  —  0.16 
(Zn  Cm)  der  Spannung  (Zn  Cm)  entgegen ,  und  die  resultirende  Spannung 
betrögt  +0,75  (ZnCu).  Dagegen  wirkt  zehn  Minuten  nach  dem  Ein- 
tauchen nur  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Zink ,  die  nahe  wieder 

—  0,16  [ZnCu]  betragt,  der  Spannung  [ZnCu)  entgegen,  während  die 
Spannung  zwischen  Wasser  und  Kupfer,  im  Betrage  von  — 0,08  (Z»£w 
sich  zu  der  Spannung  [ZnCu)  addirt,  so  dass  für  diesen  Zeitpunkt 
eine  Spannung  des  Elementes  =  -+-  0,92  {Zn  Cm)  resultirl.  Wenn  die 
Beschaffenheit  des  Zinks  und  des  Wassers  derartig  ist ,  dass  die  Span- 
nung des  Wassers  gegen  das  Zink  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen 
noch  etwas  über  —  0,20  (ZnCu)  bleibt,  so  ist  natürlich  die  Spannung  des 
Elementes  Zink-Wasser-Kupfer  etwas  geringer,  und  steigt  nur  bis  0.8J 
(ZnCu).  Wird  gleichzeitig  polirtes  Kupfer  und  gefeiltes  Zink  in  Wasser 
getaucht,  so  wird  die  resultirende  Spannung  beim  Eintaueben  noch  ge- 
ringer als  zuvor,  sie  betragt  nur  gegen  +  0,63  (ZnCu). 

b.    Verhalten  des  mit  Luft  und  Wasser  in  Berührung  gewesenen  und 

bewegten  Zinks. 

Gegen  ein  polirtes  und  ein  gefeiltes  Zinkstuck,  welche  beide  sechs 
Tage  an  der  Luft  gestanden  hatten,  betrug  die  Spannung  des  Wassers  beim 
Eintauchen  resp.  —0,32  und  —0,39  ZnCu),  und  nahm  dann  inner- 
halb zehn  Minuten  resp.  bis  —  0,26  und  —  0.23  (Zn  Cm)  ab. 

Nachdem  beide  Metallstucke  nach  dem  Herausheben  aus  dem  Was- 
ser wieder  drei  Tage  an  der  Luft  gestanden ,  ergab  sich  die  Spannung 
des  Wassers  gegen  dieselben  beim  Eintauchen  resp.  zu  0,38  und  0,15 
(ZnCu);  dieselbe  sank  innerhalb  zehn  Minuten  bei  beiden  Metallen  bis 

—  0,22  (ZnCu).  Ein  noch  längeres  Eintauchen  würde  die  negative 
Spannung  noch  weiter  vermindert  haben. 

Wird  ein  Stück  Zink ,  das  zehn  Minuten  bereits  in  Wasser  einge- 
taucht gew  esen,  aus  dem  Wasser  herausgehoben,  und  unmittelbar  darauf 
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mentlich  in  den  Anfangswerthen  zur  Folge  haben  muss,  und  bei  der  daraus 
entspringenden  Unsicherheit  Uber  den  jeder  einzelnen  Rechnung  zu  Grunde 
zu  legenden  Werth  der  Spannungen  (AlZn)  oder  (AlCu)  scheint  es  mir 
angemessen ,  die  unmittelbaren  Beobachtungsdata  mitzutheilen ;  ich  er- 
innere nur  noch  daran,  dass  (nach  S.  602)  die  Spannung  (AlCu)  bei  mög- 
lichst polirtem  Aluminium  bis  1,20  (ZnCu)  stieg. 

Als  zehn  Minuten  nach  dem  Einsenken  eines  polirten  Kupferstab- 
chens  ein  gefeiltes  Stück  Aluminium  in  Wasser  getaucht  wurde,  betrug 
die  Spannung  dieses  Elementes 

beim  Eintauchen  -1-1,03  (Zw  Cm) 
Vi  Minute  nach  dem       „  +0,88 


0.82 
0,59 
0,54 
0,30 


1  Vi      »»         ti  m 
10  „  „ 
20       ,,  ,, 
24  Stunden  ,, 

Setzen  wir  nun  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Kupfer  =  —  0,08 
(Zn  Cm),  und  (AlCu)  s=  1 ,20  (Zw  Cm),  so  ergeben  sich  aus  den  vorstehen- 
den Messungen  die  Spannungen  zwischen  Wasser  und  Aluminium 

beim  Eintauchen  —  0,25  {Zn  Cm) 
3/4  Minute  nach  dem       ,.  —0,40 
1'/i      „  —0,46 
10       „       „     „        it        —0,69  ,, 

20   ,        —0,74  „ 

24  Stunden    „     „        „  —0,98 
In  einem  ahnlichen  Versuche,  wobei  eine  andere  Sorte  destillirteo 
Wassers  zur  Verwendung  kam,  betrug  die  Spannung  auf  der  Kupferseite 
des  Elementes 

beim  Eintauchen  +0,94  (ZnCu) 
Vi  Minute  nach  dem       „  -1-0,79 
<0    +0,37  ,. 

2  Stunden    „     „        „  +0,28 

Die  Aenderungen  in  der  Spannung  zwischen  Wasser  und  Aluminium 
erfolgten  also  in  diesem  Wasser  schneller,  und  wahrscheinlich  ist  auch 


*)  Das  Kupfer  war  zehn  Minuten  vor  dieser  Messung  frisch  poiirt  und  eingetaucht 
worden,  während  das  Alumiuium  unausgesetzt  mit  dem  Wasser  in  Berührung  geblieben. 
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Die  eben  angeführte  Spannung  beim  Eintauchen  änderte  sich  nicht, 
als  der  Versuch  nach  24  Stunden  wiederholt  wurde,  während  welcher 
Zeit  das  gefeilte  Aluminium  unausgesetzt  mit  dem  Wasser  in  Berührung 
gestanden  hatte;  sie  stimmt  nahe  mit  dem  oben  erhaltenen  Werthe  über- 
ein, und  scheint  also  nahe  das  Maximum  der  Aenderung  zu  sein,  das  za 
beobachten  möglich  ist. 

b.   Verhallen  des  mit  Luft  oder  Wasser  in  Berührung  gewesenen  oder 

bewegten  Aluminiums. 

Hut  gefeiltes  Aluminium  längere  Zeit  an  der  Luft  gestanden,  so 
zeigt  sich  die  Spannung  des  Wassers  gegen  dasselbe  gleich  beim  Ein- 
tauchen  sehr  stark  negativ.  Dieselbe  betrug  bei  einem  Aluminiumstück, 
das  nach  dem  Feilen  14  Tage  der  Luft  ausgesetzt  gewesen  war,  — 0,05 
'ZnCiti  und  >tieg  in  zehn  Minuten  bis  — 0,74  [ZnCu). 

Als  eben  dieses  Stück  nach  dem  Herausheben  aus  dem  Wasser 
mehrere  Wochen  an  der  Luft  gestanden  hatte,  betrug  die  Spannung  des 
Wassers  gegen  dasselbe  beim  Eintauchen  —  0,78  (Zn  Cu)  und  wuchs  in 
zehn  Minuten  bis  — 0,87  \ZnCu). 

Bei  einem  anderen  Aluminiumslück,  das  nach  dem  Feilen  sechs 
Wochen  mit  der  Luft  in  Berührung  gewesen  war,  betrug  die  Spannung 
des  Wassers  gegen  dasselbe  beim  Eintauchen  — 0,82  (ZnCu)  und  er- 
reichte schon  in  zehn  Minuten  die  Höhe  von  — 0,97  (Zu Cm),  also  den 
Werth,  den  gleich  nach  dem  Feilen  eingetauchtes  Aluminium  erst  nach 
Verlauf  von  mehreren  Stunden  zeigte. 

Ist  ein  gefeiltes  Aluminiumslück  einige  Zeit  in  Wasser  eingetaucht, 
so  erfährt  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Aluminium  durch  Bewegen 
des  letzteren  keine  Aenderung. 

16.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Kohle. 
a.   Verhallen  des  Cokes  aus  Gasrelorten. 

Dünne  Stäbchen  aus  möglichst  dichtem  Gascoke  wurden  einige 
Zeil  in  Wasser  gelegt .  und  dann  durch  längeres  Aussetzen  an  die  Luft 
wieder  getrocknet. 

Als  zehn  Minuten  nach  dem  Einsenken  eines  frisch  polirten  Kupfer- 
stäbchens ein  solches  Cokestück  in  destillirtes  Wasser  getaucht  wurde,  so 
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betrug  die  Spannung  dieses  Elementes  im  Momente  des  Eintauchens  in 
einem  speciellen  Falle  —  0,24  (Zn  Cu);  nach  %  Minuten  war  sie  bis 

—  0,21  (ZnCu)  und  nach  10  Minuten  bis  —  0,16  (ZnCu)  gesunken.  In 
der  nächsten  halben  Stunde  zeigte  sich  keine  weitere  Abnahme. 

Aus  den  vorstehenden  Messungen  folgt  die  Spannung  zwischen 
Wasser  und  Kohle  (Coke)  beim  Eintauchen  s  —  0,10  (ZnCu),  und  für 
einen  10  Minuten  spateren  Zeitpunkt  =  —  0,02  (ZnCu). 

Aus  einem  ähnlichen  Versuche  mit  einem  anderen  aus  derselben 
Cokemasse  stammenden  Kohlenstuck  ergab  sich  die  Spannung  zwischen 
Wasser  und  Kohle  zur  Zeit  des  Eintauchens  =  —  0,1 8  (Zn  Cu),  und  zehn 
Minuten  später  =  0,00. 

Nachdem  die  beiden  Kohlenstucke  länger  als  ein  halbes  Jahr  frei 
an  der  Luft  gestanden  hatten,  fand  ich  beim  Eintauchen  des  einen  Stuckes 
in  Wasser  die  Spannung  —  0,20  (Zn  Cu)  und  beim  Eintauchen  des  an- 
deren —  0,14  (ZnCu);  zehn  Minuten  später  zeigte  das  Wasser  gegen 
beide  die  Spannung  —  0,05  (ZnCu). 

Während  Wasser  gegen  die  edlen  und  selbst  noch  mehrere  unedle 
Metalle  beim  Eintauchen  derselben  eine  positive  Spannung  zeigt  und  später 
erst  negativ  wird,  erscheint  diese  Spannung  zwischen  Wasser  und  Kohle 
: Coke)  gleich  beim  Eintauchen  stark  negativ ;  diese  negative  Spannung 
nimmt  aber  nicht  weiter  zu,  sondern  wie  beim  Eisen  und  Zink  vielmehr  ab. 

Eine  Bewegung  des  CokestUckes  im  Wasser  hatte  auf  die  elek- 
trische Spannung  keinen  Einfluss. 

b.  Verhalten  des  ceylonischen  Graphits. 

Aus  einem  grossen  Stucke  sehr  reinen  ceylanischen  Graphits  Hess 
sich,  wie  bereits  S.  602  bemerkt,  wegen  des  stark  krummblütlrigcn  Ge- 
füges  keine  Condensatorplatte  von  geeigneter  Form  und  Oberfläche  dar- 
stellen ;  es  Hess  sich  daher  auch  der  Ort  dieser  Substanz  in  der  Span- 
nungsreihe nicht  bestimmen.  Dagegen  konnte  das  Verhalten  derselben 
gegen  Wasser  geprüft  werden. 

Wurde  ein  StUck  dieses  Graphits  zehn  Minuten  nach  dem  Eintau- 
chen eines  frisch  polirten  Kupferstuckes  in  das  Wasser  getaucht,  so  zeigte 
die  Kette  aus  Kupfer,  Wasser  und  Graphit  beim  Eintauchen  des  letzteren 
die  Spannung  — 0,24 (ZnCu);  innerhalb  zehn  Minuten  sank  dieselbe  auf 

—  0,15  (ZnCu).  Diese  Kette  glich  also  in  ihrer  Spannung  der  zuvor  aus 
Kupfer  und  Coke  gebildeten. 
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17.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Thallium. 

Da  der  Ort  des  Thalliums  in  der  Spannungsreihe  noch  nicht  be- 
stimmt ist,  so  kann  die  nachfolgende  Messung  nur  zur  Bestimmung  der 
Summe  der  Spannungen  des  Wassers  gegen  Thallium,  und  des  Thalliums 
gegen  das  ändert»  mit  ihm  in  Berührung  gestandene  Metall  dienen. 

Ein  Stuckehen  Thallium,  das  unter  Glycerin  aufbewahrt  worden 
war  und  sich  völlig  blank  erhalten  hatte ,  wurde  mehrfach  mit  Wasser 
abgewaschen,  dann  zwischen  Fliesspapier  getrocknet,  und  darauf  mög- 
lichst schnell  in  Wasser  getaucht.  Das  Wasser  stand  durch  einen  Heber 
mit  dem  Wasser  eines  anderen  Glases ,  in  welches  einige  Minuten  zuvor 
ein  frisch  gefeiltes  Bleistück  eingetaucht  war,  in  leitender  Verbindung. 
Die  Spannung  des  Elementes  aus  Blei,  Wasser  und  Thallium  betrug  2 
Minuten  nach  dem  Eintauchen  des  Thalliums  +  0.17  (Zu  Cm),  welcher 
Werth  nach  10  Minuten  fast  unverändert  wieder  erhalten  wurde.  Es  war, 
wie  das  Folgende  lehrt ,  die  durch  die  vorherige  kurze  Berührung  mit 
der  Luft  entstandene  Oxydschicht  innerhalb  2  Minuten  wieder  beseitigt. 

Durfte  man  bei  der  sonstigen  Aehnlichkeit  des  Bleis  und  Thal- 
liums, besonders  auch  bei  der  Löslichkeit  ihrer  Oxyde  in  Wasser  anneh- 
men, dass  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Thallium,  einige  Zeit  nach 
dem  Eintauchen,  der  Spannung  zwischen  Wasser  und  Blei  gleich  sei, 
also  —  0,07  (ZnCu)  betrage,  so  würde  daraus  die  Spannung  des  Thal- 
liums gegen  Blei  +0,17  (ZnCu),  oder  gegen  Kupfer  -1-0,73  (ZnCu) 
oder  gegen  Zink  ■+-  0,27  {ZnCu)  folgen.  Unter  Voraussetzung  der  Rich- 
tigkeit der  eben  gemachten  Annahme  würde  also  das  Thallium  in  der 
Spannungsreihe  (S.  604)  auf  173  zu  stehen  kommen.  Aber  auch  selbst 
wenn  die  gemachte  Voraussetzung  nicht  in  aller  Strenge  richtig  wäre, 
bleibt  doch  mit  Rücksicht  auf  das  Verhalten  sämmtlicher  Metalle  (mit 
Ausschluss  des  Eisens  und  Zinkes)  die  allgemeinere  Behauptung  beste- 
hen, dass  das  Thallium  in  der  Spannungsreihe  zwischen  Cadmium  und 
Blei  zu  stellen  ist. 

Wenn  das  Thallium  durch  kurzes  Aussetzen  an  die  Luft  auf  seiner 
Oberfläche  etwas  oxydirt  ist,  so  zeigt  die  oben  genannte  Kette  aus  Blei, 
Wasser  und  Thallium  im  Momente  des  Eintauchens  eine  Spannung 
+  0,06  [ZnCu).  Hebt  man  das  Thallium  aus  dem  Wasser  heraus  und 
lHsst  es  10  Minuten  lang,  ohne  es  abzutrocknen,  an  der  Luft  stehen,  so 
erscheint  beim  Eintauchen  nur  eine  Spannung  an  der  Bleiseite  der  ge- 
nannten Kette  =  -+■  0,0 1  [Zn  Cu).  Durch  die  Oxydation  wird  also  ebenso 
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wie  beim  Blei  die  negative  Spannung  des  Wassers  gegen  das  Thallium 
erhöht ;  dieselbe  nimmt  dann  nach  Maassgabe  des  Auflösens  der  oxydir- 
ten  oder  salzhaltigen  Schicht  ab ,  bis  die  Spannung  dos  Elementes  Blci- 
Wasser-Thallium  auf  4-  17  (ZnCu)  gestiegen  ist. 

18.  Verhalten  des  Wassers  gegen  Quecksilber. 

Ein  Trichter  mit  einer  langen  engen  Röhre,  deren  unteres  Ende  zu 
einer  feinen  Spitze  ausgezogen  und  aufwärts  gebogen  war,  wurde  mit 
dieser  Spitze  in  die  Mitte  eines  Glases  gestellt,  darauf  Quecksilber  in 
denselben  gegossen,  und  wahrend  dies  aus  der  Spilze  ausfloss,  das  Glas 
mit  Wasser  gefüllt.  Das  Wasser  dieses  Glases  stand  mit  dem  Wasser 
eines  zweiten  Glases,  in  welches  1 0  Minuten  zuvor  ein  polirtes  Kupfer- 
stück  eingetaucht  war,  durch  einen  mit  Wasser  gefüllten  Heber  in  leiten- 
der Verbindung.  In  das  Quecksilber  des  Trichters  tauchte  zur  Vermittc- 
lung  der  Leitung  ein  Platindraht. 

Da  die  Spitze  der  Röhre  nach  oben  gebogen  war  und  sich  mitten 
im  Glase  befand,  so  fielen  die  aus  ihr  hervorquellenden  Quecksilbermas- 
sen sehr  schnell  in  Tropfen  herunter;  bei  raschem  Ausfliessen  konnte 
also  die  Oberfläche  des  Quecksilbers  in  oder  Uber  der  Spitze  niemals 
lange  mit  dem  Wasser  in  Berührung  gewesen  sein ,  da  die  hinabgesun- 
kenen Massen  mit  dem  Quecksilber  der  Spitze  nicht  mehr  zusammen*- 
hingen.  Wahrend  eines  solchen  raschen  Ausfliessens  beobachtete  ich 
eine  Spannung  des  Elementes  aus  Kupfer,  Wasser  und  Quecksilber 
=  —  0,06  (Zn  Cu)  (auf  Seite  des  Kupfers).  Hörte  das  Fliessen  des 
Quecksilbers  auf,  so  stieg  diese  negative  Spannung  sehr  rasch  bis  gegen 
—  0,12  (ZnCu)  und  dann  langsamer,  so  dass  sie  in  einigen  Minuten  den 
Werth  —  0,20  {ZnCu)  erreichte.  In  einer  anderen  Versuchsreihe  war 
die  Spannung  bei  sehr  raschem  Fliessen  noch  etwas  geringer  als  —  0,06 
(ZnCu);  als  dann  das  Glas  soweit  mit  Quecksilber  gefallt  war,  dass  die 
umgebogene  Spitze  des  Trichters  von  dem  flussigen  Metall  bedeckt 
wurde,  und  also  die  gesammte  Oberflache  des  Quecksilbers  die  positive 
Polplatte  bildete,  stieg  nach  längerer  Berührung  dieser  Fläche  mit  Was- 
ser die  Spannung  des  Elementes  auf  —  0,30  (ZnCu). 

Obwohl  oben  S.  604  ein  Grenzwerth  für  die  Stellung  des  Queck- 
silbers in  der  Spannungsreihe  angegeben  wurde,  so  wage  ich  doch  bei  der 
grossen  Veränderlichkeit  des  Quecksilbers ,  das  auch  nicht  absolut  rein 
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war  (vergl.  Bd.  IX.  S.  40),  nicht,  aus  den  vorstehenden  Messungen  einen 
Schluss  auf  die  Spannung  zwischen  Wasser  und  Quecksilber  zu  ziehen. 

19.  Elektrische  Ströme  durch  ungleichzeitiges  Eintaucheo 
zweier  Metalle  in  destillirtes  Wasser. 

Ein  Theil  der  im  Vorstehenden  berichteten  Messungen,  nämlich  alle 
diejenigen,  bei  denen  gleichzeitig  zwei  Metallstücke  sich  in  Wasser  be- 
fanden ,  hätte  anstatt  mittelst  des  Condensators  und  Elektrometers  auch 
mittelst  eines  Galvanometers  ausgeführt  werden  können.  Sind  nämlich 
in  der  durch  das  Galvanometer  geschlossenen  Kette  ausserordentlich 
grosse  Widerstände  vorhanden ,  so  haben  bei  frisch  geputzten  Platten 
die  äusserst  geringen  chemischen  Zersetzungen  keinen  sehr  merklichen 
Einfluss  auf  die  elektrischen  Spannungen,  ja  bei  einem  Theile  derartiger 
Beobachtungen  würden  Polarisationserscheinungen  gar  nicht  vorhanden 
sein  können,  weil  die  Kette  zuvor  nicht  geschlossen  gewesen. 

Dies  Letztere  ist  namentlich  der  Fall  bei  Beobachtungen  über  Ströme, 
welche  durch  ungleichzeitiges  Eintauchen  von  Metallen  in  verschiedene 
Flüssigkeiten  erzeugt  werden ;  Versuche,  die  bisher  namentlich  mit  Sau- 
ren, Alkalien  und  Salzlösungen  in  grosser  Zahl  angestellt  sind ,  jedoch 
ohne  dass  dabei  der  eigentliche  Vorgang  genügend  erkannt  worden  wäre. 
Mit  Wasser  sind  dagegen  solche  Versuche  an  mehreren  Metallen  von 
-Schröder*)  ausgeführt  worden,  und  hat  derselbe  auch  auf  die  richtige 
Ursache  der  Entstehung  jener  Ströme  hingewiesen. 

Was  nun  diese  bei  ungleichzeitigem  Eintauchen  von  Metallen  in 
destillirtes  Wasser  auftretenden  elektrischen  Ströme  anlangt,  so  lassen 
sich  alle  dabei  irgend  vorkommenden  Erscheinungen  sofort  aus  den  im 
Vorhergehenden  berichteten  Messungen  Uber  die  elektrischen  Spannun- 
gen des  WasserS  gegen  die  Metalle  sowohl  beim  Eintauchen  als  auch  in 
den  darauffolgenden  Minuten  vollständig,  nicht  nur  in  Bezug  auf  die 
Richtung,  sondern  auch  in  Bezug  auf  die  Stärke  der  elektromotorischen 
Kraft  herleiten. 

Umgekehrt  würde  man  allerdings  bei  gegebenem  Leitungswider- 
stande der  Kette  aus  der  an  einem  passenden  Galvanometer  gemes- 
senen StromintcnsiliU  auch  die  Starke  der  elektromotorischen  Kraft  fin- 
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den,  und  dieselbe  nach  Ausführung  der  nöthigen  vergleichenden  Versuche 
in  der  von  mir  gewählten  Einheit  (ZnCu)  ausdrücken  können;  und  es 
scheint  die  Empfindlichkeit  und  Genauigkeit  der  galvanometrischen  Ap- 
parate eine  solche  Bestimmung  gar  sehr  zu  empfehlen.  Diesem  Verfah- 
ren steht  aber  entgegen.  1)  dass  die  Starke  der  elektromotorischen  Kräfte 
vom  Augenblicke  des  Eintauchens  an  in  sehr  hohem  Grade  sich  ändert, 
und  der  Ausschlag  des  Galvanometers  nicht  die  in  einem  bestimmten 
Augenblicke  vorhandene  elektromotorische  Kraft ,  sondern  nur  eine  Art 
Mittel  aus  den  während  einer  gewissen  Zeit,  z.  B.  während  der  Dauer 
einer  Schwingung  thätig  gewesenen  sehr  veränderlichen  elektromoto- 
rischen Kräften  misst,  und  dass  2)  selbst  durch  geringe  Schwankungen 
in  der  Temperatur  die  Genauigkeit  der  Messungen  beeinträchtigt  werden 
kann,  indem  solche  Schwankungen  nicht  unerhebliche  Aenderungen 
im  Leitungswiderstande  des  destillirten  Wassers  erzeugen.  So  verrin- 
gerte sich  z.  B.  bei  der  Messung  des  constanten  Stromes  eines  Ele- 
mentes aus  Zink.  Kupfer  und  destillirtem  Wasser ,  als  die  Kette  durch 
ein  Sauerwald'sches  Galvanometer  von  30000  Windungen  sehr  dün- 
nen Drahtes  geschlossen  war,  aber  der  Widerstand  des  in  einer  ziemlich 
weiten  Uförmigen  Röhre  befindlichen  destillirten  Wassers  doch  den  Wi- 
derstand des  Multiplicalordrahtes  noch  beträchtlich  übertraf,  durch  ein 
Sinken  der  Temperatur  dieses  Wassers  von  23°  auf  1 4,7°  R.  der  Aus- 
schlag des  ebengenannten  mit  einer  möglichst  astatischen  Doppelnadel 
versehenen  Instrumentes  von  31°  bis  auf  24°.  Um  etwaige  Störungen 
durch  Polarisationen  auszuschliessen,  wurden  bei  jeder  Messung  die  bei- 
den MetallstUcke  frisch  polirt,  1 0  Minuten  nach  dem  Eintauchen  erst  die 
Ketten  geschlossen  und  die  Ablenkungen  beobachtet. 

Aus  den  eben  erörterten  Gründen  ist  das  Galvanometer  nur  als 
Controle  in  Bezug  auf  die  Richtung  der  zu  erwartenden  Ströme  benutzt 
worden. 

20.    Ueber  Umkehrung  der  Stromrichtung  einer  Kette 
bald  nach  dem  Eintauchen  der  Metalle. 

Als  eine  besondere  Eigentümlichkeit  ist  Öfter  die  Umkehrung  der 
Stromrichtung  gewisser  Ketten  bald  nach  dem  Eintauchen  ihrer  Metalle 
in  eine  Flüssigkeit  hervorgehoben  worden.  So  erwähnt  z.B.  Ilenrici*), 
dass  bei  einer  aus  Zinn,  Eisen  und  destillirtem  Wasser  gebildeten  Kette 


*)  Hcnrici,  über  die  Elektricität  der  galvanischen  Kette  S.  91. 
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der  gleich  nach  dem  Eintauchen  in  einer  dem  Metallcqntac  te  eolspre- 
chenden  Richtung  eintretende  elektrische  Strom  in  einiger  Zeit  seine 
Richtung  umkehrte. 

Alle  derartigen  Erscheinungen ,  so  weit  sie  nach  dem  Eintauchen 
der  Metalle  in  destillirtes  Wasser  auftreten ,  finden  durch  die  im  Vorste- 
henden mitgetheilten  Messungen  ihre  vollständige  Erklärung.  Aus  jeoeo 
Messungen  Hess  sich  sogar,  wenn  es  erforderlich  wäre,  ein  vollständig» 
Verzeichniss  aller  mit  destillirtem  Wasser  als  flüssigem  Leiter  gebildete» 
Ketten,  welche  Umkehrungen  in  der  Stromrichtung  zeigen,  zusammen- 
stellen ;  es  sind  ja  auch  bei  Mittheilung  der  Beobachtungen  bereits  meh- 
rere Beispiele  solcher  Umkehrungen  vorgekommen  (vergl.  z.  B.  S.  615. 
657). 

Was  nun  speciell  die  oben  von  Henrici  erwähnte  Kette  aus  Zinn. 
Eisen  und  Wasser  betrifft,  so  ist  beim  Eintauchen 

nach  S.  657  die  Spannung  (AqSn)  ==  H-0,04  (ZnCu) 
nach  S.  647  „        „       (AqFe)  =  +  0,09 
und  nach  S.  604  „        ,.       {SnFe)  =  +  0,33 
Daraus  folgt  die  Spannung 

(FeAq)  -f-  {AqSn)  ■+•  {SnFe)  =  +  0,28  {ZnCu). 
Dagegen  ist  \  0  oder  20  Minuten  nach  dem  Eintauchen 
nach S.  657 die Spannung(Ao Aq')  ■+-  (Aq  Sn)+(Sn  Sn)  =—0. 1 5 [ZnCu 
nach  S.  6 47  „       „      (Aq Aq')  ■+■  (Aq  Fe) -+■  (Fe  Fe)  =  -1-0,27 
während  (SnFe)  =+0,33 

bleibt. 

Daraus  folgt  die  Spannung 
(Fe Fe  )  H-  (Fe  Aq)  +  (Aq'  Sn')  +  (Sn'  Sn)  +  (Sn  Fe)  =  -  0.09  (Zn Cü, 

Hiernach  geht  also  in  der  That  die  im  Momente  des  Eintauchens 
von  Zinn  und  Eisen  in  destillirtes  Wasser  vorhandene  elektromotorische 
Krafl  +  0,28  (ZnCu)  innerhalb  eines  Zeitraumes  von  10  bis  20 Minuten 
in  —  0,09  (Zn  Cu)  Uber. 

21.  Mögliche  Combinationcn  der  drei  in  einer  aus  z^' 
Metallen  und  destillirtem  Wasser  gebildeten  Kette  vor 
handenen  elektromotorischen  Kräfte. 

In  Betreff  der  Resullirenden  aus  den  drei  in  einer  aus  zwei  Metal- 
len und  Wasser  gebildeten  Kette  vorhandenen  elektromotorischen  Kräf- 
ten sind  folgende  Combinationen  möglich ,  und  treten  auch  wirklich  ein: 
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1)  Alle  drei  elektromotorischen  Kräfte  wirken  in  derselben  Rich- 
tung, und  die  Resultirende  ist  also  gleich  ihrer  Summe. 

2)  Zwei  dieser  Kräfte  wirken  in  einer,  die  dritte  aber  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  so  dass  die  Resultirende  gleich  der  Differenz  zwischen 
der  Summe  der  beiden  ersten  und  zwischen  der  dritten  wird.  Dabei 
kann  nun  die  dritte  den  beiden  andern  entgegenwirkende  Kraft 

a)  die  Spannung  zwischen  dem  Wasser  und  dem  einen  Metalle,  und 
a)  grösser  oder  ß)  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  anderen  sein  ;  oder 
sie  kann 

b)  die  Spannung  zwischen  den  beiden  Metallen,  und  ebenfalls  wie- 
der a)  grösser  oder  ß)  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  anderen  sein. 

Es  mag  genügen  für  jeden  der  vorstehenden  Falle  ein  Beispiel  an- 
zuführen, und  zwar  will  ich  sömmtliche  Ketten  so  wählen,  dass  die  Me- 
talle bereits  zehn  Minuten  lang  in  Wasser  eingetaucht  angenommen  wer- 
den. Die  sogleich  namhaft  zu  machenden  Spannungen  des  Wassers  gegen 
die  Metalle  beziehen  sich  also  auf  diesen  Zeitpunkt. 

ad  I.  In  einer  Kette  aus  Kupfer -Wasser -Eisen -Kupfer  wirken 
alle  drei  elektromotorischen  Kräfte  in  demselben  Sinne;  denn  man  hat 
Kupfer-Wasser  =  +  0,09  (ZnCu),  Wasser-Eisen  =  +  0,27  (ZnCu)  und 
Eisen-Kupfer  =  +  0, 1 6  (Zn  Cu). 

ad  2.  a.  a.  Die  Spannung  zwischen  dem  einen  Metall  und  Wasser 
ist  grösser  als  die  Summe  der  beiden  übrigen  entgegengesetzt  gerichte- 
ten Spannungen  in  einer  Kette  aus  Zink- Wasser-Aluminium-Zink ;  denn 
man  hat  Zink-Wasser  =  +  0,16  (ZnCu),  Wasser-Aluminium  = —  0,74 
(ZnCu),  und  Aluminium-Zink  =  +  0,20  (ZnCu). 

ad  2.  a.  ß.  Die  Spannung  zwischen  dem  einen  Metall  und  dem 
Wasser  ist  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  übrigen  entgegengesetzt 
gerichteten  Spannungen  in  einer  Kette  aus  Plalin-Wasser-Blei-Platin ; 
denn  man  hat  Platin-Wasser  =  -|-  0, 1 4  (Zn  Cu),  Wasser-Blei  «  —  0,07 
(ZnCu),  Blei-Platin  =  +  0.79  (ZnCu). 

ad  2.  b.  «.  Die  Spannung  zwischen  den  beiden  Metallen  ist  grösser 
als  die  Summe  der  beiden  übrigen  entgegengesetzt  gerichteten  Spannun- 
gen in  einer  Kette  aus  Zink-Wasser-Eisen-Zink;  denn  man  hat  Zink- 
Wasser  =  +  0,16  (Zn  Cu),  Wasser-Eisen  =  +  0,27  (ZnCu),  Eisen- Zink 
=  —0,84(2*0»). 

ad  2.  b.  ß.  Die  Spannung  zwischen  den  beiden  Metallen  ist  kleiner 
als  die  Summe  der  beiden  übrigen  entgegengesetzt  gerichteten  Spannun- 
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gen  in  einer  Kette  aus  Messing-Wasser-Eisen-Messing ;  denn  man  hat 
Messing -Wasser  =  ■+-  0,28  (Zn  Ca),  Wasser-Eisen  =  ■+-  0,27  (ZnCu 
und  Eisen-Messing  =  —  0,06  (Zu  Ca). 

22.  Verhalten  des  Wassers  gegen  die  Metalle  im 

Allgemeinen. 

In  der  vorliegenden  Untersuchung  habe  ich  es  für  absolut  nolh- 
wendig  gehalten,  durchweg  eine  völlig  scharfe  Trennung  zwischen  den 
Ergebnissen  der  reinen  Beobachtung  und  den  daraus  gezogenen  Folge- 
rungen eintreten  zu  lassen.  Ich  habe  daher  im  Vorstehenden  an  die  Mit- 
theilung der  Beobachtungen  nirgends  theoretische  Erörterungen  ge- 
knüpft ;  dagegen  will  ich  im  Nachfolgenden  den  Versuch  machen ,  aus 
den  angeführten  Beobachtungen,  soweit  dies  bis  jetzt  möglich,  alfge- 
meine Resultate  Uber  das  Verhalten  des  Wassers  gegen  die  Metalle  her- 
zuleiten. 

Die  Fragen,  deren  Beantwortung  gefordert  wird,  sind:  1)  Welche 
Spannungen  zeigt  das  Wasser  gegen  die  blank  geputzten  Metalle  im 
ersten  Moniente  seiner  Berührung  mit  denselben ,  und  2)  welches  sind 
die  Ursachen,  wodurch  die  Aenderungen  in  diesen  ursprünglichen  Span- 
nungen hervorgerufen  werden? 

A.  Die  Spannungen  des  Wassers  gegen  die  blank  polirten  Metalle  im  mlen 
Momente  seiner  Berührung  mit  denselben. 

Werden  die  Metalle  nach  ihrer  Stellung  in  der  Spannungsreihe  ge- 
ordnet, so  sind  beim  Eintauchen  die  Spannungen  des  Wassers  gegen  die 
verschiedenen  polirten  Metalle  (mit  Ausschluss  des  Bleies,  welches  selbst 
bei  kurzem  Aussetzen  an  die  Luft  sich  oxydirt)  folgende : 
Wasser  gegen  Platin       «+■  0, 1 4  (Zn  Ca) 
„    Silber      +0,08  „ 
„     Palladium     0,04  „*) 
„     Gold        -|-  0, 1 0  bis  0,1 5  (Zn  Cu) 
„     Kupfer     ■+-  0,09  {Zn  Cu) 
Eisen  0,09 


't  Der  Pallndiumdrahl  liess  sich  wegen  seiner  Dünnheit  nur  schlecht  poliren. 
weshalb  nur  eine  geringe  positive  Spannung  beobachtet  werden  konnte  (S.  639). 
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Wasser  gegen  Messing 
Neusilber 
Wisrauth 
Antimon 
Zinn 

Kadmium 


Zink  — 


+  0,08  [ZnCu) 
+  0,08  „ 

—  0,03  ,. 
■+■  0,03  „ 
-+-  0,04 

—  0,16 
0,16 


•  i 


Aluminium  —  0.12 

Aus  dieser  Zusammenstellung  geht  allerdings  hervor,  dass  die  un- 
mittelbare Beobachtung  ein  sehr  verschiedenes  Verhalten  des  Wassers 
gegen  die  Metalle  ergibt ,  indem  vom  negativen  Ende  der  Spannungs- 
reihe nach  dem  positiven  hin  die  anfänglich  nicht  unbeträchtlichen  posi- 
tiven Spannungen  abnehmen  und  am  positiven  Ende  sogar  in  erhebliche 
negative  Ubergehen;  indess  wird  eine  genauere  Erwägung  der  beim 
Eintauchen  der  verschiedenen  Metalle  in  Wasser  auftretenden  Vorgänge 
es  sehr  wahrscheinlich  machen ,  dass  das  Verhalten  des  Wassers  gegen 
sämmtliche  Metalle  im  Momente  des  Eintauchens  (nahe)  dasselbe  ist. 

Bereits  oben  S.  61 1  habe  ich  nämlich  hervorgehoben,  dass,  wenn 
auch  die  Messung  der  Spannung  des  Wassers  gegen  die  Metalle  noch 
während  des  Eintauchens  selbst  geschah ,  doch  die  erhaltenen  Werthe 
im  Allgemeinen  nicht  als  die  wahren  Grössen  der  beim  ersten  Zusam- 
mentreffen des  flüssigen  Leiters  mit  den  Metallen  auftretenden  Spannun- 
gen betrachtet  werden  dürfen,  sondern  nur  als  Grenzwerthe  anzusehen 
sind,  jenseits  deren  der  wahre  Werth  jener  Anfangsspannung  liegt .  in- 
dem bereits  noch  während  des  Eintauchens  die  zuerst  mit  dem  Wasser 
in  Berührung  gekommenen  Theile  der  Metalle  eine  Aenderung  erlitten 
haben  können.  Die  mitgetheilten  Beobachtungen  weisen  direct  nach,  wie 
schnell  diese  Aenderungen  eintreten,  und  wie  sie  durch  das  Vorhanden- 
sein einer  mangelhaften  Politur  noch  besonders  begünstigt  werden.  Dies 
letztere  gilt  selbst  von  Metallen,  wie  Platin  und  Kupfer,  bei  denen  durch 
Behandeln  mit  der  Feile  (wie  beim  Kupfer  S.  61 2  speciell  erwiesen  wurde) 
keine  Verunreinigung  oder  Oxydation  der  Oberfläche  eintritt ,  die  aber 
dessenungeachtet  in  gefeiltem  Zustande  gleich  beim  Eintauchen  in  Was- 
ser eine  entgegengesetzte  Spannung  als  im  polirten  zeigen ;  denn  wäh- 
rend Wasser  gegen  polirtes  Platin  und  Kupfer  beim  Eintauchen  die  Span- 
nungen von  resp.  4-0,14  und  +0,09  (ZnCu)  darbot,  nahm  dasselbe 
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gegen  die  gefeilten  Metalle  die  resp.  Spannungen  —0,10  und  — 0,06 
{ZnCu)  an*). 

Wenn  aber  selbst  bei  Metallen,  wie  dem  Platin,  die  Aenderungen 
seiner  Spannung  gegen  Wasser  in  beträchtlichem  Grade  und  mit  nicht 
unerheblicher  Geschwindigkeit  eintreten,  so  werden  dieselben  bei  den 
unedlen  Metallen,  die  dem  positiven  Ende  der  Spannungsreihe  naher 
stehen  und  sich  meistens  auch  schlecht  poliren  lassen ,  einen  noch  weit 
sehnelleren  Verlaufnehmen,  und  infolge  dessen  müssen  die  beim  Ein- 
tauehen beobaehteten  Werthe  sehr  beträchtlich  von  den  bei  der  ersten 
Berührung  des  Wassers  mit  den  Metallen  vorhandenen  Spannungen  ab- 
weichen. 

Betrachten  wir  nun  die  Spannungen  des  Wassers  gegen  die  am 
negativen  Ende  der  Spannungsreihe  stehenden  Metalle,  so  erscheinen 
dieselben  sümmtlich  positiv.  Mit  Rücksicht  auf  das  Vorstehende  würde 
man  aber  auch  der  Ansicht,  dass  die  etwas  niedrigeren  Werthe  dieser 
Spannungen  bei  Silber,  Kupfer,  Eisen,  Messing  und  Neusilber  in  einer 
bereits  im  Momente  des  Eintauchens  eintretenden  geringen  Aenderung 
begründet  seien,  ein  wesentliches  Bedenken  nicht  entgegensetzen  kön- 
nen ;  es  würden  also  die  genannten  Metalle ,  falls  man  die  unveränderte 
Anfangsspannung  des  Wassers  zu  messen  vermöchte,  dem  Golde  und 
Platin  sich  gleich  verhalten. 

Bei  den  naher  am  positiven  Ende  der  Spannungsreihe  stehenden 
Metallen  weicht  allerdings,  wie  bereits  hervorgehoben ,  die  direct  beob- 
achtete Spannung  des  Wassers  beim  Eintauchen  sehr  betrachtlich  von 
der  Spannung  des  Wassers  gegen  die  edlen  Metalle  ab;  dagegen  sind 
die  unmittelbar  nach  dem  Eintauchen  eintretenden  Vorgange  von  dem 
beim  Eintauchen  des  Kupfers,  Silbers  u.  s.  w.  beobachteten  qualitativ 
nicht  verschieden,  und  werden  auch  (mit  Ausschluss  gewisser  Erschei- 
nungen beim  Zink  und  Eisen)  durch  dieselbe  Ursache  hervorgerufen. 


*;  Die  Aenderungen  in  der  Spannung  zwischen  dem  Wasser  und  den  Metallen 
verlaufen  bereits  sehr  schnell ;  noch  viel  schneller  dagegen  geben  dieselben  vor  sich, 
wenn  das  Wasser  durch  andere  Flüssigkeiten,  auch  wenn  sie  die  eingetauchten  Me- 
talle direct  chemisch  nicht  angreifen,  ersetzt  wird.  Dieser  Umstand,  dass  im  Wasser 
diese  Aenderungen  noch  verhältnissmässig  am  langsamsten  erfolgen,  hat  mich  vor 
Allem  bestimmt,  in  diesem  zweiten  Theile  meiner  Untersuchungen  über  die  elektro- 
motorischen Kräfte  zunächst  das  Verhallen  des  Wassers  gegen  die  Metalle  zu  be- 
trachten. 


Digitized  by  Google 


ElRüTRISCHB  UnTERSIOIIHNCBN. 


r.77 


Der  nächstfolgende  Abschnitt  wird  nämlich  zeigen ,  dass  die  Aenderun- 
gen  in  der  Spannung  des  Wassers  gegen  die  Metalle  von  einem  Zutritte 
des  Sauerstoffs  zu  der  metallischen  Oberflüche  abhangen.  Nun  wuchst 
aber  gerade  mit  der  Annäherung  der  Metalle  an  das  positive  Ende  der 
Spannungsreihe  einerseits  die  Neigung  Sauerstoff  aufzunehmen,  so  wie 
andererseits  nach  Bd.  IX.  S.  51  die  Grösse  der  durch  die  Aufnahme  die- 
ses Gases  in  der  Stellung  der  Metalle  bewirkten  Aenderung ;  es  müssen 
daher  gleich  in  den  ersten  Momenten  des  Eintauchens  beträchtliche  Aen- 
derungen  in  der  Spannung  zwischen  Wasser  und  diesen  Metallen  ein- 
treten, so  dass  selbst  die  %  bis  V4  Secunde  nach  dem  Eintauchen  vor- 
genommene Beobachtung  nur  einen  bereits  stark  veränderten  Werth  zu 
erfassen  vermag.  Die  Beobachtungen  widersprechen  also  der  Annahme, 
dass  auch  die  Spannung  des  Wassers  gegen  die  unedlen  Metalle  beim 
ersten  Zusammentreffen  positiv  und  gleich  der  für  die  edlen  Metalle  ge- 
fundenen sei.  durchaus  nicht ,  sondern  machen  sie  vielmehr  sehr  wahr- 
scheinlich. Diese  Annahme  wird  durch  die  im  folgenden  Abschnitte 
geführte  Untersuchung  über  die  Ursache  der  Aenderungen  in  der  Span- 
nung des  W'assers  gegen  die  Metalle  noch  eine  weitere  Stutze  erhallen. 

D.  lieber  die  Ursache  der  Aenderungen  in  der  elektrischen  Spannung 
ztmehen  dem  Wasser  und  den  Metallen. 

a.   Unedle  Metalle. 

Um  die  Ursache,  welche  die  Aenderungen  in  der  Spannung  zwischen 
dem  Wasser  und  den  Metallen  erzeugt,  mit  möglichster  Klarheit  darzu- 
legen, will  ich  von  dem  Verhalten  des  Kupfers  ausgehen,  weil  gerade 
für  dieses  Metall  die  umfassendsten  und  sorgfältigsten  Messungen  vor- 
liegen. 

Oben  S.  G06  ist  erwähnt  worden,  dass  auf  der  Oberfläche  des 
Kupfers  vom  Augenblicke  des  Eintauchens  in  das  Wasser  an  Verände- 
rungen eintreten,  und  nach  S.  620  sind  diese  Veränderungen  von  der- 
selben Art,  wie  sie  beim  Liegen  des  Kupfers  an  der  Luft  sich  bilden, 
indem  ein  polirtes  und  dann  einige  Zeit  der  Luft  ausgesetzt  gewesenes 
Kupfer  gleich  beim  Eintauchen  nahe  dieselbe  Spannung  zeigt,  welche 
ein  frisch  polirtes  Kupfer  nach  zehn  Minuten  dauernder  Berührung  mit 
dem  Wasser  darbietet.  Nach  S.  621  war  nun  eine  19  Tage  an  der  Luft 
gelegene  Kupferpiatie  gegen  eine  frisch  polirte  um  0,1  ö  (ZnCu)  negati- 
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ver  geworden ;  dies  ist  nahe  der  Betrag,  um  welchen  sich  frisch  polirte* 
Kupfer  nach  seinem  Eintauchen  in  das  Wasser  ändert  (S.  613).  Es  ist 
also  wohl  gestattet,  diese  in  der  Spannung  zwischen  Wasser  und  Kupfer 
mit  der  Dauer  der  Berührung  eintretende  Veränderung  dem  Umstände 
zuzuschreiben,  dass  das  Kupfer  sich  bei  der  Berührung  mit  Wasser 
gerade  wie  bei  Berührung  mit  atmosphärischer  Luft  mit  einer  unendlich 
dünnen  Schicht  von  Oxydul  oder  Oxyd  bedeckt;  dann  ist  jedoch  die 
zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  beobachtete  Spannung  nicht  mehr 
blos  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Kupfer,  sondern  die  Summe  der 
Spannungen  des  Wassers  gegen  das  oxydirte  Kupfer  und  des  oxydirten 
Kupfers  gegen  blankes  Kupfer. 

Unter  diesen  Umständen  lässt  sich  die  Spannung,  welche  das  Was- 
ser gegen  die  oxydirte  Kupferober  fläche  einnimmt,  berechnen.  Wird  in 
der  Leiterreihe  Wasser -oxydirte  Schicht -Kupfer  das  Kupfer  auf  Null 
gehalten,  so  zeigt  nach  den  früheren  Angaben  das  Wasser  die  Spannung 

—  0,08  (Zn  Cm).   Da  nun  die  oxydirte  Schicht  bereits  die  Spannung 

—  0,1 5  (ZnCu)  besitzt,  so  muss  das  Wasser  gegen  diese  oxydirte  Schicht 
die  positive  Spannung  •+-  0,07  (Zn  Cu)  erhalten,  wenn  als  Endresultat 
in  dem  dreigliedrigen  Leiter  das  Wasser  die  Spannung  —0,08  (ZnCv 
annehmen  soll.  Sonach  zeigt  das  Wasser  auch  gegen  die  oxydirte  Schicht 
nahe  dieselbe  Spannung  wie  gegen  das  blanke  Kupfer. 

Es  ist  wohl  nicht  zu  bezweifeln,  dass  die  19  Tage  der  Luft  ausge- 
setzte Kupferplatte  bei  weiterem  Liegen  sich  noch  etwas  mehr  geändert 
haben  würde;  ein  grösserer  negativer  Werth  der  oxydirten  Schicht 
würde  aber,  wie  man  sieht,  die  positive  Spannung  des  Wassers  gegen 
die  oxydirte  Schicht  um  einen  gleichen  Betrag  erhöhen,  und  sie  der 
gegen  das  blanke  Metall  beobachteten  nähern. 

Im  Vorstehenden  habe  ich  angenommen,  dass  blankes  Kupfer  im 
Wasser  sich  mit  einer  oxydirten  Schicht*)  bedecke,  und  dass  noch  vor 
Ablauf  von  10  Minuten  dieselbe  bereits  vollständig  gebildet  sei.  Es  han- 
delt sich  hierbei  nicht  um  eine  dicke  Lage,  sondern  um  eine  unendlich 
dünne  Schicht,  wie  denn  auch  das  Kupfer,  wenn  es  nach  10  Minuten 
aus  dem  Wasser  gehoben  wird,  an  dem  untergetaucht  gewesenen  Theile 
nicht  wesentlich  anders  aussieht,  als  an  dem  ausserhalb  des  Wassers 


*)  Ich  lasse  es  für  jetzt  unentschieden,  ob  der  Sauerstoff,  welcher  an  das  Kup- 
fer tritt,  aus  dem  Wasser  oder  aus  den  im  Wasser  gelösten  Gasen  stammt. 
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gehaltenen.  Auf  die  Bildung  eines  so  dünnen  Hautchens  können  daher 
auch  die  von  v.  Bonsdorff  in  seiner  Abhandlung  Uber  die  Oxydation 
der  Metalle  in  der  atmosphärischen  Luft*)  aufgestellten  Sätze  keine  An- 
wendung finden.  Dagegen  wird  es  sich  fragen ,  ob  nicht  durch  feinere 
optische  Hulfsmittel  eine  solche  Aenderung  auf  der  Metalloberfläche 
gleichfalls  nachgewiesen  werden  kann. 

Ich  habe  zuvor  die  Stellung  der  oxydirten  Schicht,  welche  sich 
wahrend  der  Berührung  mit  dem  Wasser  auf  der  Oberflache  des  Kup- 
fers bildet,  aus  dem  Verhalten  einer  19  Tage  der  Luft  ausgesetzten  Kup- 
ferplatte gegen  eine  frisch  polirte  hergeleitet,  und  den  so  erhaltenen 
Werth  zur  Rechnung  benutzt;  ein  Verfahren,  das,  wie  bereits  angedeu- 
tet, jedenfalls  nur  angenäherte  Werthe  liefern  kann.  Zur  Erzielung  ge- 
nauerer Resultate  hatte  ich  das  Verhalten  einer  Kupferoberflache ,  wie 
sie  nach  1 0  Minuten  langer  Berührung  mit  Wasser  sich  bildet ,  gegen 
eine  frisch  polirte  Flache  untersuchen  müssen,  und  es  könnte  scheinen, 
als  ob  ein  solcher  Zustand  der  Oberflache  sich  sehr  einfach  herstellen 
Hesse ,  wenn  man  die  Kupferplatte  nach  frischem  Poliren  10  Minuten 
lang  mit  einer  Wasserschichl  bedeckt  und  dann  wieder  von  dieser  be- 
freit hatte. 

Ich  habe  jedoch  dieses  Verfahren  nicht  eingeschlagen ,  da  es  mir 
nicht  einwurfsfrei  zu  sein  scheint.  Das  Wasser  kann  nämlich  nur  durch 
Abschütteln  und  Verdampfen  des  Restes  an  der  Luft  entfernt  werden. 
Es  steht  nun  zu  befürchten,  dass  wenn  die  Platte  nicht  lange  genug 
an  der  Luft  gelegen,  noch  eine  wenn  auch  nur  unendlich  dünne  Wasser- 
schicht an  derselben  hangen  bleibt,  und  dass  andererseits,  wenn  die 
Platte  längere  Zeit  der  Luft  ausgesetzt  gewesen,  sich  Salze  bilden  (S.616 
u.  022).  In  l>eiden  Fallen  würde  also  nicht  die  Spannung  der  oxydirten 
Schicht  gegen  blankes  Metall,  sondern  ein  durch  den  Wasser-  oder  Salz- 
überzug modificirter  Werth  derselben  gemessen  werden.  Dazu  kommt 
noch  das  weitere  Bedenken,  dass  durchaus  nicht  feststeht,  dass  eine  mit 
Wasser  zehn  Minuten  lang  bedeckt  gewesene  Kupferflache,  wenn  sie 
sofort  von  Wasser  vollständig  befreit  werden  könnte,  noch  denselben 
Zustand  behalten  würde,  wie  während  der  Berührung  mit  dieser  Flüs- 
sigkeit; denn  daraus,  dass  ein  Kupferstuck,  das  zuerst  10  Minuten  in 
Wasser  getaucht  und  dann  eine  Stunde  an  der  Luft  gestanden,  beim  er- 


*)  Pogjj.  Annal.  Bd.  41.  S.J93  (T.  und  Bd.  iJ.  S.325  ff. 
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neuten  Eintauchen  dieselbe  Spannung  zeigt,  welche  es  im  Momente  des 
Heraushebens  aus  dem  Wasser  besass,  folgt  keineswegs,  dass  die  Ober- 
flache  unmittelbar  vor  dem  zweiten  Eintauchen  absolut  ebenso  beschäl1- 
fen  gewesen,  wie  im  Momente  des  Heraushebens  nach  dem  ersten  Ein- 
tauchen. Zur  Erklärung  der  angeführten  Thatsache  genügt  schon  die 
Annahme,  dass  die  Kupferoberflache  durch  die  frühere  Berührung  mit 
dem  Wasser  einen  ahnlichen  Zustand  wie  durch  Feilen  erlangt  habe, 
also  eine  solche  Beschaffenheit,  dass  sie  gleich  beim  Eintauchen  in  den 
Zustand  tritt,  wie  er  bei  frisch  polirter  Flache  erst  nach  1 0  Minuten  lan- 
ger Berührung  mit  Wasser  gebildet  ist.  Beim  Platin,  das  eine  sehr  grosse 
Aenderung  in  seiner  Spannung  gegen  Wasser  zeigt,  verschwindet  nach 
S.  Ü359  in  der  That  auch  ein  Theil  der  in  Berührung  mit  Wasser  eingetre- 
tenen Modification  wieder  durch  das  Trocknen  der  Oberflache  an  der  Lull. 

Um  nun  nicht  zu  solchen  der  Willkühr  einen  gewissen  Spielraum 
gewahrenden  Deutungen  der  Beobachtungen  Veranlassung  zu  bieten, 
habe  ich  keine  Versuche  über  die  Aenderung  des  Ortes  der  verschiede- 
nen Metalle  durch  vorhergegangene  Benetzung  mit  Wasser  ausgeführt, 
sondern  werde  im  Folgenden  die  Bd.  IX.  S.  51  bezeichneten  Verände- 
rungen, welche  die  Metalle  durch  längeres  Liegen  an  der  Luft  erlitten 
haben,  an  deren  Stelle  verwenden.  Können  diese  Werthe  auch  nur  als 
Annaherungen  gelten,  so  haben  sie  doch  den  wesentlichen  Vortheil,  dass 
sie  in  völlig  unbefangener  Weise  bereits  vor  einer  Reihe  von  Jahren 
bestimmt  wurden. 

Bevor  ich  die  Aenderungen  in  den  Spannungen  des  Wassers  gegen 
die  verschiedenen  Metalle  in  eine  Tabelle  zusammenstelle,  will  ich  noch 
das  am  positiven  Ende  der  Spannungsreihe  stehende  Aluminium  einer 
specialen  Erörterung  unterwerfen,  weil  bei  ihm  jene  Aenderungen  einen 
ungemein  grossen  Werth  erreichen.  Nach  Bd.  IX.  S.  51  betragt  die  Ver- 
änderung, welche  eine  Aluminiumplatte  durch  längeres  Liegen  an  der 
Luft  erlitten  hatte,  — 0,85  (Zn  Cu).  In  einem  speciellen  Versuche  war 
(nach  S.  665  dieses  Bandes)  die  Spannung  des  Wassers  gegen  frisch 
polirtes  Aluminium  10  Minuten  nach  dem  Eintauchen  —  0,74  (ZnCu)*). 


*)  Da  schon  beim  Kupfer  nach  4  0  Minuten  langer  Berührung  mit  Wasser  die 
Bildung  der  oxydirten  Schicht  beendigt  ist,  so  dürfte  dasselbe  auch  vom  Aluminium 
gellen;  die  weitere  Zunahme  der  negativen  Spannung  während  eines  iisliindigen 
Einlaurhens  würde  dann  der  Bildung  von  anderweiten  Verbindungen  (Salzen)  zuzu- 
schreiben sein. 


Digitized  by  Google 


97] 


Elektrische  Unter suchcngen. 


fiSI 


Ist  nun  diese  letzte  Spannung  infolge  einer  Oxydschicht  entstanden ,  die 
gegen  blankes  Metall  die  Spannung  — 0.85  (ZnCu)  besitzt,  so  folgt  dar- 
aus eine  Spannung  des  Wassers  gegen  diese  Oxydschicht  =  -h0,11 
{ZnCu).  also  nahe  dieselbe  wie  sie  Wasser  gegen  Platin  zeigt. 

In  ahnlicher  Weise  lassen  sich  nun  auch  ftir  die  zwischen  dem  Ku- 
pfer und  Aluminium  liegenden  Metalle,  in  soweit  die  Aenderungen  in  den 
Spannungen  zwischen  ihnen  und  dem  Wasser  von  einer  sich  bildenden 
Oxydschicht  herrühren,  die  Spannungen  des  Wassers  gegen  diese  oxy- 
dirten  Schichten  berechnen;  ich  stelle  der  Kürze  und  der  besseren 
Uebersieht  wegen  die  Resultate  in  einer  Tabelle  zusammen,  und  bemerke 
nur,  dass  wegen  seines  eigenthUmlichcn,  später  noch  näher  zu  erörtern- 
den Verhaltens  das  Eisen  in  dieselbe  nicht  aufgenommen  werden  konnte, 
dass  aus  dem  S.  686  angeführten  Grunde  als  Spannung  des  Wassers 
gegen  Zink  die  im  bewegten  Zustande  des  Metalles  nach  S.  686  vorhan- 
dene genommen  ist,  und  dass  für  Zinn  die  Rechnung  nicht  möglich  war, 
da  keine  Beobachtung  über  Aenderung  einer  Zinnplatte  an  der  Luft  vor- 
lag, indem  die  Bd.  IX.  S.  51  gemachte  Angabe  sich  auf  eine  an  ihrer 
Oberfläche  durch  andere  Metalle  (Blei  und  Zink)  verunreinigte  Platte 
(s.  oben  S.  600)  bezieht. 

Die  erste  Spalte  der  folgenden  Tabelle  enthält  die  Namen  der  Metalle, 
während  in  der  zweiten  die  Spannungen  des  Wassers  gegen  dieselben  1 0 
bis  20  Minuten  nach  dem  Eintauchen  zusammengestellt  sind.  Die  dritte 
Spalte  gibt  die  Bd.  IX.  S.  5 1  verzeichneten  Veränderungen  einer  frisch 
polirten  Platte  des  betreffenden  Metalles  durch  längeres  Riegen  an  der 
Luft  und  in  der  vierten  sind  die  aus  den  Zahlen  der  zweiten  und  dritten 
Spalte  berechneten  Werthe  der  Spannungen  des  Wassers  gegen  die  oxy- 
dirte  Schicht  der  Oberfläche  aufgeführt. 


Metalle. 

Spannung  zwischen 
Wasser  und  Metall,  4  0 
bis  SO  Minuten  nach 
dem  Eintauchen. 

Aenderung  einer  polir- 
ten Metallische  durch 
längeres  Liegen  an  der 
Luft. 

Berechnete  Spannung 
des  Wassers  ncjten  die 
oiydirle  Schicht. 

Kupfer 
Wismuth 
Antimon 
Blei 

Kadmium 
Zink 

Aluminium  *) 

-0,08  [ZnCu) 

-  0,20  „ 
-0,06  „ 
-0,07  „ 
-0,27  „ 

-  0,32  „ 
-0,74  „ 

—  0,1  o  {ZnCu} 
-0,24  „ 
-0,«8  „ 
-0,21  „ 
-0,37  „ 

-  0,43  „ 
-0,85  „ 

-1-  0,07  (ZnCu) 
+  0,04  „ 
+  0,12  „ 
-1-  0,4  i 

+  0,10 
+  o,n 

+  0.11 

•}  Oben  (S.  604)  sind  die  Orte  des  frisch  geputzten  Kadmiums  und  Aluminiums 
in  der  Spannungsreihe  etwas  anders  gefunden,  als  Bd.  IX.  S.  51.  Werden  diese  Zah- 
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Die  letzte  Spalte  zeigt  die  Spannungen  des  Wassers  gegen  die  oxy- 
dirten  Schichten  sSmmtlicher  Metalle  positiv.  Berücksichtigt  man  di« 
grossen  Unterschiede,  welche  in  den  Spannungen  des  Wassers  gegen 
die  Metalle  einige  Zeit  nach  dem  Eintauchen  vorhanden  sind,  so  wie  den 
Umstand,  dass  die  Zahlen  der  dritten  Spalte  nicht  völlig  genau  sein  kön- 
nen, so  dürfte  man  wohl  der  Annahme ,  dass  die  Spannungen  des  Was- 
sers gegen  die  oxydirten  Schichten  der  oben  genannten  Metalle  gleich 
und  dieselben  wie  gegen  die  blanken  Oberflachen  seien ,  eine  Berechti- 
gung nicht  absprechen. 

b.  Edle  Metalle. 

Die  Vorgänge  bei  dem  Eintauchen  der  sogenannten  edlen  Metalle 
gleichen  vollständig  den  z.  B.  beim  Eintauchen  des  Kupfers  in  Wasser 
beobachteten,  und  wir  sind  daher  auch  gezwungen,  sie  derselben  Ur- 
sache wie  beim  Kupfer,  also  einem  Hinzutreten  des  Sauerstoffs,  zuzu- 
schreiben. Doch  wird  diese  Ursache  eine  gewisse  durch  die  chemischen 
Eigenschaften  der  edlen  Metalle  bedingte  Modiflcation  erleiden  müssen, 
die  sich  auch  in  den  beobachteten  Thatsachen  selbst  kund  gibt. 

Wird  Kupfer  einige  Zeit  in  Wasser  getaucht,  dann  herausgehoben 
und  nach  kurzer  Zeit  wieder  eingetaucht,  so  zeigt  das  Wasser  gegen  die- 
ses Kupfer  beim  zweiten  Eintauchen  nahe  dieselbe  negative  Spannung 
wie  vor  dem  Herausheben ;  diese  Beobachtung,  sowie  die  sonstigen  che- 
mischen Eigenschaften  des  Kupfers  raachen  die  Annahme,  dass  auf  der 
Kupferoberflache  sich  eine  oxydirle  Schicht  gebildet  habe,  wahrscheinlich. 

Anders  verhalt  es  sich  mit  dem  Platin.  Schon  die  sonst  bekannten 
Eigenschaften  desselben  dürften  das  Eintreten  einer  festen  Verbindung 
des  Sauerstoffs  mit  dem  Metalle  wahrend  seiner  Berührung  mit  dem 
Wasser,  die  Bildung  eines  eigentlichen  Oxyds,  sehr  unwahrscheinlich 
machen.  Dass  eine  solche  in  der  Thal  wenigstens  nicht  vollständig  ein- 
tritt, geht  aus  den  S.  C29  mitgcthcilten  Versuchen  hervor.  Denn  wird 


lenwerthe  der  Berechnung  der  Veränderungen  zu  Grunde  gelegt ,  so  würden  diese 
Aenderungen  anstatt  —0,37  und  —0,85  (ZnCu)  resp.  —0,4«  und  —  0,80  (Zuf«; 
betragen  und  die  Zahlen  -1-0,10  und  +  0,H  {ZnCu}  der  letzten  Spalte  resp.  in 
-»-0,15  und  -f-  0,06  {ZnCu)  übergehen.  —  Für  Wismuth  ist  der  Ort  der  frisch  po- 
lirlcn  Piatie  nach  S.  604  bereits  auf  130  angenommen,  was  die  Aenderung  durch 
längeres  Liegen  =  -0,J4  (ZnCu)  gibt,  anstatt  -  0,tl  (Zn  Cu) ,  wie  Bd.  IX.  S.  5t 
berechnet. 
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Platin ,  welches  zuvor  einige  Zeit  mit  Wasser  in  Berührung  gewesen 
ist,  mehrere  Tage  der  Lull  ausgesetzt,  so  zeigt  das  Wasser  gegen 
dieses  Platin  bei  seinem  Eintauchen  fast  keine  Spannung.  Sonach  ver- 
halt sich  also  dieses  Platin  verschieden  sowohl  von  frisch  polirtem  als 
auch  von  dem  bereits  20  Minuten  eingetauchten  Metalle ;  die  Spannung 
des  Wassers  gegen  frisch  polirlos  Platin  beim  Eintauchen  betrügt  nämlich 
+  0,1 4  (ZiiCu),  und  gegen  20  Minuten  lang  eingetauchtes  Platin  —  0,19 
{ZnCu).  Aus  diesen  Zahlenangaben  folgt  ,  dass  der  Zustand  der  Platin- 
oberflache, wie  er  nach  20  Minuten  dauernder  Berührung  mit  Wasser 
bestanden ,  durch  das  Aussetzen  an  die  Luft  wenigstens  zum  Theil  wie- 
der verschwunden  ist,  dass  also,  wenn  wir  die  Bildung  jenes  Zustandes 
dem  Hinzutreten  des  Sauerstoffs  zuschreiben,  wenigstens  ein  Theil  die- 
ses Sauerstoffs  sich  wieder  abgelöst  haben  muss ;  ja  jene  Beobachtungen 
sind  selbst  mit  einer  völligen  Lostrennung  des  Sauerstoffs  nach  dem  Her- 
ausheben aus  dem  Wasser  vereinbar;  sie  verlangen  dann  nur,  dass  die 
Oberfläche  in  einem  Zustande  verbleibt,  in  welchem  sie,  ich  möchte 
sagen,  eine  grössere  Disposition  zur  Aufnahme  des  Sauerstoffs  besitzt. 
Die  Annahme  des  Zurückbleibens  eines  solchen  Zustandes  hat  aber 
durchaus  nichts  Unwahrscheinliches,  da  das  blosse  Feilen  auf  der  frischen 
Oberflache  eine  viel  stärkere  derartige  Disposition  hervorzurufen  vermag 
(S.  628). 

Uebrigens  Hesse  sich  die  Frage ,  ob  der  durch  die  Berührung  des 
Platins  mit  Wasser  eingetretene  Zustand  nach  dem  Verdampfen  vollstän- 
dig wieder  verschwindet  oder  nicht,  und  welche  Zeit  dazu  erfordert 
wird,  grade  bei  diesem  Metall  durch  eine  entsprechende  Behandlung 
einer  Condensatorplattc  (aus  Platin)  beantworten,  indem  auf  den  Ort,  wel- 
chen sie  in  der  Spannungsreihe  einnimmt,  wohl  die  zurückgebliebene 
sauerstoffhaltige  Schicht,  nicht  aber  jene  Disposition  zur  leichteren  Auf- 
'  nähme  des  Sauerstoffs,  wie  dies  die  Versuche  an  der  gefeilten  Kupfer- 
platte (S.  Gl  2)  beweisen,  Einfluss  hat.  Leider  war  es  mir  nicht  möglich, 
mit  der  Bd.  IX.  S.  46  beschriebenen  Platinplatte  eine  solche  Untersuchung 
durchzuführen;  diese  Platte  bestand  nur  aus  einem  dünnen  auf  eine 
dickere  Kupferplatte  gelötheten  Plalinbleche ,  welches  durch  vielfaches 
Abreiben  mittelst  Schmirgelpapier  wahrend  der  früheren  Messungen  be- 
reits soweit  geschwächt  war.  dass  es  wiederholte  neue  Reinigungen 
nicht  ausgehalten  hatte. 

Je  nach  den  Eigenschallen  der  sogenannten  edlen  Metalle  wird  nun 
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der  Sauerstoff  bei  seinem  Herantreten  sich  verschieden  verhalten,  ent- 
weder, wie  heim  Platin  wahrscheinlich,  nur  an  die  Oberfläche  sich  an- 
legen.  oder,  wie  beim  Silber,  mehr  oder  weniger  sich  auch  mit  den* 
Metalle  verbinden.  Dass  beim  Silber  dieser  letztere  Vorgang  eintritt 
möchte  ich  aus»  der  oben  S.  633  angeführten  Thatsache  schliessen.  da.^ 
niimlieh  die  Spannung  des  Wassers  gegen  früher  eingetauchte*  und  dann 
einige  Tage  der  Luft  ausgesetzt  gewesenes  Silber  beim  erneuten  Ein- 
tauchen ,  ähnlich  w  ie  beim  Kupfer  unter  gleichen  Verhältnissen ,  etwa.« 
hoher  ist  als  später. 

Dass  aber  ein  blosses  Bedecken  der  Platinoberflache  mit  einer  un- 
endlich dünnen  SauerstolTschicht  hinreicht,  um  jene  Oberflache  negativer 
erscheinen  zu  lassen,  als  eine  frisch  polirte,  wird  durch  die  Erscheinun- 
gen der  sogenannten  galvanischen  Polarisation  bewiesen ,  wo  selbst  der 
schwächste  Strom,  der  durchaus  unPahig  ist,  eine  sichtbare  Wasserzer- 
setzung zu  veranlassen,  doch  eine  Aenderung  in  dem  angegebenen  Sinn* 
hervorzurufen  vermag. 

Was  freilich  die  Kraft  anlangt,  welche  den  Sauerstoff  zur  Oberfläche 
führt,  so  enthalte  ich  mich  ftlr  jetzt  eines  jeden  Ausspruches ;  bevor  dies 
mit  einiger  Sicherheit  überhaupt  möglich  wird ,  muss ,  wie  schon  oben 
erwähnt,  das  Verhalten  des  Sauerstoffs  und  Wasserstoffs  gegenüber  den 
Metallen  mit  hinreichender  Genauigkeit  erforscht  sein. 

Hin  eigentümliches  Verhalten  zeigt  das  geglühte  Platin  (und  ebenso 
auch  das  Silber;  bei  seinem  Eintauchen  in  das  Wasser,  indem  das  Nas- 
ser gleich  beim  Eintauchen  gegen  das  Metall  je  nach  der  Starke  des  vor- 
hergegangenen Glühens  eine  mehr  oder  weniger  hohe  negative  Span- 
nung annimmt,  sehr  bald  aber  diese  Spannung  das  sonst  bei  nicht  ge- 
glühtem Platin  auftretende  Maximum  übersteigt  und  dann  allmälich  wie- 
der auf  das  genannte  Maximum  herabsinkt  (S.  630).  Ware  die  Gros* 
der  Aenderung  bekannt ,  welche  durch  das  Herantreten  des  Sauerstoff* 
an  Platin  überhaupt  bewirkt  werden  kann,  so  würde  sich  vielleicht  ent- 
scheiden lassen,  ob  der  eben  beschriebene  eigentümliche  Vorgang 
durch  die  bekannte  Eigenschaft  des  frisch  geglühten  Platins ,  das  Sauer- 
stoftgas  starker  zu  condensiren,  hervorgerufen  wird.  Lage  nämlich  die 
höchste  beobachtete  negative  Spannung  des  Wassers  gegen  geglühte 
Platin  (—  0,23  \ZnCu))  noch  innerhalb  der  Grenze  der  Aenderungen, 
welche  der  Sauerstoff  am  Platin  zu  erzeugen  vermag,  so  Hesse  sich  jener 
Vorgang  wohl  in  der  Weise  erklaren ,  dass  das  geglühte  Platin  anfangs 
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starker  den  Sauerstoff  an  sich  zöge  und  condensirte,  als  spater,  wo  diese 
Eigenschaft,  sei  es  durch  die  Berührung  mit  dem  Wasser  und  den  in  ihm 
gelösten  Gasen  oder  auch  von  selbst  sich  wieder  vermindert. 

c.  Eisen  und  Zink. 

Sehr  abweichend  von  den  Vorgangen  bei  den  Übrigen  Metallen  ist 
das  Verhallen  des  Zinkes  und  Eisens  gegen  Wasser.  Beide  unterschei- 
den sich  in  ihren  chemischen  Eigenschaften  von  den  übrigen  im  Vorste- 
henden behandelten  Metallen  dadurch ,  dass  sie  für  sich  (?)  oder  unter 
Mitwirkung  verdünnter  Sauren  das  Wasser  zerlegen  und  Wasserstoff 
entwickeln. 

Das  Zink  gleicht  in  der  ersten  Minute  seines  Eintauchens  noch  den 
übrigen  Metallen;  entsprechend  seiner  Stellung  in  der  Spannungsreihe 
nimmt  das  Wasser  gegen  dasselbe  gleich  beim  Eintauchen  eine  beträcht- 
liche negative  Spannung,  wie  beim  Kadmium ,  ein,  und  diese  negative 
Spannung  wachst  in  den  folgenden  Augenblicken ,  um  sehr  bald  in  eine 
Abnahme  überzugchen. 

Das  Eisen  verhalt  sich  ähnlich ;  beim  Eintauchen  erscheint  das 
Wasser  positiv  (+  0,09  {ZnCu}) ;  diese  positive  Spannung  nimmt  in  den 
nächsten  Secunden  ein  wenig  ab,  um  dann  sofort  wieder  mit  Schnellig- 
keit zu  wachsen,  so  dass  sie  nach  1  '/2  Minuten  bereits  auf  +  0, 1 0  [Zu  Gm) 
und  nach  zehn  Minuten  bis  +0,27  (ZnCu)  gestiegen  ist.  Beim  geharte- 
ten Stahl  ist  dies  Verhalten  deutlicher  ausgeprägt;  die  positive  Spannung 
des  Wassers  gegen  denselben  nimmt  nach  dem  Eintauchen  viel  starker 
als  beim  Eisen  ab,  geht  sogar  in  eine  schwache  negative  (—  0,02  [Zn  Gm)) 
Uber,  und  verweilt  auf  dieser  so  lange  als  die  mit  Wasser  in  Berührung 
befindliche  Metallllache  scheinbar  blank  bleibt ;  spater  erst  beginnt  dann 
die  Spannung  im  positiven  Sinne  wieder  zu  wachsen.  Ebenso  wie  beim 
Stahl  hangt  beim  Eisen  die  Zunahme  der  positiven  Spannung  mit  der 
Bildung  von  Eisenoxydhydrat  zusammen ;  Achnliches  gilt  auch  vom 
Zink. 

Was  die  Erklärung  der  beschriebenen  Erscheinungen  anlangt,  so 
leuchtet  ein .  dass  die  Abnahme  der  positiven  oder  (was  damit  gleich- 
bedeutend) Zunahme  der  negativen  Spannung  des  Wassers  in  dem 
Zutritte  des  Sauerstoffes  zur  Metallflache  gerade  wie  bei  den  übrigen 
Metallen  ihren  Grund  hat ;  dass  dagegen  die  darauf  blos  beim  Eisen  und 
Zink  eintretende  Zunahme  der  positiven  oder  Abnahme  der  negativen 


6KG 


W.  G.  H.4NKEL, 


|t« 


Spannung  »los  Wassers  nur  mit  der  jenen  beiden  Metallen  unter  den  qd- 
torsuchten  allein  zukommenden  Eigenschaft,  das  Wasser  zu  zerlegen,  zu- 
sammenhangt, und  sehr  wahrscheinlich  eine  Wirkung  des  bei  derBildune 
der  Oxydhydrale  freiwerdenden  Wasserstoffs  ist. 

Leider  kennen  wir  noch  nicht  genau  die  Wirkung  des  Wasserstot 
auf  die  Metalle,  ebensowenig  wie  die  Spannung  des  Wasserstoffs  «kr 
wasserstoffhaltigen  Wassers  gegen  reines  Wasser ;  nur  soviel  wissen  wii 
durch  die  Vorgänge  der  galvanischen  Polarisation,  dass  ein  mit  Wasser- 
stoff bedecktes  Platin  gegen  gewöhnliches  Platin  positiv  erscheint,  eine 
Thatsache,  die  mit  der  so  eben  über  die  Vorgange  beim  Zink  und  Eisen 
ausgesprochenen  Ansicht  im  Einklänge  ist ,  indem  das  Platin  durch  da* 
genannte  Gas  in  derselben  Weise  verändert  wird,  wie  das  Zink  und 
Eisen  durch  den  bei  der  Bildung  der  Oxydhydrate  entwickelten  Wasser- 
stoff. Vielleicht  greift  man  nicht  fehl,  wenn  man  der  aus  dem  Eisen  und 
dem  locker  anhangenden  Oxyde  im  Wasser  gebildeten  Kette  eine  Ilaupt- 
wirkung  bei  der  Entwicklung  des  Wasserstoffs  zuschreibt. 

Die  oben  angedeutete  Erklärung  des  eigentümlichen  Verhallen? 
des  Zinkes  und  Eisens  dürfte  durch  die  Vorgänge  bei  der  Bewcguni;  der 
Eisen-  und  Zinkstabehen,  wenn  dieselben  einige  Zeit  in  Wasser  einse- 
lauchl  gewesen  sind,  noch  eine  weitere  Stütze  erhalten.  Nach  S.  Cü 
und  603  tritt  nämlich  durch  diese  Bewegung  eine  Aenderung  der  Span- 
nung lies  Wassers  gegen  die  beiden  Metalle  in  negativer  Richtung  und 
zwar  nahe  um  dieselbe  Grösse  (0,16  bis  0,17  (Z» Cm))  ein,  d.h. beim 
Eisen  nimmt  die  positive  Spannung  um  die  angegebene  Grösse  ab,  beim 
Zink  wachst  die  negative  Spannung  um  diese  Grösse.  Die  Spannung  de.« 
Wassers  gegen  Zink  zehn  Minuten  nach  dem  Eintauchen  betrug  nach 
S.6G1  —0,H\{ZnCu)  ;  diese  Spannung  ist  aber  die  bereits  durch  den 
Wasserstoff  modiöcirte  Spannung  des  Wassers  gegen  oxydirtes  Zinl 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  durch  die  Bewegung  des  Zinks  die  Wasser- 
stoffschicht ganzlich  entfernt  wird,  so  würde  die  wahrend  der  Bewegim: 
gemessene  Spannung  von  — 0,32  (ZnCu)  die  Summe  der  Spannungen 
des  Wassers  gegen  die  Oxydschicht  und  der  Oxydschicht  gegen  das 
blanke  Metall  darstellen.*)  Setzen  wir  sodann  nach  Bd.  IX.  S.  51  die 
Spannung  des  Zinks  gegen  die  oxydirte  Schicht  =0,43  ZnCu\  so  er- 

•)  Dies  ist  der  bereits  oben  S.  681  für  die  Spannung  zwischen  Wasser  undZißk 
einige  Zeit  nach  dem  Eintauchen  benutzte  Werth ,  während  die  Spannuns;  J/t  MiDUt'> 
nach  dem  Eintauchen  eines  polirten  Zinkslückes  =  —  0,27  {ZnCu)  gefunden  «ar. 
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gibt  sich  für  die  Spannung  des  Wassers  gegen  oxydirtes  Zink  0, 1 1 
(ZnCu),  also  nahe  derselbe  Werth  wie  gegen  blankes  Kupfer. 

Gegen  Eisen  beträgt  die  Spannung  des  Wassers  zehn  Minuten  nach 
dem  Eintauchen  -§-  0,27  (Zn  Cu) ;  durch  Bewegung  des  Metalles  sinkt  sie 
nahe  auf  die  beim  Eintauchen  selbst  beobachtete  zurück.  Hiernach  würde 
also  die  wahrend  der  Bewegung  vorhandene  oberflächliche  Schicht 
gegen  das  Innere  des  Metalles  keine  Spannung  besitzen ,  was  mit  der 
beobachteten  Thatsache  zusammenhangt,  dass  die  Abnahme  der  positi- 
ven Spannung  gegen  Eisen  nur  sehr  kurze  Zeit  dauert  und  daher  auch 
keinen  betrachtlichen  Werth  erreicht.  In  wieweit  das  Vorhandensein 
mehrerer  Oxydationsstufen  beim  Eisen  hierbei  von  Einfluss  ist,  muss 
ich  dahingestellt  sein  lassen.  *) 

(I.  Leerungen. 

Auf  S.  642  und  644  wurde  angeführt,  dass  die  Spannung  an  den 
Polen  eines  Elementes  aus  Kupfer-Wasser-Messing-Kupfer,  und  ebenso 
eines  Elementes  aus  Kupfer-Wasser-Neusilber-Kupfer  einige  Zeil  nach 
dem  Eintauchen  nahe  gleich  Null  wird,  und  es  könnte  scheinen .  als  ob 
in  diesem  Verhalten  der  Legirungen  gegenüber  dem  einen  ihrer  Bestand- 
teile eine  eigentümliche  Beziehung  liege.  Meines  Erachtens  haben  wir 
es  hier  nicht  mit  eigentümlichen  Gesetzen  zu  thun,  sondern  das  ange- 
gebene Verhallen  erklart  sich  einfach  auf  Grund  des  Früheren. 

Aus  der  ThaUache ,  dass  die  Spannungen  an  den  Polen  der  beiden 
genannten  Elemente  genau  oder  nahe  gleich  Null  sind,  folgt  nämlich  die 
Spannung  des  Wassers  in  dem  betrachteten  Zeitpunkte  gegen  Messing 
=  —  0,30  (Zn  Cu)  und  gegen  Neusilber  =  —  0,33  [Zn  Cu).  Diese  Wert  he 
sind  aber  nahe  gleich  der  Spannung  —  0,32  (ZnCu),  welche  das  Wasser 
gegen  Zink  infolge  der  blossen  Oxydation  desselben  unter  Ausschluss  von 
Wasserstoflent Wickelung  nach  S.  686  annimmt.  Jener  der  Null  nahe 
oder  gleiche  Zustand  wird  also  dadurch  erzeugt ,  dass  der  leichter  oxy- 
dirbare  Bestandteil  der  Legirung  sich  oxydirt ;  denn  Algen  wir  zu  der 
beim  Eintauchen  des  Messings  und  Neusilbers  beobachteten  Spannung 
des  Wassers  +  0,08  (ZnCu)  die  Spannung  des  Zinkoxyds  gegen  Zink 

•)  Auch  bei  den  S.  667  geprüften  Kohlenarten  zeigte  sich  eine  Abnahme  der 
gleich  beim  Einlauchen  stark  negativen  Spannung  des  Wassers ;  ich  wage  nicht  zu 
entscheiden,  ob  diese  Abnahme  etwa  in  dem  Eisen ,  das  in  dem  Coke  und  Graphit  iu 
mehr  oder  weniger  geringen  Mengen  vorhanden  sein  kann,  ihren  Grund  hat. 
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—  O.kMZnCu)  hinzu,  so  erhallen  wir  die  Spannung  —  0,35(ZnC«), 
was  mit  den  obigen  durch  die  Beobachtung  gegebenen  Werthen  nahe 
übereinstimmt;  der  kleinere  Werth  der  Beobachtung  könnte  in  dem 
gleichzeitig  vorhandenen  Kupfer,  bei  welchem  durch  die  oxydirende 
Schicht  eine  geringere  Veränderung  als  beim  Zink  hervorgebracht  wird, 
seine  Erklärung  finden.  Während  jedoch  sonst  das  Zink  für  sich  das 
Wasser  weiter  zerlegt .  und  infolge  dessen  die  negative  Spannung  des 
Wassers  gegen  dasselbe  sich  verringert ,  tritt  bei  dem  Zinke  der  Legi- 
rung  diese  Zerlegung  nicht  ein.*) 

e.  Gefeilte  Oberflächen. 

Wahrend  bei  den  edlen  Metallen  und  selbst  beim  Kupfer  (S.  612) 
das  Feilen  der  Oberfläche  ihren  Ort  in  der  Spannungsreihe  nicht  merk- 
lich ändert,  rücken  bei  gleicher  Behandlung  ihrer  Oberfläche  die  Metalle 
vom  Wismuth  bis  zum  Aluminium  (S.601)  zum  Theil  in  teträcht liebem 
Grade  nach  dem  negativem  Ende  hin;  es  geschieht  dies  infolge  einer 
Oxydation,  die  unterstützt  durch  die  beim  Feilen  erzeugte  höhere  Tem- 
peratur an  der  durch  diese  Operation  zerrissenen  Oberfläche  viel  rascher 
eintritt  als  an  den  polirten  Flächen  derselben  Metalle. 

Eben  dieser  Umstand,  dass  die  Theilehen  einer  gefeilten  Oberfläche 
infolge  ihrer  Zerrissenheit  einem  umgebenden  flüssigen  oder  gasförmigen 
Medium  viel  mehr  Angriffspunkte  darbieten,  als  die  obersten  Theilchen 
einer  polirten  Schicht,  deren  Dichtigkeit  vielleicht  sogar  infolge  ihrer  Be- 
handlung noch  etwas  zugenommen  hat,  macht  sich  aber  selbst  bei 
den  edlen  Metallen,  namentlich  dem  Silber  und  Platin,  wenn  sie  in 
Wasser  getaucht  werden ,  dadurch  geltend .  dass  die  Aenderungen  auf 
ihren  Oberflächen  unmittelbar  nach  dem  Eintauchen  so  schnell  eintreten, 
dass  die  Spannung  des  Wassers  gegen  sie  im  Augenblicke  des  Eintau- 
chens bereits  negativ  erscheint,  und  schneller  als  bei  polirtem  Metall  das 
negative  Maximum  erreicht. 

Haben  die  gefeilten  Oberflächen  w  ie  z.  B.  beim  Wismuth  durch  den 
Act  des  Fcilens  eine  Art  Oxydation  erlitten,  so  wird  hierdurch  die  negative 
Spannung  des  Wassers  im  Momente  tles  Eintauchens  noch  erhöht ;  so 
war  beim  Wismuth  die  negative  Spannung  des  Wassers  gegen  das  gefeilte 

*)  Das  zu  der  CondensMorplaltc  verwandle  Messing  bestand  nach  Bd.  IX.  S.  4S 
ans  ungefähr  i  Theilen  Kupfer  und  t  Thcil  Zink  ;  eine  solche  Legirung  füll»  aber  auch 
die  Kupfcrsalzc  nicht ;  dies  tritt  erst  bei  viel  höherem  Zinkgehalte  ein. 
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Metall  grösser  als  gegen  das  polirtc ,  und  zwar  nahe  um  ebensoviel,  als 
jenes  (das  gefeilte)  nach  S.  003  dem  negativen  Ende  der  Spannungsreihe 
sich  genähert  hatte.  Beim  gefeilten  Zink  erscheint  sogleich  beim  Eintau- 
chen fast  das  Maximum  der  negativen  Spannung ;  aber  dieselhe  Ober- 
flaehenbeschaffenheit,  welche  das  rasche  Steigen  der  negativen  Span- 
nung des  Wassers  bedingt,  veranlasst  auch  unmittelbar  darauf  bei  die- 
sem Metall  und  ebenso  beim  Eisen  ein  schnelleres  und  stärkeres  Wach- 
sen nach  der  positiven  Seite  hin. 

Die  beiden  S.  686  in  Bezug  auf  ihre  Spannung  gegen  Wasser 
behandelten  Legirungen,  das  Messing  und  das  Neusilber,  zeigen  im  ge- 
feilten Zustande  ein  von  den  zuvorgenannten  Metallen  abweichendes 
Verhalten:  wahrend  bei  den  letzleren  die  Spannung  des  Wassers  gegen 
die  gefeilten  Metalle  schneller  als  bei  polirten  Oberflächen  auf  dem 
negativen  Maximum  anlangt,  wird  umgekehrt  beim  Messing  und  Neusil- 
ber dieses  Maximum  viel  langsamer  erreicht  (S.  042  und  644).  Der  Grund 
dieser  Erscheinung  liegt  in  der  Zusammensetzung  dieser  Metalle. 

Betrachten  wir  speciell  die  Spannungen  eines  Elementes  aus  Kup- 
fer, das  bereits  zehn  Minuten  lang  eingetaucht  ist,  destillirtem  Wasser 
und  Messing  (S.  645),  so  finden  wir  beim  Eintauchen  von  gefeiltem  Mes- 
sing eine  Spannung  -+•  0,37  (Zn  Cm),  die  in  1  '/2  Minute  bis  -h  0,1 9  (Zn  Cu) 
gesunken  ist,  in  der  Nahe  dieses  Werlhes  einige  Zeit  verweilt,  und  dann 
langsam  bis  gegen  Null  herabgeht.  Das  erstere  rasche  Sinken  entspricht 
hiernach  ungefähr  dem  Betrage,  um  welchen  das  Kupfer  durch  Eintau- 
chen in  Wasser  (Oxydation)  sich  ändert,  wahrend  die  gesammte  Aende- 
rung,  wie  sie  nach  1%  Stunde  vollendet  ist,  dem  Werthe  gleichkommt, 
um  welchen  das  Zink  durch  Oxydation  seinen  Ort  in  der  Spannungs- 
reihe ändert.  Es  hat  also  den  Anschein,  als  ob  das  Kupfer,  da  es  in 
grösserer  Menge  vorhanden  ist ,  als  das  Zink ,  letzteres  Metall  anfäng- 
lich zum  Theil  schützt. 

Eine  ahnliche  Bewandlniss  dürfte  es  mit  dem  Verhalten  des  gefeil- 
ten Neusilbers  gegen  Wasser  haben. 

Merkwürdigerweise  zeigen  aber  auch  gefeiltes  Gold  (S.  636),  Palla- 
dium und  Zinn  (S.  657)  ein  analoges  Verhalten  gegen  Wasser,  wie  ge- 
feiltes Messing  und  Neusilber.  Obgleich  das  Wasser  beim  Eintauchen 
des  gefeilten  Zinnes  bereits  negativ  erscheint,  wahrend  es  gegen  polirtes 
Metall  noch  eine  positive  Spannung  annimmt,  so  wachst  doch  spater  die 
negative  Spannung  des  Wassers  gegen  gefeiltes  Zinn  langsamer  als  gegen 
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polirtes*);  bei  dem  Golde  und  dem  Palladium  tritt  sogar  unter  geeig- 
neten Umständen  im  Wachsen  der  negativen  Spannung  des  Wassers 
gegen  dieselben  nicht  blos  wie  bei  dem  Messing  ein  Stillstand,  sod- 
dern  selbst  eine  Ruckkehr  nach  der  positiven  Seite  ein ,  die  schliesslich 
nach  einiger  Zeil  wieder  in  eine  Bewegung  nach  der  negativen  Seite  hin 
übergeht.  Da  auch  chemisch  reines  Gold  diese  Erscheinung  darbot,  so 
ist  natürlich  an  eine  Erklärung  derselben  wie  beim  Messing  nicht  u 
denken. 

f.  Ueber  die  Spannungen  dos  Wassers  gegen  längere  Zeil  mit  Wis- 
ser  und  Luft  in  Berührung  gewesene  M  eta  1 1  f  I  äcben. 

Wenn  unedle  Metalle  einige  Minuten  in  Wasser  getaucht  und  dann 
längere  Zeit  der  Luft  ausgesetzt  werden,  so  zeigt  das  Wasser  im  Mo- 
mente des  Eintauchens  dieser  Metalle  gewöhnlich  eine  beträchtliche 
negative  Spannung,  die  bald  nach  dem  Eintauchen  abnimmt ,  und  sich 
der  bei  frisch  polirten  Metallen  zehn  bis  zwanzig  Minuten  nach  dem  Ein- 
tauchen beobachteten  mehr  oder  weniger  nähert.  Dieser  Vorgang  hängt 
unzweifelhaft  mit  dem  Umstände  zusammen,  dass  sich  auf  den  befeuch- 
teten und  dann  der  Luft  ausgesetzten  Metallflachen  Salze  (etwa  kohlen- 
saure), wenn  auch  öfter  (wie  beim  Kupfer)  in  kaum  sichtbarer  Schicht 
gebildet  haben,  und  solche  sich  dann  beim  Eintauchen  lösen.  Am  deut- 
lichsten erscheint  dieser  Vorgang  beim  Blei  und  Thallium ,  deren  stark 
an  der  Luft  angelaufene  Oberflächen  nach  dem  Eintauchen  in  Wasser 
wieder  heller  (wenngleich  noch  mit  einer  oxydirten  Schicht  bedecil) 
erscheinen. 

Einer  gleichen  Ursache  (der  Bildung  von  Salzen)  verdanken  auch 
diejenigen  Aenderungen  in  der  Spannung  des  Wassers  gegen  anedle 
Metalle,  welche  nach  tagelanger  Berührung  mit  lufthaltigem  Wasser 
z.B.  beim  Kupfer  (S.  616)  eintreten,  ihre  Entstehung. 

Eine  genauere  Erörterung  dieser  Vorgange,  die  bisweilen  wie  beim 
Antimon  (S.  655)  einen  sehr  eigenthümlichen  Verlaufnehmen,  ist  indes« 
jetzt  noch  nicht  möglich,  weil  eine  solche  die  Kenntniss  des  elektrischen 
Verhaltens  der  verschiedenen  Salze  einerseits  gegen  Wasser  und  ande- 
rerseits gegen  die  Metalle  und  ihre  Oxyde  erfordert. 

*)  Selbst  nach  lagelangen)  Eintauchen  verhSlt  sich  das  Wrasser  gegen  ein  gefeil- 
tes Zinn  noch  weniger  negativ ,  als  gegen  ein  ebenso  lange  von»  Wasser  berührtes 
polirtes. 
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lieber  eine  Fehlerquelle  in  dein  früher  zur  Bestim- 
mung der  elektromotorischen  Kräfte   zwischen  Wasser 
und  Metallen  angewandten  Verfahren. 

Im  Vorstellenden  habe  ich  gezeigt,  dass  das  Wasser  gegen  sammt- 
lichc  Metalle  im  Momente  der  ersten  Berührung  positiv  wird,  wenn  auch 
diese  positiven  Spannungen  bei  den  unedlen  Metallen  nicht  mehr  beob- 
achtet werden  können. 

Scheinbar  gelangt  B  u  ff  in  seiner  Abhandlung  »Ueber  die  elektrische 
Aclion  zwischen  Metallen  und  Flüssigkeiten«  (Annal.  derChem.  und  Phar- 
macie  Bd.  12  S.  6)  wenigstens  in  Bezug  auf  die  Richtung  der  Spannung 
zwischen  Wasser  und  Metallen  zu  demselben  Resultate,  indem  er  sagt: 
»Versuche  mit  diesem  Apparate  zeigten ,  dass  reines  Wasser  beim  Con- 
tacte  mit  den  genannten  Metallen  (Platin ,  übergoldetes  Messing,  Kupfer, 
Eisen  und  Zink)  positiv  elektrisch  wird,  wahrend  die  Metalle  selbst  eine 
negative  Ladung  annehmen.«  Es  bezieht  sich  jedoch  dies  von  Buff  an- 
gegebene Resultat  nicht  auf  den  ersten  Moment  der  Berührung  ;  spater 
aber  werden,  wie  wir  gesehen  haben ,  alle  Metalle  (mit  Ausschluss  des 
Eisens)  positiv  und  das  Wasser  negativ;  die  von  B  u  f  f  gemachte  Angabc 
ist  also  mit  den  von  mir  beobachteten  Thatsachen  (mit  Ausnahme  der 
Vorgange  beim  Eisen)  im  Widerspruch.  Da  B uff  über  die  Oberflachen- 
beschaffenheit seiner  Metallplatten,  sowie  des  mit  dem  Wasser  in  Be- 
rührung gebrachten  Drahtendes,  Uber  die  Dauer  der  Berührung  und 
Uber  die  Art  der  Ableitung  gar  keine  Mittheilung  gemacht  hat ,  so  ist  es 
unmöglich ,  die  Resultate  B  u  f f's  mittelst  der  Rechnung  (auf  Grundlage 
der  von  mir  gefundenen  Zahlenwcrthe)  in  ihre  so  zu  sagen  einzelnen 
Bestandteile  (in  die  einzelnen  Spannungen  an  den  verschiedenen  Con- 
tactstellen)  zu  zerlegen. 

Wenn  bei  physikalischen  Untersuchungen  die  eigenen  mit  vollkomme- 
neren Instrumenten  ausgeführten  Beobachtungen  Resultate  geben,  welche 
den  bereits  früher  mit  ungenügenderen  Mitteln  von  anderen  Forschern 
erhaltenen  widersprechen,  so  halte  ich  es  für  geboten,  die  Ursache, 
welche  bei  den  früheren  Arbeiten  zu  einem  falschen  Resultate  gefuhrt 
hat,  nachzuweisen,  und  ich  glaubte  mich  auch  im  vorliegenden  Falle 
dieser  Forderung  nicht  entziehen  zu  dürfen.  Da  jedoch  die  Versuche 
Buff's  wegen  mangelnder  Angabe  der  in  Rechnung  zu  ziehenden  Ein- 
zelheiten, wie  bereits  erwähnt,  zu  einer  solchen  Nachweisung  sich  nicht 
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eigneten,  so  slellle  ich  bei  meinen»  Apparate  eine  ähnliche  Anordnung  her. 
wie  sie  Buff  angewendet  hat.  Buff  legte  niimlich  auf  eine  unmiltelhar 
auf  den  Stifl  des  Elektrometers  aufgeschraubte  metallene  Condensator- 
platte  eine  Glasplatte,  die  auf  ihrer  oberen  Flüche  mit  einem  Blatt  Fliess- 
papier bedeckt  war.  Das  Fliesspapier  war  mit  Wasser  befeuchtet,  und 
wurde  dann  durch  einen  Draht  aus  demselben  Metall  wie  die  (untere 
Condensatorplatte  mit  dieser  letzteren  in  leitende  Verbindung  gesetzt. 
Sobald  nach  Aufhebung  dieser  Verbindung  die  Glasplatte  abgehoben 
wurde,  erzeugte  die  in  der  (unteren)  Condensatorplatte  frei  werdende 
Elektricitat  einen  Ausschlag  des  Goldblättchens. 

Um  nun  mittelst  eines  mit  Wasser  befeuchteten  Papiers  Messungen 
Uber  die  Spannungen  zwischen  dem  Wasser  und  den  Metallen  an  mei- 
ner Vorrichtung  auszuführen,  bedeckte  ich  die  untere  kupferne  Conden- 
satorplatte mit  einer  gleichgrossen  Scheibe  schwedischen  Filttirpapiers. 
befeuchtete  diese  Scheibe  mit  destillirtem  Wasser,  und  mass  dann  in  der 
gewöhnlichen  Weise  durch  Annähern,  Ableiten,  und  Entfernen  der  obe- 
ren Condensatorplatte  die  Spannungen  des  aus  dem  Wasser  und  dem 
Kupfer  mit  seinen  zwei  verschiedenen  Oberflächen  gebildeten  Elemen- 
tes. Diese  Anordnung  gleicht  offenbar  der  von  Buff  gewählten,  nur  be- 
sitzt sie  noch  den  Vorzug,  dass  die  isolirende  Glasplatte  Buff's  bei  mir 
durch  die  Luftschicht  ersetzt  und  somit  jede  Störung  durch  Reibung  beim 
Abheben  der  Glasplatte  von  der  Condensatorplatte  vermieden  ist. 

Bei  einem  solchen  Versuche  fand  ich  in  der  oberen  Condensator- 
platte eine  negative  Ladung,  und  es  war  also  ganz  in  dem  Sinne,  wie 
Buff  angibt,  das  Wasser  (oder  richtiger  gesagt  die  feuchte  Papierscheibe! 
positiv  und  das  Kupfer  negativ  geworden.  Diese  Beobachtung  wies  aber 
auch  sofort  mit  aller  Bestimmtheil  auf  die  Ursache,  welche  das  Kupfer 
negativ  anstatt  positiv  erscheinen  liess,  hin;  dieselbe  lag  in  dem  zur 
Aufnahme  der  Flüssigkeit  dienenden  Papier.  Dass  in  ihm  allein  der  Grund 
der  von  Buff  gefundenen  Resultate  (wenigstens  beim  Kupfer}  liegt, 
konnte  nun  in  schlagender  Weise  leicht  durch  folgendes  Verfahren  nach- 
gewiesen werden. 

In  die  Trichlervorrichtung  mit  seitlicher  communicirender  Röhre 
wurde;  Wasser,  das  bereits  vor  vier  Monaten  destillirt  w  orden,  gegossen, 
und  in  die  seitliche  Röhre  ein  Kupferstuck  eingetaucht.  Zehn  Minuten 
nach  dem  Eintauchen  betrug  die  Ladung  der  oberen  Condensatorplatte 
■+-  0,95  Sklh.   Darauf  wurde  eine  kreisförmige  Scheibe  schwedischen 
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Filtrirpapiers  von  genau  gleichem  Durchmesser  mit  dem  Rande  des  Trich- 
ters auf  die  in  demselben  befindliche  Flüssigkeit  vollkommen  glatt  auf- 
gelegt. Dies  gelingt  sehr  leicht,  wenn  das  Papier  zwischen  Glasplatten 
zuvor  eben  gepresst  und  dann  von  einer  Stelle  des  Randes  aus  aufgelegt 
wird.  Wurde  die  obere  Condensatorplatle  dieser  Papierscheibe  bis  auf 
10  Theilstriehe  des  Okularmikrometers  genühert,  so  erhielt  dieselbe  jetzt 
die  Ladung  —0,10  Skth.  Nun  war  zur  Zeit  dieser  Versuche  die  Be- 
schaffenheit der  oberen  Condensatorplatte  derartig ,  dass  sie  gegen  eine 
untere  frisch  polirte  Kupferplatte  die  Ladung  +0.15  Skth.  zeigte,  wah- 
rend die  Spannung  (XnCu)  8,1  Skth.  betrug.  Daraus  folgt  die  Span- 
nung des  (nicht  mit  Papier  bedeckten)  Wassers  gegen  Kupfer,  zehn  Mi- 
nuten nach  dem  Eintauchen,  in  Skalentheilen  =  0,95—0, 1 5  =  0,80  Skth. 
oder  (mit  Berücksichtigung  des  Werthes  ftir  (ZnCu))  =  —  0,\0{ZnCu). 
Durch  das  Hinzufügen  der  Papierscheibe  wurde  nun  der  Ausschlag 
—  0,95  in  +0,10  Skth.  umgewandelt;  die  Summe  der  Spannungen 
des  feuchten  Papiercs  gegen  Wasser  und  des  Wassers  gegen  Kupfer  gab 
also  eine  Ladung  von  0,10+0,15=  0,25  Skth.  oder  +0,03  (ZnCu), 
so  dass  also  die  Spannung  des  feuchten  Papieres  gegen  das  Wasser 
+  0,13  {ZnCu)  betrug. 

Es  mag  hier  unentschieden  bleiben,  ob  dieser  Einfluss  des  Papiers 
nur  von  den  in  ihm  befindlichen  Salzen  abhängt  (die  von  einem  kreis- 
förmigen Stück  von  95mm  Durchmesser  hinterlassenc  Asche  wog  2  Mil- 
ligr.)  oder  ob  die  feuchte  Papierfaser  einen  Leiter  von  speeifischer  Natur 
in  elektromotorischer  Hinsicht  darstellt  ;  so  viel  geht  aber  aus  den  mit- 
gethcilten  Versuchen  hervor,  dass  das  Verfahren,  das  Wasser  vom  Pa- 
pier aufsaugen  zu  lassen,  zur  Bestimmung  der  elektromotorischen  Kräfte 
zwischen  Wasser  und  den  Metallen  durchaus  ungeeignet  ist  ,  indem  die 
beobachtete  Spannung  des  Wassers  gegen  das  Metall  durch  jene  Hinzu- 
fügung  des  Papiers  in  sehr  beträchtlichem  Grade  geändert  und  zwar  um 
0,1 3  {ZnCu)  nach  der  positiven  Seite  hin  verschoben  wird. 
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